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e O exame que vai realizar tem a duracgao de trés horas.
e As respostas as perguntas do grupo I nao necessitam de justi-
ficacao. Deve assinala-las preenchendo os campos respectivos.

e As respostas erradas a perguntas de escolha miultipla pontuam
negativamente.

e A auséncia de resposta nao sera pontuada.

e O grupo I é eliminatério para quem nao obtiver pelo menos 3
valores.

e Nos grupos II, IIT e IV, deve justificar cada uma das suas res-
postas.

| Grupo | Nota |
] |
II-1
I1-2
I1-3
11-4
I1I-1
I11-2
I11-3
I11-4
V-1
V-2
V-3
VA4
| Nota Final | |




1. Considere os grafos G; e Gy em baixo, respectivamente a esquerda e a

direita.

Assinale as afirmagoes correctas.

(1 tem cadeias abertas eulerianas.
(G; tem ciclos hamiltonianos.
G5 tem ciclos hamiltonianos.

(5 tem cadeias abertas eulerianas.

Sim N3ao
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2. Considere o seguinte grafo G.

2 3
1@4
6 5

Assinale com uma cruz quais dos grafos de ordem 4 em baixo sao isomorfos a

subgrafos de G.

Sim Nao

©] [0

Sim Nao
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3. Escolha a resposta correcta. Um poliedro convexo com 13 arestas pode ter ~ (1v.)
o seguinte nimero de faces:

O] 3 O] s @ 8 O] 10

4. Complete a demonstragao de nao planaridade do seguinte grafo G. (1v.)
2 3
1 4
8 5
7 6

Suponhamos por absurdo que o grafo G é planar, isto é que G admite uma
representacao planar toplégica. Numa tal representacao o ciclo hamiltoniano v =
1—-2—3—4+— 56+ 7 8+ 1} corresponde a uma curva simples
{ p p
fechada. Suponhamos que, nesta representacao, a aresta {2, 7} é interior a curva
~. Partindo da hipétese contraria pode-se inferir um absurdo analogo.
(1) {2,7} interior a 7, por hipdtese;
(2) {1,6} exterior a7, por (1);
(3) {3,8} interior a7, por (2);
(4) {3,8} exterior a -+, por (1);
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(5) a7y, por
(6) a7y, por
(7) ay, por )

As conclusoes, (3) e (4) contradizem-se. Logo G nao é planar.

5. Um grafo planar topolégico conexo G tem f = 8 faces e a = 15 arestas.  (1v.)
Todos os vértices de G tém grau 3 ou 4. Sejam x o numero de vértices de grau 3
e y o numero de vértices de grau 4. Entao

@ r=6ey=3 O z=4ey=5
O =3ey=6 O z=5ey=4

6. Seja G um grafo de ordem 13 e C = {Vi,--- , V4 } uma coloracao de vértices  (1v.)
de G num nimero minimo de k (= ao nimero cromético) cores. Suponhamos que
todo o subgrafo de G com ordem 5 tem pelo menos uma aresta.
O maior nimero de vértices de cada cor que a coloracao C pode ter é 4.
O ntumero cromético de G' é pelo menos maior ou igual a 4.




(1v.)

(1v.)

(1v.)

7. Ha 6 distribuigoes de um conjunto de n bolas iguais por trés sacos, que
deixam pelo menos duas bolas em cada saco. Determine o valor de n.

@ n==~06 @ n==7 @ n==~§ @ n=29

8. Quantos amigos tém em conjunto trés irmaos: o Anténio, o Beto e o Carlos,
sem contar com os préprios, sabendo que:

a) o Anténio tem 4 amigos,

)
) o Carlos tem 4 amigos,

) o Anténio e o Beto tém 2 amigos em comum,

) o Anténio e o Carlos tém 2 amigos em comum,
) o Beto e o Carlos tém 2 amigos comuns,

)

N° amigos dos trés irmaos = 7

I1

1. Seja G um bouquet de n lacetes. Como G é um grafo conexo, designando
por f o numero de faces de G, pela férmula de Euler temos f —n + 1 = 2. Logo
f=n+1

O dual de qualquer grafo planar toplégico é sempre conexo. Logo o dual do
bouquet de n lacetes G é um grafo conexo de ordem n + 1 com n arestas. Mas
dentro da classe dos grafos conexos de ordem n + 1 s6 as arvores tém o ntimero
minimo de n arestas. Logo o dual de G é uma arvore.

Alternativamente, para justificar que G é uma arvore, basta-nos verificar que o
dual de GG nao tem ciclos. Como G tem um vértice entao o seu dual tem apenas uma
face. Se o dual de G tivesse ciclos, teria ciclos elementares que corresponderiam a
curvas simples fechadas. Pelo Teorema da curva de Jordan estas curvas dividiriam
o plano em duas regioes conexas o que implicaria a existéncia de mais de uma face.
Logo, por redugao ao absurdo, o dual de G nao pode ter ciclos.

2. Seja G uma arvore de ordem n + 1. Provemos, por inducao na ordem n,
que G tem numero cromatico 2.

Se n =1 é ébvio que G tem ntmero croméatico 2.

Suponhamos, por hipétese de inducao, que toda a arvore de ordem n tem niimero
cromatico 2. Dada uma arvore GG de ordem n + 1, o grafo G tem pelo menos um
vértice de grau 1. Se todos os vértices de G tivessem grau > 2 seria facil de
mostrar que GG admitiria ciclos. Seja p um vértice de G' com grau 1 e consideremos
o subgrafo G’ de G obtido por remocao do vértice p.



Entao G’ é uma arvore de ordem n e, por hipdtese de inducao, tem ntmero
cromético 2. Consideremos uma coloragao dos vértices de G’ nas cores A e B.
Como p é adjacente a um unico vértice p’ de G’, podemos colorir p numa cor
diferente da de p’, extendendo assim a coloracao de G’ a uma coloracao bi-color
de GG. Isto mostra que GG também tem niimero cromatico 2.

3. Exemplos de bouquets de 3 lacetes, cujos duais nao sao isomorfos.

4. Suponhamos que existe um grafo simples de ordem 6 com 3 vértices de grau
4, 2 vértices de grau 1, e 1 vértice de grau 2.

Entao a soma dos graus de G é 2a =3 x4+2 x 1+ 1 x 2= 16, e portanto G
tem a = § arestas.

Seja H o subgrafo de G gerado pelos 4 vértices de grau > 2. Ha apenas duas
arestas de GG fora do subgrafo H, as unicas arestas incidentes com os vértices de
grau 1. Logo H tem 6 arestas. Como H é simples, H tera de ser o grafo completo
K. Resulta daqui que todos os quatro vértices de H tém grau 3 relativamente a
H | e, portanto, grau > 3 relativamente a GG, o que contradiz a hipétese de haver
um vértice de grau 2.

Deste absurdo podemos concluir que nao existe nehum grafo nas condigoes
acima.

II1

1. Seja C' uma componente conexa de GG. Entao C' é um grafo planar toplégico
simples e conexo. Se C' tiver apenas uma ou duas faces limitadas (triangulares)



6

entao algum vértice de C' teria grau < 2, o que contradiz a hipotese. Logo C' tem
pelo menos 3 faces limitadas.

Thimitadas=1 fiimitades=2 Thimitadas=3
=2 =4
a=3 ;Z% a=
v=3 v=d v=4

Se G tivesse 3 ou mais componentes conexas entao G teria pelo menos 9 = 3 x 3
faces limitadas. Este facto contradiz a hipotese de G ter 9 faces, uma ilimitada
e apenas 8 limitadas. Deste absurdo concluimos que G nao tem mais de duas
componentes conexas.

2. O grafo G tem 8 faces limitadas (tridngulares) e uma face ilimitada de grau
8. Logo 2a =8 x 3+ 8 = 32, ou seja G tem a = 16 arestas.

3. Pela formula de Euler generalizada temos
9—16+v=f—a+v=c+1,

onde ¢ é o numero de componentes conexas de G. Logo v = ¢ + 8, e como pela
alinea 1. 1 < ¢ <2,

9=14+8<v=c+7<2+4+8=10.

4. Exemplo de um grafo planar topologico nas condicoes acima, de ordem 10.

IV
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1. O numero de caminhos de comprimento 7, que comecam em (0, 0,0), é igual
ao numero de palavras de 7 letras no alfabeto {X,Y, Z}, que por sua vez é igual
a 37 = 2187.

2. As extremidades finais dos caminhos de comprimento 7, que comecam em
(0,0,0), sao os pontos (z,y,2) € N* com z +y + z = 7. O ntimero destes pontos
¢ igual ao numero de distribuicoes de 7 objectos iguais por trés caixas:

., 9 9x8

3. Sejam X, ={(2,y,2) EN?* : z4+y+z=n} e
Bn:{(x,y,z)ENS cr4+y+z=n e x,y, ou zZn—l}
o complementar de A,, em X,,. Entao

|An| = ‘Xn| - ’Bn| = D:? - 3D:§ =
= O3 3x3=CFl 9= (nt? 9=
(n+2)(n+1)
2

= Oyt —9= —-9.

Para n = 4 temos

Ay ={(2,2,0),(2,0,2),(0,2,2),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)} .

4. O numero total de caminhos de (0,0,0) para (2,2,2) é

24+242) 6!
&:—:6x5x3:90.

N =
212121 8

Os nimeros de caminhos de (0,0,0) para (2,2,2) passando por cada um dos
seis pontos de Ay sdo:



passando por  n° de caminhos

4 9l
(2,2,0) 512101 010121 0
4 9l
(2,0,2) 510121 012101 0
4 9l
(0,2,2) 012121 2roror ~ ©
4 9l
(2,1,1) snnonn - 2t
41 9
(1,2,1) o o - 2
4 9l
(1,1,2) T o - 2

O numero total destes caminhos ¢é igual a 3 x 6 + 3 x 24 = 90. Logo a sua
proporgao no conjunto referido é 90/90 = 1.

Alternativamente, qualquer caminho de (0,0,0) para (2,2,2) passa por um
ponto (z,y,2z) € N*> com = +y + z = 4. Como o caminho termina em (2,2,2)
as trés coordenadas de (x,y, z) sdo menores ou iguais a 2. Logo todo o caminho
de (0,0,0) para (2,2,2) passa por um ponto (z,y,2) € As. Assim a proporcao
pedida ¢ igual a 1.



