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Introducao

A Topologia Diferencial é uma disciplina matematica que relaciona os invariantes
topolégicos dum objecto geométrico (variedade, fungao, campo, etc) com as
propriedades globais da sua estrutura diferenciavel.

Eis alguns exemplos tipicos de teoremas da Topologia Diferencial:

» O Teorema de Gauss-Bonnet (1848): Dada uma superficie Riemanniana
fechada (compacta e sem bordo), seja K : X — R a sua curvatura Gaussiana,
e xX(X) a caracteristica de Euler-Poincaré de X. O Teorema Gauss-Bonnet
estabelece a igualdade

27 x(X) = /X K dA

que relaciona o invariante topoldgico x(X ) com a curvatura total da superficie,
que é uma propriedade global da estrutura diferencidvel e Riemanniana de
X.

= Teorema de Poincaré-Hopf (1926): Seja X uma variedade compacta
e sem bordo e £ um campo de vectores tangente a X com todas as suas
singularidades isoladas. O indice Ind,(§) duma singularidade isolada &(z) =
0 do campo & mede a complexidade de £ numa vizinhanga de x. O Teorema
de Poincaré-Hopf estabelece a igualdade

X(X)= ) Ind.(€)

z€£=1(0)

que relaciona o invariante topoldgico x(X) com a totalidade das singularidades
do campo &, ou seja, liga a topologia de X a uma propriedade global do
campo diferenciavel &.

» A Teoria de Morse foi desenvolvida por Marston Morse nos anos 30’
do século XX. Seja f uma funcao suave, e X uma variedade compacta e sem
bordo. Supondo que todos os pontos criticos de f sao nao degenerados, um
dos corolarios da Teoria de Morse é a seguinte igualdade

onde ¢k (f) designa o nimero de pontos criticos com indice k£ da funcao f.
O indice dum ponto critico p € X é a maior dimensao duma sub-variedade
S C X tal que o ponto p € S seja um méaximo local da funcao f|g. Assim,
a Teoria de Morse conecta a topologia de X a contagem dos pontos criticos
de f, uma propriedade global da funcao f.

» A Teoria do Grau foi desenvolvida por L. J. Brouwer no inicio do
século passado para mapas suaves entre variedades compactas e orientadas
da mesma dimensao. O grau de um mapa f: X — Y é um ntmero inteiro
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deg(f) € Z que mede o nimero de vezes que a imagem de f varre a variedade
Y. Esta relacao exprime-se através da formula de integragao

/X det(Df;) dx = deg(f) vol(Y)

onde vol(Y') representa o volume Riemanniano de Y e o integral a esquerda
se refere ao volume Riemanniano em X. A Teoria do Grau estabelece que
para todo o valor regular y de f se tem

deg(f)= > sen(Df)

zef~y)

onde sgn(Df,) = £1 consoante a derivada Df,: T, X — Ty()Y preserva
ou inverte a orientacao. Esta teoria estabelece uma relacao entre o grau
deg(f), que é um invariante topolégico de f e a contagem das pré-imagens
de um qualquer valor regular de f, uma propriedade global da estrutura
diferenciavel do mapa f.

Este texto foi redigido ao longo de varios anos a leccionar uma disciplina
de introducao a Topologia Diferencial com programas construidos em torno
dos seguintes topicos fundamentais:

(a) Teoria da Transversalidade,
(b) Teoria de Morse,

(¢) Teoria do Grau de Brouwer.

Os capitulos 1, 2, 3, 4, 6, 7 e 8 contém os pré-requisitos técnicos nao
assumidos mas necessdrios & elaboragao das teorias (a)-(c). A lista destes
topicos prévios inclui as variedades, com e sem bordo, a classificacao local de
mapas e campos, orientagoes e orientabilidade e os conceitos de homotopia e
de homologia. Os capitulos 11 (Teorema de Poincaré-Hopf), 12 (Teorema de
Jordan-Brouwer) e 13 (Teorema de Gauss-Bonnet) sao aplicagoes directas
da Teoria do Grau.

Para simplificar a exposi¢ao assumimos que os objectos considerados sao
suaves, i.e., de classe C*°. Nao obstante todos os resultados apresentados,
com a excepcao 6bvia do Teorema de Sard, valem indistintamente para
qualquer regularidade C* com k& > 1 (ou k > 2 no contexto da Teoria de
Morse) incluindo o caso analitico k = w. Para isso nao usamos a técnica das
particoes da unidade, que nao funciona adequadamente no caso analitico. A
falta desta técnica de globalizacao é compensada pelo Teorema da Vizinhan-
ca Tubular para variedades em ambiente Euclideano. Todas as proposigoes
deste texto podem por isso ser facilmente adaptadas & categoria analitica.

Os resultados genéricos da Teoria da Transversalidade, como o Teorema
da Transversalidade de René Thom, podem ser formulados de duas maneiras
possiveis:
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(a) A primeira alternativa envolve a consideragao de espagos funcionais
€ (de fungdes, mapas, campos, etc), tipicamente de dimensao infinita.
Uma propriedade como a transversalidade diz-se genérica se o subconjunto
dos objectos f € € com essa propriedade for topologicamente grande,
por exemplo um aberto denso ou, mais geralmente, um espacgo de Baire
(22 categoria).

(b) a segunda opgao usa o conceito de prevaléncia proposto em [8]. Uma
propriedade nos objectos dum espaco linear & diz-se prevalente se
existir um subespago ¥ C & de dimensao finita (dito o espago de
testes) tal que para todo f € € o objecto f + v satisfaz a propriedade
em causa para quase todo v € F. O conceito de propriedade prevalente
traduz de modo preciso a ideia pouco rigorosa de que ‘quase todos’ os
objectos f € & satisfazem essa propriedade.

Estes dois conceitos sao logicamente independentes, apesar de em muitos
contextos o conceito de prevaléncia ser mais forte e mais relevante. O
conceito de prevaléncia tem ainda a vantagem de nao precisar duma topologia
no espaco de dimensao infinita €. No sentido de ganhar algum tempo,
evitando a introducgao dos espacos funcionais apropriados, todos os resultados
de genéricos deste texto foram formulados usando (implicitamente) o conceito
de prevaléncia.

O principal objectivo deste texto é explicar um conjunto de técnicas e
ferramentas da Topologia Diferencial que sdo tuteis para resolver intmeros
problemas de outras dreas, como a Geometria, a Anélise, a Teoria das
Probabilidades, ou os Sistemas Dinamicos. Os contetidos leccionados estabelecem
pontes com outras teorias, sendo nosso propdésito estimular a curiosidade do
leitor em aprofundéa-las. Os apéndices procuram facilitar essas ligacoes.

Pré-requisitos

Sao recomendaveis uma boa formacao nas disciplinas de Algebra Linear, e
de Célculo ou Anélise em R”, familiaridade com os conceitos de Topologia
Geral e de Geometria Diferencial em R? e R3, um pouco de Teoria da Medida
(em particular Teoria do Intgeral de Lebesgue em R™) e por fim umas nogoes
basicas de Andlise Funcional.
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Chapter 1

Variedades

Os objectos de estudo da Topologia Diferencial sao as variedades e as apli-
cagoes suaves, onde suave significa de classe C°°. Uma variedade é um
subconjunto dum espaco euclideano R™ que é localmente difeomorfo a outro
espaco euclideano R* de dimensdo k < n. Implicito a esta definicdo estéd o
seguinte condeito: chamamos difeomorfismo a um mapa suave entre variedades
que seja bijectivo e cujo mapa inverso seja também suave. Usaremos o termo
mapa como sinénimo de aplicagdo entre variedades.

1.1 Aplicacoes suaves e variedades

Sejam X C R™ um conjunto arbitrario, U C R™ um conjunto aberto, e
f X — R™ uma aplicagao.

Definicao 1.1.1. Uma extensdo suave de]f € uma aplicacdo f: U—R™ de
classe C* definida num aberto U tal que f(x) = f(x) para todo x € UN X.

Definicao 1.1.2. Dados X C R"™ e Y C R™, dizemos que uma aplicacdo
f: X =Y ésuave se para cadap € X existirem um aberto U C R"™ contendo
p e uma extensdo suave da restri¢io f|xny ao aberto U.

A composicao de aplicactes suaves é suave porque as funcoes de classe
C*> gozam desta mesma propriedade (Exercicio 1.3).

Definicao 1.1.3. Quando f: X — Y ¢ suave, bijectiva, e f71:Y — X €
também suave, dizemos que f é um difeomorfismo. Dois conjuntos X C R"
e Y CR™ dizem-se difeomorfos se existir um difeomorfismo f : X —Y
entre X e Y. Escrevemos X ~Y para dizer que X € difeomorfo a'Y .

Para enfatizar a diferenca com o conceito local introduzido a seguir
diremos com o mesmo sentido que os conjuntos X e Y sao globalmente
difeomorfos. A relagdo “ser difeomorfo a” é uma relagdo de equivaléncia
porque a composicao de difeomorfismos é um difeomorfismo.
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Sejam p € X CR" e g € Y C R™. Vamos escrever ¢ : (X,p) — (Y,q)
para significar que ¢ ¢ um mapa suave definido numa vizinhanca aberta X’
de p em X tal que ¢p(X') CY e ¢(p) =q.

Definicao 1.1.4. Um mapa ¢ : X — Y diz-se um difeomorfismo local em
p € X se existirem vizinhancas abertas U de p em R, e V de q = f(p)
em R™ tais que ¢ : X NU — Y NV seja um difeomorfismo. FEscrevemos
¢:(X,p)~(Y,q) para enfatizar que ¢ € um difeomorfismo local em p.

Se o mapa ¢ for um difeomorfismo local em todos os pontos p € X
diremos simplesmente que ¢ : X — Y € um difeomorfismo local.

Defini¢ao 1.1.5. Dizemos que (X,p) € localmente difeomorfo a (Y,q) se
existir um difeomorfismo local ¢ : (X,p) ~ (Y,q). Finalmente, escrevemos
(X,p)~(Y,q) para significar que (X,p) e (Y,q) sao localmente difeomorfos.

A composigao de difeomorfismos (locais) é um difeomorfismo (local).
Logo, a relacao “ser localmente difeomorfo a” é uma relagao de equivaléncia
entre os pares (X,p) com p € X CR"™

Chama-se variedade a um conjunto localmente difeomorfo a um espago
euclideano. Mais precisamente:

Definigao 1.1.6. Um conjunto X C R" diz-se uma variedade se para cada
p € X existir um difeomorfismo local ¢:(X,p)~(R¥ 0) para algum k € N.

Sejam X uma variedade, V um aberto de X, e U um aberto dum espago
euclideano R*. Os difeomorfismos ¢: V' — U dizem-se cartas de X. Os
difeomorfismos no sentido inverso, ¢: U — V, dizem-se parametrizag¢oes
de X. Chama-se atlas duma variedade X a uma familia de cartas de X,
{¢i : Vi = Ui}ier, cujos dominios cubram X, i.e., X C (U Vi

Sejam X e Y duas variedades e f: X — Y um mapa suave.

Definigao 1.1.7. Dados ¢: (R*,0)~ (X, p) ev: (R™,0)~ (Y, q) parametrizacoes
locais,

f=vtofoo: (R¥ 0)— (R™0)
diz-se o representante local de f nas parametrizagoes ¢ e 1.

A definicao de f implica a comutatividade do seguinte diagrama.

X.p) L (Vg
0| K

(R*.0) i> (R™,0)
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Figure 1.1: Carta e parametrizagdo de uma variedade

Proposicao 1.1.1. Se X é uma variedade e p € X entao existe um tnico
inteiro k& = k(X,p) € N tal que (X,p)~ (R* 0). A aplicacdo z — k(X,x)
¢é localmente constante. Se X ¢é conexa entao esta aplicacao tem um valor
constante.

Proof. Por defini¢ao de variedade, se p € X existe um difeomorfismo local
¢:(X,p)~(R¥,0). Havendo outro difeomorfismo local 1 : (X, p) ~ (R¥,0),
tem-se 1 o 11 (R¥,0)~ (R¥,0), o que implica que D(¢po ¢~ 1)g : R¥ — RF
seja um isomorfismo entre espacos vectoriais. Logo k = k'.

Se ¢: (X, p)~(R¥,0) é um difeomorfismo local entdo o mesmo se verifica
com ¢: (X, r)~ (R¥ ¢(x)) ~ (R¥,0), para todo z suficientemente préximo
de p, o que mostra que x — k(X,x) é uma funcdo localmente constante em
X. O

Definigao 1.1.8. Seja X wma variedade. O unico inteiro k € N tal que
(X,p) ~ (R*,0) diz-se a dimensdo local de X em p e denota-se por k =
dim(X,p). O wvalor constante da dimensdo local dim(X,x) (por exemplo se
X for conexa) diz-se a dimensao de X, e denota-se por dim(X).

Usa-se a notacao X" para explicitar a dimensao n de uma variedade X.
Exemplo 1.1.1. Qualquer aberto de R™ é localmente difeomorfo a (R™,0),

pelo que € uma variedade de dimensao n.

Exemplo 1.1.2. Qualquer conjunto finito é uma variedade de dimensdo 0.



4 CHAPTER 1. VARIEDADES

Figure 1.2: Representante local de um mapa em cartas

Exemplo 1.1.3. Como sequndo exemplo de variedade consideremos o grafico
Gp={(z,y) Rz e U, y=f(2)}

de uma fungdo suave f : U — R definida num aberto U C R™. O grdfico Gy
¢ globalmente difeomorfo ao dominio aberto U pelo que Gy € também uma
variedade de dimensdo n (Ezercicio 1.10).

Seja X C R™ uma variedade.

Definigao 1.1.9. Um vector v € R™ diz-se tangente a (X, p), ou tangente
a X no ponto p, se v for o vector velocidade v = o/(0) de uma curva local
suave a : (R,0) — (X,p). Denotamos por T,X o conjunto de todos os
vectores tangentes a (X, p).

Proposicao 1.1.2. Se X C R" é uma variedade com dim(X') = k entao T, X
é um sub-espaco vectorial de R™ com dimenséo k, para cada p € X. Além
disso T,X = D¢o(R*) para toda a parametrizacio local ¢: (R, 0)~ (X, p).

Proof. A imagem duma aplicacdo linear injectiva L: R¥ — R™ é um sub-
espaco vectorial de R™ com dimensao k. Assim sendo, basta-nos mostrar
que Dgg: RF — R™ ¢ injectiva e T,X = Deo(RF).

A parametrizacio local ¢ : (R*,0) ~ (X,p) admite uma inversa local
¢~ (X, p) ~ (RF,0). Denotemos por 1) uma extensdo local de ¢~! a um
aberto U C R™ que cubra o ponto p. Para todo x € R¥ numa vizinhanca
suficientemente pequena de 0 temos ¢(z) € X NU e

(Yo 9)(z) = 9(g(2) = ¢~ (6(z)) = =.
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R

.
0
Figure 1.3: Vector tangente a uma variedade

Derivando obtemos
D’l/}p [¢) D¢0 = D"‘%(O) (¢] D¢0 = lde

o que implica a injectividade da aplicacdo linear D¢g: RF — R™.
Dado v € D¢y (RF) existe u € R tal que v = D¢g(u). Definido a curva
suave a(t) := ¢(tu), temos a: (R,0) — (X, p) e pela regra da cadeia usual

v = Dg¢o(u) = o/(0) € T, X.

Isto prova que D¢o(RF) C T, X.

Reciprocamente, dado v € T,X seja a: (R,0) — (X,p) uma curva
suave tal que v = o/(0). Usando a inversa local ¢ da parametrizacao
¢ : (R* 0) ~ (X,p) podemos definir a curva suave v: (R,0) — (R¥,0),
~v(t) :=(a(t)). A suavidade de 7 resulta da composicao de fungoes suaves
ser suave (Exercicio 1.3). Por defini¢ao de 7 temos a(t) = ¢(v(t)) para todo
t suficientemente préximo de 0. Logo, derivando esta relagdo em ¢t = 0

v = d/(0) = Dpoy/(0) € Dgo(RF)
o que prova a inclusio contraria, T, X C Dg¢g(RF). O

Proposigao 1.1.3. Sejam f : (X, z) — (Y, y) um mapa suave entre variedades
XCR'eY CR"e f:U — R™ uma extensao suave de f a um aberto
U C R"” com z € U. Dada uma curva local suave « : (R,0) — (X, ),

D fza'(0) = (f 0 a)'(0).
Proof. Para t € R préximo de 0, temos a(t) € X NU, pelo que
(foa)(t) = fla(t) = fla(t) = (foa)(®).
Logo, pela regra da cadeia usual, (f o a)(0) = Df,o/(0). O
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Coroldrio 1.1.1. Dada f : (X, z) — (Y, y) suave existe uma tnica aplicagao
linear L : T, X — T,Y tal que:

(a) La’(0) = (f o «)'(0) para toda curva local suave a: (R,0) — (X, x).

(b) Lv = Df,v para todo o vector v € T,X e toda a extensio suave
f:U—=R™de f aum aberto U C R"” com z € U.

Proof. Sejam f e f duas extensoes suaves de f ao aberto U C R™ contendo
o ponto x. Consideremos ainda um vector tangente v € T, X e uma curva
suave a: (R,0) — (X, z) tal que v = o/(0). Pela Proposicao 1.1.3,

Df(v) = (f o )(0) = Dfu(v). (1.1)

Logo podemos definir L: T, X — R" como a restricao a T, X de qualquer
das extensoes locais suaves da funcao f a uma vizinhanca aberta de x. Da
relagao (1.1) temos L(v) = L(a/(0)) = (foa)'(0) € T,)Y, pelo que a aplicagao
L toma valores em T,Y . O

Definigao 1.1.10. A dnica aplicacao linear do coroldrio anterior denota-se
por Df, : T, X — T,Y e diz-se a derivada de f no ponto x.

Da definigao acima e da regra da cadeia usual (para fungoes diferencidveis
em abertos) resulta facilmente a seguinte regra da cadeia para fungoes suaves
entre variedades (Exercicio 1.7).

Proposigao 1.1.4. Dados f : (X,p) = (Y,q) e g : (Y,q) — (Z,r), mapas
suaves entre variedades D(go f), = Dgq o Df,.

Seja f : (X,p) — (Y, q) uma aplicacio suave entre variedades X* e Y™
e ¢:(R* 0)~(X,p) e :(R™, 0)~(Y,q) duas parametrizacoes locais. Seja
f =1~ !o fo¢ o representante local de f nas parametrizacoes ¢ e 1. Segue
da regra da cadeia que o seguinte diagrama comuta

n,x 2 o1y
Déo | [ Dwo
rRE 2N gm

Dizemos que D fy é o representante local da derivada D Jp: Ty X = Typ)Y
nas parametrizagoes ¢ e .

Dada uma variedade X C R", definimos o fibrado tangente
TX ={(z,v) eR"xR":z€eX evel,X}.
Dado um mapa suave f : X — Y definimos o mapa tangente

Tf:TX - TY, Tf(x,v)=(f(x), Dfs(v)) .
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|Rn ”1" T

Figure 1.4: Representante local da derivada.

Da regra da cadeia inferimos o seguinte comportamento functorial do
mapa tangente.

Proposicao 1.1.5. Dados f: X —» Y e g : Y — Z mapas suaves temos
T(go f) =TgoTf. Em particular f é um difeomorfismo sse T'f é um
difeomorfismo.

Desta proposigao resulta que o fibrado tangente T'X é uma variedade
com o dobro da dimensao de X (Exercicio 1.12).

1.2 Teorema da funcao implicita

O Teorema da funcao implicita da-nos uma condicao local suficiente para
que um conjunto definido por um sistema de equagoes nao lineares

X={x=(z1,...,2p) €R": fi(x)=0;, Vi=1,...,k}

seja localmente o grafico de uma funcao suave. Vamos usé-lo como uma
ferramenta analitica para justificar que conjuntos deste tipo sao variedades.

Dizemos que um subconjunto X do espaco euclideano R” é o grafico de
uma funcao quando a relagao

(X1,...,xp) € X

define implicitamente algumas das variaveis z; em funcao das restantes. Para
precisar este conceito introduzimos alguma notacao. Dado um conjunto de
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indices I = {i1,...,ix}, onde 1 < i3 < ... < i < n, e dado um vector
r = (z1,...,2,) € R", designamos por z; = (z;,,...,2;) € R* o vector
com as componentes associadas a indices em I, e por I¢ o complementar de
Iem{l,...,n}.

Definicao 1.2.1. Um conjunto X C R" diz-se o grdfico de uma fungdo
suave do tipo I C {1,...,n} se existir um aberto U C R % com k= |I|, e
uma funcio ¢: U — RF de classe C™ tal que

X=A{(x1,...,2p) ER" : xpc €U e x5 = (1)}

Proposicao 1.2.1. Se X é o grafico duma funcao suave de tipo I com
|I| = k e dominio aberto em R" % entdo X é uma variedade de dimensdo
n—k.

Proof. Seja X = {(x1,...,2,) € R": xje € U e x5 = @(x1c)} o gréfico de
tipo I da funcdo suave p: U C R** — R¥. A aplicacdo linear ®: R" —
R x R¥, ®(z) := (x7c,27) é um isomorfismo. Definindo f : U — X,
f(z) = d Yz, 0(x)), e g: R* = R" g(x) := e, tem-se

foglx =idx e g|xof=idy.

Logo f: U — X é um difeomorfismo global do aberto U C R™* sobre X, o
que prova que X é uma variedade de dimensao n — k. ]

Dada uma matriz A de dimensdo m x n, e um conjunto de indices I C
{1,...,n} com |I| = k, designamos por A; a matriz m x k formada pelas k
colunas da matriz A com indices em I. Com esta notacao, dada uma matriz
A com dimensao m x n, é vilida a seguinte relagao para todo o x € R",

Arx=Arxr+ Apexye .

Por exemplo, se I = {1,3} e A= [ (1) 2 }, entdo a decomposicao

2
acima reduz-se a

11 2] ] 11 2] [m [
01 2 20710 2| | a3 1|2
—_— | T3 ——— ——
A A Age
Em qualquer matriz A de dimensao k x n o niimero maximo de linhas

linearmente independentes € igual ao niimero méximo de colunas linearmente
independentes. Este niumero diz-se a caracteristica da matriz A, e é denotado
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por rank(A). E claro que rank(A4) < min{k,n}. Uma matriz, quadrada ou
rectangular, diz-se singular se rank(A) < min{k,n}. Caso contrério, se
rank(A) = min{k,n}, A diz-se ndo singular. Uma matriz quadrada A, de
dimensao n x n, é nao singular se e somente se rank(A) = n, o que equivale a
dizer que det(A) # 0. Qualquer sistema de k < n equagdes em n incognitas
pode escrever-se na forma A x = b para certas matrizes A e b, A de dimensao
k xn, e b de dimensao k x 1. Eliminando as equacoes redundantes podemos
sempre supor que todas as equagoes sao linearmente independentes. Isto
equivale a dizer que rank(A) = k, ou seja que a matriz A é nao singular.

Proposigao 1.2.2. Seja A uma matriz de dimensao k x n, com rank(A) =
k < n. Entao o sub-espago afim X = {z € R": Az = b} é o gréfico
duma fungao afim de tipo I, para algum conjunto de indices I C {1,...,n}
com |I| = k. Além disso, X é o grafico de uma fungao afim de tipo I sse
det(Ar) # 0.

Proof. Como rank(A) = k, existem k colunas linearmente independentes,
ou seja existe um conjunto I C {1,...,n}, com |I| = k, tal que det(Ar) # 0.
Como

Ax=1b <~ A[.%'[‘FA[CCL‘]c:b
= Arxr = —Arexre +b
& Ty = (A[)_l (—Afexre +0),

X é o grafico da fungao afim de tipo I, ¢(z) := (A7)~  (—Aez +b). O

Por exemplo, o sub-espaco afim definido pelo sistema de equacoes

{x1+x2+2x3:0 - [1 1 2] 71 :[0}

To 4+ 213 =1 01 2 T2 1
3

- . 1 2
é o grafico duma fungao afim de tipo {1,3}, porque 0 2 ’ =2 # 0, mas
~ . 2
nao de tipo {2,3}, porque 1 o9 ‘ =0.

Dada uma matriz A de dimenséao kxn, e um vector b € R¥, consideremos
o sub-espago afim S = {z € R" : Ax = b}. Fixemos um conjunto de
indices I C {1,...,n} com |I| = k. A submatriz quadrada A; (formada
pelas colunas de A com indices em I) é invertivel sse o sub-espago S é o
grafico duma funcio afim ¢ : R"7% — R* de tipo I. Quando det(A) # 0, a
funcdo ¢ vem dada explicitamente por ¢(z) := (A7)~ (b — Afe zge).
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No paragrafo seguinte descrevemos o significado geométrico da condigao
det(Ar) # 0, vertido também no Exercicio 1.21.

Consideremos a decomposicio em soma directa R” = R! @ R, onde
Rl = {r € R*:2;, =0 sei ¢ I}, e onde RI" := {2 € R": 2, =
0 se i € I}. Vamos convencionar chamar verticais as direccdes em R,
e horizontais as direccoes em RI°. Observemos que S é o grafico duma
funcao do tipo I sse o sub-espago S se projecta na vertical (paralelamente
a RT) isomorficamente sobre o sub-espaco das direcgdes horizontais R!®.
Seja agora S o espaco das direccdes ortogonais a S. O nicleo da matriz A,
denotado por Nuc(A), é um sub-espago linear paralelo ao sub-espago afim
S. Ambos estes sub-espacos partilham o mesmo complemento ortogonal S,
que é gerado pelas linhas da matriz A. As linhas da submatriz A; sdo as
projeccdes horizontais sobre R! das linhas da matriz A. Como as linhas
de A geram S, as linhas de A; geram a projeccao horizontal de S+ sobre
R!. Usando as complementaridade entre S e S+, respectivamente entre R!
e R, vemos que S se projecta vertical e isomorficamente sobre RI® sse S+
se projecta horizontal e isomorficamente sobre RY. Ambas estas condicoes
sao equivalentes a desigualdade det(Ay) # 0.

l?
R = R"*

st= espace das
linhas de A

8={ xeR": Ax=b}

Figure 1.5: Subespaco afim visto como um gréafico do tipo I

Teorema 1.2.1 (Teorema da Funcao Implicita). Dados, uma funcdo suave
f : D — RF num dominio D C R™ aberto, um conjunto de indices I C
{1,...,n} com |I| =k, e um ponto p € D, tais que

(a) f(p) =9,
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o conjunto X = {z € D: f(z) = b} é, numa vizinhanga de p, o gréfico de
uma funcao suave do tipo I. Mais precisamente, existem abertos V C R" e
W C R" %, e uma funcio suave ¢ : W — R* tais que

XNV={zeR": zre €W e z1=p(xr)}.

espaco das

linhas de 9 )]

X

-

R =R

fix)=b

3
RI=Rf gg (p)+0

Figure 1.6: Fungao definida implicitamente pela equagao f(z) =b

Proof. Sem perda de generalidade supomos que I¢ = {1,...,n —k}, [ =
{n —k+1,...,n} e identificamos R" = R"* x R¥. Vamos denotar os
elementos de R™ como pares ordenados (z,%), onde z € R*™* = R ¢
y € RF = RI.
SeJa p=(z
A= *(ifoyyo) =

xo,Y0) € D um ponto tal que f(xo,y0) = b e a matriz
88—( ) é invertivel. Definindo a aplicacdo g: D — R¥,

g(x,y) =y — A" (f(z,y) —b)

resulta claro que
fley) =b < glzy) =y (1.2)

Assim, um ponto (z,y) € D é solucao da equagao f(z,y) = b sse y for um
ponto fixo do mapa g(z,-): y — g(x,y). Por construgao o mapa g(z, ) tem
derivada nula no ponto ¥g.

0 0
KZ(xo,yo) =7— A1 é;(wo,yo) =I-A1tA=0.

Seja V' = Dy (x¢)x Dy (yo) onde D, (xq) e D, (yp) representam discos fechados
respectivamente centrados em g e yg e com raios r’ > 0 e r > 0. Tomando
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r’ e r suficientemente pequeno podemos supor que para todo (z,y) € V,
Hg—g(x, y)|| < 1/2. Pelo Teorema do valor médio segue que

1
lg(z,y) — g(z, v )| < = ly =¥

quaisquer que sejam x € D, (zg) e y,y € D,(yo). Em particular, para todo
x € D,(xg), o mapa g(z,-) é uma contraccao Lipschitz com constante de
Lipschitz k = 3.

Mantendo r fixo e diminuindo 7/, por continuidade ||g(z,v0) — voll < &
para todo o z € D,/(xp). Através duma desigualdade triangular apropriada
vemos que cada mapa ¢(z,), com x € D,(xp), deixa invariante o disco
D, (yo). Logo, pelo Teorema do ponto fixo de Banach (c.f. [12, Proposigao
23]) para cada = € D,/(xg), o mapa g(x,-) admite um tnico ponto fixo
o(x) € Dr(yo). Segue entao de (1.2) que f(z,p(z)) = b, para x € D,/(xp).

Vejamos agora a continuidade da aplicacdo ¢: D,/ (x¢) — D, (yo). Pelo
Teorema do valor médio tem-se

le(z) = @)l = llg(z, o(x)) — g(2’, o))
< llg(z, ¢(x)) — g(a’, (= ))II +lg(a’, o(x)) — g2, ()]

dg
<mVaXH*IIIIx—fEII+ lo(z) = ()]

donde resulta que ¢ é Lipschitz continua

Jg
— )| < = — 2.
lp(z) = (@)l < 2 max || 5| fla — '

Se 1’ > 0 for suficientemente pequeno, segue da hipdtese que para cada
a € Dy(zg) o mapa D,(yo) 2 y — f(a,y) é um difeomorfismo sobre a sua
imagem. Para vermos que ¢ é diferenciavel em D,/ (x¢) mostramos primeiro
que a aplicacdo h: Dy (x9) — RF, h(z) := f(a,¢(x)), é diferencidvel num
ponto a € D,/(xg). Consideremos entao

Ap(z) :== —h(z) + h(a) — a—(a, o(a)) (x — a).

Iremos mostrar que
i Ar@)
im ————

v=a ||z — all

=0 (1.3)

justificando assim a diferenciabilidade de h no ponto a. Pelo Teorema
fundamental do Célculo temos

An(z) = fla,p(a)) = fla, p(2)) - gﬁ(a, p(a)) (x —a)
= [z, ¢(x)) = fla,p(2)) = gi(a, p(a)) (x —a)

_/O [gi(a—i-t(l’—a) o(z)) — 89:( a,0(a))| (z — a)dt
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Usando a continuidade de ¢ e de g—ﬁ o limite (1.3) é uma consequéncia desta
férmula integral para Ay (x).

Consideremos em seguida o erro na férmula de Taylor de primeira ordem
da fungao y — f(a,y) no ponto y = ¢(a),

Ap(y) == fla,y) = fla,p(a) = 7~(a, ¢(a)) (y — ¢(a)).
Como ¢ é Lipschitziana e f(a,-) é uma funcao diferencidvel temos

i 187 (@)]

v=a |z — al

—0. (1.4)

Das definicoes de A¢(p(x)) e Ap(x) obtemos

- 1-1
0@~ 9(@) = | L@, pl@)| (e o@) - So910) = Arlola))
_ o1 - h h A
— |G @el@)] )~ k@) - As(p(o)
- 1-1
~ [Savi@n] |-Gl @) - M) - Aslp(o)

() - ()

onde % = g—i(a,go(a)) e % = gjyc(a,go(a)). Logo os limites (1.3) e (1.4)

implicam a diferenciabilidade de ¢(z) em = = a com derivada

—1
se@=-(Gee@)  Fav) (15)

Finalmente, desta relacao obtemos que g—ﬁ é continua porque ¢ é continua.
Logo ¢ é de classe C'. Argumentando desta forma obtemos recursivamente
que ¢ é de classe C* para todo o inteiro k > 1. Logo, a funcao implicita ¢
¢ uma aplicagao suave. O

Vejamos o significado geométrico do Teorema da Funcgao Implicita.

Seja f : D C R® — RF uma funcdo suave, e consideremos o conjunto
solucdo do sistema de k equagbes nao lineares fi(z1,...,zy) = b, i =
1,...,k, em n incégnitas x1,...,x,. Designemo-lo por X = {z € D :
f(z) = b}. Dado um ponto p € X, o Teorema 1.2.1 dd-nos uma condi¢ao
local suficiente para que X seja, numa vizinhanca de p, o grafico de uma
fungao suave x; = @(zre) do tipo I. Essa condigao local corresponde ao
sub-espago afim tangente a X no ponto p ser (também ele) o grafico duma
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funcao afim ¢, : R"* — R¥ de tipo I. Comecemos por representar o sub-
espaco afim tangente a X em p como o conjunto solucao dum sistema de
equagoes lineares. Para isso linearizamos f em torno de p,

£(@) = F(0) + 22 0) (2~ p) + ollz — pl)

onde %(p) = [%(p)}ij representa a matriz Jacobiana com as derivadas

parciais de f no ponto p. S = {z € R": %(p) (x —p) = 0} é o maior
sub-espaco afim de R™ tangente a X em p (Exercicio 1.17). Seja agora

g—j](p) = {%(p)}l a submatriz quadrada de %(p), formada pelas colunas

da matriz Jacobiana correspondentes as derivadas em ordem a variaveis x;
com indice 7 € I. Pelas observagoes precedentes, S é o grafico duma funcao
afim ¢, : R"* — RF de tipo I sse det [%(p)} #£ 0. E precisamente
esta a hip6tese (b) do Teorema 1.2.1. As linhas da matriz Jacobiana, i.e., os
gradientes das componentes de f, geram o espaco normal 7, X L. A condicdo

det [%(p)} # 0 significa, portanto, que TpXJ- se projecta horizontal e

isomorficamente sobre o espaco vertical R!, ou, equivalentemente, que T,X

se projecta vertical e isomorficamente sobre o espaco horizontal R’* (Figura 1.6).
Derivando a funcao implicita A obtemos a seguinte relagdo entre as duas
funcoes implicitas h e ¢, (Exercicio 1.17),

op(xre) = pr + Dhy,(x1e — pre).

Coroléario 1.2.1. Sejam n > k, D C R™ um aberto, f : D — R* uma
aplicagao suave, e p € D tais que

(b) rank (5£(p)) = k.

Entdo o conjunto f~'(b) = {z € D : f(x) = b} no ponto p é localmente
difeomorfo a (R"7%,0), i.e., (f~1(b),p) =~ (R"*,0) .

Proof. Se a matriz Jacobiana %(p) tem caracteristica k, entao as k linhas

sao linearmente independentes, e ha pelo menos k das n colunas que sao
linearmente independentes também. Seja I C {1,...,n} o conjunto dos
indices de k colunas linearmente independentes. Entao a matriz é%(p) é
invertivel. Pelo Teorema 1.2.1, X coincide, numa vizinhanga de p, com o
grafico duma fun¢ao suave com n—k argumentos, o que mostra que (X, p) ~

(R™=* 0). O
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Dada uma aplicagao linear L : ' — F' entre espagos lineares de dimensao
finita F e F, chama-se caracteristica de L a caracteristica comum das
matrizes que representam L em bases fixadas nos espagos F e F'. A caracteristica
de L serd designada por rank(L). Em Algebra Linear prova-se o seguinte
resultado conhecido como o Teorema do homomorfismo (Figura 1.7)

Teorema 1.2.2. Seja L : E — F uma aplicagao linear. Entao L induz um
isomorfismo L : E/Nuc(L) ~ L(E). Em particular, se E e F' tiverem ambos
dimensao finita, entao

rank(L) = dim(L(F)) = dim(F/Nuc(L)) = dim(E) — dim(Nuc(L)) .

/ r

/
Nuc(L
4 ue(L)

Figure 1.7: Niveis de uma aplicacao linear

Seja f : X™ — Y* um mapa suave.

Definigao 1.2.2. Dizemos quep € X é um ponto critico de f serank(Df,) <
min{n, k}. Caso contrdrio, p diz-se um ponto regular de f.

Definicao 1.2.3. Um elemento ¢ € Y diz-se um valor critico de f se o
conjunto de nivel f~(c) = {p € X : f(p) = ¢} contiver algum ponto
critico. Caso contrdrio, ¢ diz-se um valor reqular de f.

Sempre que f~1(c) = (), entdo ¢ é automaticamente um valor regular.
Numa funcdo constante, f(z) = ¢, todos os pontos sao criticos, porque
Df; = 0. No entanto neste caso ¢ é o tinico valor critico.

Teorema 1.2.3 (Niveis regulares). Seja f : X — Y um mapa suave entre
variedades X™ e Y* com dimensdes n = dim(X) > dim(Y) = k. Dado
qualquer valor regular y € Y de f, entdo f~!(y) = 0, ou f~'(y) é uma
variedade de dimensao n — k.
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Proof. Seja y € Y* um valor regular de f tal que f (y) # 0. Dado p €
f~(y), tomemos cartas locais ¢ : (X”,p) (R™,0) e (YF y) ~ (R¥0).
Consideremos o mapa f : (R™,0) — (R¥,0), f=1o f oL representante
de f nas cartas ¢ e ¢. 0 é um ponto regular de f porque p é um ponto
regular de f. Logo, rank(D fo) = k. Pelo corolario a seguir ao Teorema da
Funcao Implicita, obtemos (R"*,0) ~ (f~1(0),0) ~ (f~(y), p), provando
que f~!(y) é uma variedade de dimensdo n — k. O

1.3 Teorema da funcao inversa

Dado um difeomorfismo local f:(X",p)~(Y™,q) a derivada Df,: T, X" —
T,Y"™ é um isomorfismo. Reciprocamente, se f: (X",p) — (Y",q) é um
mapa suave tal que a derivada Df,: T,X" — T,Y" seja um isomorfismo
entao f é um difeomorfismo local. Este resultado nao trivial é habitualmente
conhecido como Teorema da Func¢do Inversa.

Teorema 1.3.1. Seja f : (X",p) — (Y™, q) um mapa suave tal que a
derivada Df, : T,X" — T,Y"™ é um isomorfismo. Entao existe U C X"
aberto tal que

peU,

(a)

(b) W = f(U) é aberto em Y™,
) flu: U — W é bijectiva,
)

a inversa (f|y)~!: W — U é suave.

Segue da regra da cadeia que a fun¢io g = (f|y)~! tem derivada Dg, =

(Dfp)~

Proof. Sendo este um resultado local podemos tomar parametrizacoes locais
de X™ em torno de p, e de Y em torno de ¢, de modo a reduzir a prova a
um representante do mapa f nestas parametrizagoes locais.

Suponhamos entao que f : (R”,0) — (R™,0) é um mapa suave, com
dominio aberto D C R™, tal que Dfy : R" — R” é um isomorfismo.
Designamos por %(0) a matriz Jacobiana de f na origem.

Para inverter a relagdo y = f(x) vamos usar o Teorema 1.2.1 aplicado a
equacao F(z,y) :=y— f(z) =0, onde F': D x R® — R" assim definida é
uma aplicagao suave. Como F'(0,0) =0— f(0) =0, e %—5(0, 0) = —%(O)
é uma matriz invertivel, pelo Teorema 1.2.1, o conjunto

M:{(l‘,y) : F(m,y):yff(x)ZO}
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é, numa vizinhanga de (0,0), o gréfico z = g(y) duma fungao suave g : W C
R™ — R™. Mais precisamente, existe um aberto V' C D x R” tal que

MOV ={(z,y) eR"XR" : yeW e z=g(y) } .

Seja U = {z € R" : (z, f(x)) € V}. U é aberto porque a aplicagao
x> (x, f(z)) é continua. Se x € U entao (z, f(x)) € M NV, o que implica
f(x) e Weg(f(x)) =z Logo, f(U)CWegof=idy. Sey € W entao
(9(y),y) € MNV, o que implica g(y) € U ey = f(g(y)). Logo, g(W) C U e
fog=1idw. Aplicando f a ambos os lados da inclusao g(W) C U obtemos

W= (fog)(W)=f(g(W)) C f(U) W,

o que prova a igualdade W = f(U). Logo, f é uma bijecgao entre U e W,
cuja inversa é (f|y)~! =g. O

1.4 Exercicios

Ex 1.1. Dados conjuntos X C Y C R", mostre que a restricao f|x : X —
R™ de uma aplicacdo suave f:Y — RF é uma aplicacido suave em X.

Ex 1.2. Veja que a suavidade duma aplicagao é um conceito local. Mais
precisamente, mostre que dada uma aplicacao f : X — R™, se para cada
p € X existir uma vizinhanga V' de p tal que flxny : X NV — R™ seja
suave entao f: X — R™ é suave.

Ex 1.3. Mostre que a composicao de aplicagoes suaves é suave. Mostre que
a composicao de difeomorfismos é um difeomorfismo.

Ex 1.4. Dadas variedades X C Y, seja ¢ : X — Y a aplicacao inclusao.
Dado p € X, como se relacionam 7,X e T,Y? Determine explicitamente
Di,.

Ex 1.5. Dadas variedades X C Y, uma aplicacdo suave f:Y — R* e dado
p € X, como se relacionam Df, e D(f|x)p?

Ex 1.6. Mostre quese f : X — X' e g:Y — Y’ sao aplicacoes suaves entao
fxg: XxY — X'xY’, definida por (f x g)(x,y) = (f(x),9(y)), é também
suave. Se f e g sao difeomorfismos, entao f x g é um difeomorfismo.

Ex 1.7. Prove a regra da cadeia para fungoes suaves entre variadades
(Proposicao 1.1.4).

Ex 1.8. Mostre que se X e Y sao variedades, entao o produto cartesiano
X XY é uma variedade. Qual é a dimensao do produto?
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Ex 1.9. Determine explicitamente o espaco tangente de uma variedade
produto T(, ,yX x Y, e a derivada do mapa produto D(f X g)(z4)-

Ex 1.10. Seja X uma variedade de dimensao k. Mostre que o grafico de
uma aplicacao suave f : X — R™,

Gr={(z,y) € X xR™ : y= f(x)},

é globalmente difeomorfo a X. Explicite as derivadas do difeomorfismo entre
GyeX.

Ex 1.11. Seja X C R™ uma variedade, e f € C*°(X,R). Mostre que existe
uma variedade X C R™! um difeomorfismo ¢ : X — X, e uma funcio
linear L : R — R tais que f = Lo ¢.

Sugestdo: Considere X como sendo o gréfico de f.

Ex 1.12. Mostre que se X é uma variedade de dimensao n, entao T X é
uma variedade de dimensao 2n.

Sugestao: Se ¢ : U C R® — X é uma parametrizagdo de X entao
T :UxR" - TX, Té(x,u) = (¢p(x), Dpy(u)), é uma parametrizacao de
TX.

Ex 1.13. Mostre que T(xyo)TX =T, X xT.X.
Sugestao: Dada uma parametrizacao ¢ : U C R" — X de X, considere a
parametrizacao T¢ : U x R" — TX, To(x,u) = (¢(x), Doy (u)) de TX.

Ex 1.14. Mostre que o fibrado tangente T'S! & circunferéncia S' = {(z,y) €
R? : 22 + y? = 1} é difeomérfica ao cilindro St x R.

Ex 1.15. Mostre que, se X é o grafico duma funcao suave, com dominio
aberto, de tipo I, onde |I| = k, entdao X é uma variedade de dimensao n — k.

Ex 1.16. Mostre que todo o sub-espaco afim X C R" de dimensao n—£k é o
grafico de uma funcao afim ¢ : R"* — R¥ de tipo I, para algum conjunto
de indices I C {1,...,n} com |I| = k.

Ex 1.17. Dados f: D — R” suave, p € D, I C {1,...,n} nas condigdes do
Teorema da Funcao Implicita: f(p) = b e det [%(p)] # 0, designando por

h a fungao definida implicitamente pela equagao f(z) = b numa vizinhanga
do ponto p, mostre que

T,f~'(b) = Nuc(Df,) = Gpp,,,

Os préximos dois exercicios referem-se aos seguintes conjuntos:

={(21,22) €ER? : 22 — 23 + 2329 =1}
71,72, 73) ER® 1 22 — 2+ 32003 =1}
Ty, 79,73) ER® 2 — 234+ a0=1, 21 + 22+ 23 =3}

71, 70,73, 74) ER* 1 22 422 —p3wy =1, 21 — 20+ w4 =1}

—_—~
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Ex 1.18. Em cada alinea veja se, localmente numa vizinhanca de p, o
conjunto dado é o grafico de uma funcao suave de tipo [

(a) A, p=(1,1), I={2}.
(b) A, p=(1,1), I={1}.
()

(d)
(e)
)
(g)
(h)
i) D, p=(1,1,1), I={1,2,3}.

—~

Ex 1.19. Verifique se sdo variedades os conjuntos anteriores A, B, C' e D,
determinando a suas dimensoes.

Ex 1.20. Mostre que X = { (z,9,2) € R? : 22 + 9% — 22 = 0} ndo é uma
variedade.

Ex 1.21. Sejam A uma matriz m X n. com m < n e caracteristica m. Sejam
S={zeR": Az =b}eSy={z€R": Az =0}. Dado um conjunto
I c{1,...,n}, com |I| = m, sejam 77 : R* = R! e mc : R — R as
projecgoes canodnicas. Prove que sao equivalentes:

(a) S é o gréfico duma funcao afim de tipo I,
) (m1¢)|sy : So — R 6 um isomorfismo,
) SoNR! = {0},
(d) Sy +R"=R",
) SENRC = {o},
) (W[)‘SOL : S — R! ¢ um isomorfismo,
(g) Ar é nao singular.
Sugestao: dimS = dim Sy = dimR" =n — m e dim SOL = dimR! = m.

Observe que o espago gerado pelas linhas de Ay é igual a TI'I(S(J]‘), sendo S’OL
o espaco gerado pelas linhas de A.
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Ex 1.22. Quais sdo os pontos de interseccao da recta perpendicular no
ponto p = (1,1,1) a X = {(2,y,2) € R® : 2?2 — 22+ 2yz = 1} com o
conjunto Y = { (z,y,2) € R3 : 22 +¢y? — 22 =3}7

Ex 1.23. Seja D C R” um dominio aberto e f: D — R* uma aplicacio
suave, com k < n, tal que X = f~1(b) # () sendo b € R¥ um valor regular
de f. Mostre que para cada (z,v) € TX,

(a) TpoX ={veR": Dfy(v) =0}
(b) T(:c,v)TX ={(u,w) € R>": Dfz(u) =0, D fo(w) +D2fx(u7 v) =0}

Sugestao: Mostre que (b,0) é um valor regular de Tf: D x R — R?* ¢
que TX = (Tf)~1(b,0).

Ex 1.24. Sejam X C R"” e Y C R* variedades e U um aberto de R™ tal
que X C U. Seja f: X — Y um mapa suave com uma extensao suave
f: U — RF. Mostre que para cada (u,w) € TomTX,

DT f) gy (s w) = ( Df(w), Dfslw) + D*folu,v) ).



Chapter 2

Mapas

Neste capitulo introduzimos algumas classes de mapas entre variedades,
como as submersoes, as imersdes e os mergulhos. Fazemos a classificagao
local dos mapas entre variedades em torno de pontos regulares.

2.1 Equivaléncia entre mapas

Introduzimos a seguir a relacao entre mapas, analoga a relacao “ser difeomorfo
a” entre variedades.

Definicao 2.1.1. Dois mapas suaves f : X — Y e f1 : X1 — Y1 dizem-se
equivalentes sse existir um par de difeomorfismos¢: X ~ X1 ep:Y ~ Y
tais que Yo f = fio¢. Por outras palavras, o sequinte diagrama € comutativo.

x Ly
0| |v
x, 5oy

Algumas observagoes, cujas verificacoes ficam ao cuidado do leitor:

(a) O difeomorfismo ¢ estabelece uma correspondéncia bijectiva entre os
pontos criticos de f e os pontos criticos de fi.

(b) O difeomorfismo 9 estabelece uma correspondéncia bijectiva entre os
valores criticos de f e os valores criticos de fi.

(c) Arelagao “ser equivalente a” entre mapas é uma relagao de equivaléncia.

Fixando duas variedades X e Y, o espago C°(X,Y) de todas as aplicagoes
suaves f : X — Y pode ser munido de uma topologia natural, habitualmente
chamada a topologia de Whitney. Um mapa f € C®(X,Y) diz-se estdvel
se for equivalente a todos os mapas proximos, nesta topologia. Os mapas
estéveis correspondem a classes de equivaléncia abertas. O mapa f: S! —

21
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R, f(z) := sin(2wx), é estdvel. Este mapa tem dois pontos criticos nao
degenerados, um méaximo e um minimo. A Figura 2.1 mostra além de f
um exemplo dum mapa g: S' — R, com ponto critico degenerado (de tipo
ctbico) que é instavel. O mapa g tem trés pontos criticos, mas perto de
g existem mapas com dois e quatro pontos criticos respectivamente. A
instabilidade de mapas é fenémeno associado a ocorréncia de singularidades,
i.e., de pontos criticos degenerados.

f:ST—=R g:ST =R

estdvel instavel

Figure 2.1: Um mapa estével f: S — R e um mapa instavel g: S! — R.

O conceito de equivaléncia pode ser localizado.

Defini¢ao 2.1.2. Os mapas f : (X,p) = (Y,q) e f1 : (X1,p1) = (Y1, q1)
dizem-se localmente equivalentes se existirem ¢ : (X,p) ~ (X1,p1) e
v (Y,q) ~ (Y1,q1) difeomorfismos locais tais que o f = fio¢. Por outras
palavras, o diagrama sequinte € comutativo.

X.p) L (Vg
0| |v
(X1,p1) ELN (Y1, q1)

Teorema 2.1.1 (Classificacao local de mapas em pontos regulares). Seja
p € X™ um ponto regular de um mapa suave f : (X", p) — (Y*,q). Entdo

(a) se n = k, f é localmente equivalente & identidade id : (R™,0) —
(R™,0).

(b) sen >k, f élocalmente equivalente a projeccao linear 7 : (R™,0) —
(R¥,0), m(zy1,...,2,) = (21,...,28).

(¢c) sen <k, f élocalmente equivalente a inclusao linear i : (R™,0) —
(R¥,0), i(x1,...,2,) = (x1,...,2,,0,...,0).
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Proof. Caso n = k. Tomem-se cartas locais ¢ : (X",p) ~ (R™",0) e ¢ :
(Y™, q) ~ (R",0). Seja f =10 fog¢g ! orepresentante de f nestas cartas.
Como p é regular, D fy é um isomorfismo. Pelo Teorema 1.3.1 f admite uma
inversa local g : (R™,0) — (R™,0). O seguinte diagrama comutativo

(X™p) L (¥

0| |v

®",0) L5 (& 0)

id | |9

®,0) % (®e,0)
mostra que f é localmente equivalente a identidade id : (R"™,0) — (R™,0).

Caso n > k. Tomem-se cartas locais ¢ : (X", p) ~ (R",0) e ¢ : (Y* q) ~
(R¥,0). Seja f =10 fop ! o representante de f nestas cartas. Como p
é regular, rank(D fo) = k. Isto significa que a matriz Jacobiana %(0) tem
as suas k linhas linearmente independentes, e, portanto, tem pelo menos
k colunas linearmente independentes. Sem perda de generalidade podemos

supor que isto acontece com as primeiras k colunas. Por outras palavras,
det (L(O)) # 0. Seja entao g : R — R™ o mapa

( .,$k)

g(z) = (f(a:l,...,xn),ajk+1,...,xn) )

Definindo 7 : R* — R*, n(x1,...,2,) = (z1,...,25), temos f =mog. O
mapa g tem matriz Jacobiana na origem

af of
ag( ) — O(z1...,xk) (0) ‘ O(Tkt1--%n) (0) ,
ox 0 ‘ 1

com determinante det (%(O)) = det (6(1,167%(00 # 0. Logo, g : (R",0) —

(R™,0) é um difeomorfismo local. Finalmente, o seguinte diagrama comutativo

(xmp) L (Y g)

o v

®"0) L (B 0)

a2 Jld

(R™,0) = (R* 0)

mostra que f é localmente equivalente & projeccao linear 7 : (R™,0) —
(R¥,0).
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Caso n < k. Tomem-se cartas locais ¢ : (X", p) ~ (R*,0) e ¢ : (Y*, q) ~
(R¥,0). Seja f = 1o fog¢g ! o representante de f nestas cartas. Como
p é regular, rank(Dfo) = n. Isto significa que a matriz Jacobiana %(O)
tem as suas n colunas linearmente independentes, e, portanto, tem pelo
menos n linhas linearmente independentes. Sem perda de generalidade

podemos supor que isto acontece com as primeiras n linhas. Por outras

palavras, det (M(O)) £ 0. Seja entdo g : R¥ — RF o mapa

O(x1....Tn

g(x) = f(z1,...,20) +(0,...,0,Zp41,...,2%). Definindo i : R — R,
i(z1,...,2n) = (z1,...,2,,0,...,0),

temos f = got. O mapa g tem matriz Jacobiana na origem

8(.f17"'7fn)
o s o [1

O(x1,0-5n)

com determinante det (%(0)) = det (M(O)> # 0. Logo, g : (R",0) —
(R™,0) é um difeomorfismo local.
Finalmente, o seguinte diagrama comutativo

(X"p) L (¥Eq)
0| |v
(R™,0) S, (R, 0)
idl lg‘l
(R™,0) —— (R*,0)

mostra que f é localmente equivalente & inclusdo linear i : (R™,0) — (R¥,0).

O]

2.2 Submersoes e imersoes
Definicao 2.2.1. Um mapa suave aplicacio f : X" — Y* diz-se:

(a) uma imersao se n <k e f ndo tem pontos criticos.

(b) wm difeomorfismo local se n =k e f ndo tem pontos criticos.

(¢) uma submersao se n >k e f ndao tem pontos criticos.
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Definigcao 2.2.2. Dada uma aplicagdo f: X — Y, f diz-se aberta se para
cada subconjunto aberto U C X, f(U) for aberto em Y .

Teorema 2.2.1. Seja f : X" — Y* n > k, uma submersdao. Entdo f é
uma aplicacéo aberta. Em particular, se X” é compacto e Y* conexo entéo
f é sobrejectiva.

Proof. Pelo teorema da classificagdo de mapas sem pontos regulares, numa
vizinhanca de cada ponto p € X, f é localmente equivalente a uma projecgao
linear 7 : R — R*. Como a projeccio m é uma aplicacdo aberta, o mapa
f € aberto numa vizinhanca de p. Logo, f é localmente um mapa aberto.
Tendo em conta a propriedade f({J;c; Vi) = U;er f(Vi), [ é globalmente um
mapa aberto.

Como f é aberta, o conjunto f(X™) é aberto em Y*. Mas como X" é
compacto, f(X™) é também compacto, o que implica que seja fechado em
Y*. Como Y* ¢ conexo, sendo f(X™) simultaneamente nio vazio, aberto e
fechado em Y*, tem-se f(X™) = Y*. Logo, f é sobrejectiva. O

Teorema 2.2.2. Seja f : X™ — Y™ um difeomorfismo local duma variedade
compacta X" noutra variedade conexa Y". Entao todas as pré-imagens
f~Y(y), com y € Y™, tém o mesmo niimero finito de elementos.

Proof. Exercicio 2.9. O

Teorema 2.2.3. Seja f : X" — Y* uma submersao duma variedade compacta
X" noutra variedade conexa Y*. Entdo todas as pré-imagens f~'(y), com
y € Y*, sao variedades de dimensdo n — k difeomorfas entre si.

Proof. Pelo teorema dos niveis regulares cada pré-imagem f~!(y) é uma
variedade de dimensdo n — k. Como Y* é conexa, basta agora mostrar que
para cada yo € Y* existe uma vizinhanca V de yo em Y* tal que para cada
y € V fl(y) é difeomorfa a f~!(yo). A demonstracio deste facto usa
Teoria de Morse (Exercicio 9.1). O

2.3 Mergulhos

Definigao 2.3.1. Um mapa suave f: X — 'Y diz-se um mergulho se
(a) for wuma imersdo, i.e., Dfy : Tu X — Tyy)Y for injectiva, Va € X,
(b) for injectiva, e

(c) ainversa f~1: f(X) — X for continua.

Proposicao 2.3.1. Dadas variedades X e Y, um mapa f: X — Y é um
mergulho sse f : X — f(X) é um difeomorfismo. Em particular, se
f: X — Y é um mergulho entao a imagem f(X) é uma variedade.
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Proof. Se f: X — f(X) é um difeomorfismo entao f : X — Y é obviamente
um mergulho.

Suponhamos que f : X — Y é um mergulho. Como f é injectiva e
f~! continua, f : X — f(X) é um homeomorfismo. Resta ver que f~! :
f(X) — X ésuave. Para isso vamos mostrar que f~! admite, localmente na
vizinhanga de cada ponto ¢ € f(X), uma extensao suave a uma vizinhanca
aberta de g em Y. Seja p € X tal que f(p) = ¢. Como p é um ponto regular,
pelo teorema da classificacao local de pontos regulares existem cartas locais
¢ (X,p) ~ (R™,0) et : (Y,q) ~ (R¥ 0) tais que, sendo i : R* — RF =
R™ x RF="_ a inclusdo linear definida por i(x) = (z,0), o diagrama seguinte
é comutativo:

(X.p) - (V)

0| |v

(R",0) — (R*,0)
A inversa da aplicacdo injectiva i : R” — RF extende-se naturalmente a
R* como a projeccdo linear m : R¥ — R", 7(z,y) = 2. Logo, definindo
g = ¢ tomor, temos que ¢ é uma aplicacdo suave definida numa vizinhanca
de g em Y tal que

gof=¢lomopof=¢ lomociop=¢ 'oidgno¢=idx,

o que mostra que f~! = g numa vizinhanca de ¢ em f(X), ou seja, que g é
uma extensao local suave de f~1. O

Um mergulho f: X — Y deve ser visto como uma forma de representar
a variedade X dentro da variedade Y. Um teorema cldssico de Hassler
Whitney diz que toda a variedade pode ser representada num ambiente
euclideano com o dobro da sua dimensao. Esta dimensao nao pode ser
melhorada. Por exemplo, toda a superficie pode ser representada em R*,
mas algumas superficies, como a Garrafa de Klein, ou o Plano Projectivo,
nao podem ser representadas em R3.

Teorema 2.3.1 (Whitney). Para toda a variedade X", de dimensao n,
existe um mergulho f : X" — R?",

Um segundo teorema de Whitney diz-nos que uma variedade de dimensao
n pode ser sempre mergulhada como subvariedade fechada em R?7*1,

Teorema 2.3.2 (Whitney). Dada uma variedade X" de dimensao n existe
um mergulho f: X — R?"*! tal que f(X) é fechado em R?"*1,

Proof. Ver [14, Teorema VI1.3.4]. O
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Figure 2.2: Imersao cuja imagem nao é uma variedade

A condigao de injectividade na definicao de mergulho é fundamental
para se garantir que a imagem seja uma variedade. A Figura 2.2 mostra um
exemplo duma imersio ndo injectiva f: S! — R2.

A 1ltima condicao na definicdo de mergulho é também crucial. Numa
imersao injectiva pode acontecer f : X — f(X) ndo ser um homeomorfismo,
considerando em f(X) a topologia induzida por Y. Vejamos um exemplo.
SejaS' = { (z,y) € R? : 2244y? = 1} a circunferéncia unitaria. Consideremos
o produto S! xS! habitualmente chamado de 2-toro. O 2-toro pode igualmente
ser visto como o quadrado [0,1] x [0,1] com os lados opostos identificados.
O mapa g : R? — S' x St,

g(z,y) = (cos(2mz), sin(27x), cos(27y), sin(27y))

é um difeomorfismo local (Exercicio 2.14) tal que a imagem por g de cada
quadrado [n,n + 1] x [k, k + 1], com n, k € Z, cobre completamente S! x S'.
Consideremos a recta y = mx de declive m, e o mapa f,, : R — St x S,
fm(x) = g(x,mx).

\

Figure 2.3: Uma imersao cuja imagem nao é uma variedade

Proposicao 2.3.2. (a) Se m € Q entdo f, : R — S! x S! é uma imersao
periddica, e f,(R) é uma curva fechada.

(b) Se m € R\ Q entdo f,, : R — S' x S! é uma imersdo injectiva com
imagem f,,(R) densa em S! x S!. Neste caso f,, : R = f,(R) nao é
um homeomorfismo.
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Proof. A alinea (a) é muito simples. Para provar a primeira parte de (b)
vejam-se os exercicios 2.12, 2.13 e 2.15. Como a imagem f,,(R) é densa,
toda a vizinhanca dum ponto ¢ € f,,(R) é uma uniao duma infinidade de
segmentos da curva parametrizada por f,,. Logo, toda a vizinhanca de ¢ é
desconexa (Figura 2.4).

o

Figure 2.4: Aberto desconexo em f,(R)

Como em R os pontos admitem vizinhangas conexas (intervalos) a correspondéncia
fm : R = fi(R) nao pode ser um homeomorfismo. O

Proposicao 2.3.3. Seja X uma variedade compacta. Entao qualquer imersao
injectiva f : X — Y é um mergulho.

Proof. Como f : X — f(X) é bijectiva e continua, basta-nos mostrar que
f~1: f(X) = X é continua. Todo o conjunto fechado F C X é compacto,
porque X é compacto. Logo, f(F') é compacto, porque f é continua. Mas
isto implica que f(F) seja fechado em f(X). A continuidade de f~! resulta
da imagem inversa de todo o conjunto fechado F© C X ser o conjunto
(fH=YF) = f(F) também ele fechado. O]

Definigao 2.3.2. Seja f: X — Y um mapa entre espagos topoldgicos X e
Y. O mapa f diz-se proprio se for continuo e para todo o conjunto compacto
K CY, a sua imagem inversa f~1(K) for compacta.

Teorema 2.3.3 (Imersoes Préprias). Toda a imersao injectiva e prépria
f:X —Y é um mergulho.
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Este teorema é consequéncia do seguinte resultado de topologia geral.

Teorema 2.3.4 (Inversa dum Mapa Préprio). Sejam X e Y espagos topoldgicos
localmente compactos. Se f : X — Y é um mapa continuo, injectivo e
préprio entdao f: X — f(X) é um homeomorfismo.

Recordemos que um espacgo topolégico X diz-se localmente compacto se
para todo o ponto p € X e toda a vizinhanca U de p, existir um compacto
K C U contendo p no seu interior.

Observe que resulta da definicao que sendo f : X — Y um mapa préprio,
se Y for compacto entdo X também é. Também é claro, da defini¢do, que
num espago compacto X toda a aplicagao continua f : X — Y é prépria. Em
espacos nao compactos, intuitivamente, uma aplicacao continua f : X — Y
é propria se for continua no infinito. Um ponto é considerado préximo de
oo se estiver fora dum conjunto compacto K C X “grande”. Se (z,) for
uma sucessao de pontos de X, dizemos que lim, .o x, = 0o sse para
todo o compacto K C X existir uma ordem p € N, a partir da qual
x, ¢ K para todo n > p. Todo o espaco topoldgico de Hausdorff localmente
compacto, mas nao compacto, pode ser compactificado por juncao dum
ponto no infinito. A construgao duma tal extensdo compacta de X é chamada
a compactificagao de Alexendroff. Define-se o compactificado X*® = X U{oo}
com a topologia cujos abertos sdo os abertos de X mais os conjuntos da forma
{o0}U(X\K), em que K C X é compacto. Com esta topologia o espago X*® é
compacto, sempre que X seja um espago topolégico de Hausdorff localmente
compacto. A definicdo acima de limite infinito corresponde & convergéncia
nesta topologia para o ponto co. Qualquer aplicacao continua f : X — Y
pode estender-se ao infinito definindo f®: X* — Y*® por

f'(x):{f(x) se zeX

o0 se Tr = o0

Obtem-se entao a seguinte caracterizacao

Proposicao 2.3.4. Sejam X e Y espacos topoldgicos localmente compactos,
e f: X — Y uma aplicagdo continua. O mapa f é préprio sse f®:X®* —
Y® é continua no infinito.

Proof. Tendo em conta que f~1(Y \ K) = X \ f~1(K), sdo equivalentes as
afirmacoes:

(a) K CY écompacto = f~!(K) é compacto.
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(b) {oco}U(Y'\ K) é uma vizinhanca de co = (f*) 1 ({oc}U(Y'\K)) =
{oo} U (X \ f71(K)) é uma vizinhanga de oo.

O]

Demonstragcao do teorema 2.53.4. Pela Proposicao 2.3.3, se X é compacto
entdo f~1: f(X) — X é continua. Consideremos agora o caso em que X
nio é compacto. Temos que mostrar que f~!: f(X) — X é continua. Seja
qg = f(p) € f(X). Tomemos K vizinhanca compacta de ¢ em Y. Como
f é prépria e continua, f~!(K) é uma vizinhanca compacta de p em X.
Facilmente se vé que f(f~}(K)) = KN f(X). Aplicando o caso compacto &
restricao f|p-1(x S7HE) = Y obtemos que fgnpx): KN f(X) = X
é continua. Logo, como ¢ é interior a K N f(X) em f(X), segue que f~!:
f(X) — X é continua no ponto ¢g. Finalmente, como o ponto q € f(X) é
arbitrario, o mapa f~!: f(X) — X é continuo em todos os pontos. O

2.4 Exercicios

Ex 2.1. Demonstre que uma variedade X C R" de dimensao k < n é
localmente, numa vizinhanca de cada um dos seus pontos, um conjunto de
nivel regular duma funcdo suave f : U — R"™* definida num conjunto
aberto U de R™.

Sugestao: A inclusao i: X — R" é uma imersao. Use o facto deste mapa
ser localmente equivalente a uma incluséo linear j : R¥ < R” para definir

f.

Ex 2.2. Demonstre que uma variedade X C R" de dimensdao k < n é
localmente, numa vizinhanga de cada um dos seus pontos, o grifico duma
funcao suave ¢ : U — R" %, definida num conjunto aberto U de R¥.
Sugestao: Pode usar o exercicio anterior.

Ex 2.3. Mostre que se Z¥ C X™ entdo existe uma carta local ¢: (X", p) =~
(R™,0), definida numa vizinhanca U de p em X", tal que o conjunto ¥)(ZNU)
que representa a interseccao ZNU na carta local 1) é definido pelas equagoes
Tk+1 =0, ...,z =0.

Sugestao: A inclusdo i : ZF < X™ é uma imersdo. Use o facto deste
mapa ser localmente equivalente a uma inclusao linear j : R¥ < R™ para
definir a carta local (x1,...,2,) = ¥(p).

Ex 2.4. Sejam k <n, y € Y¥epec f~!(y) um ponto regular de f: X" —
Yk, Mostre que (f~!(y),p) ~ (R*7*,0) e T,f ' (y) = Nuc(Df,).
Sugestao: Use o facto de a aplicagao f : (X,p) — (Y,y) ser localmente
equivalente a uma projecgdo linear 7 : (R”,0) — (R¥,0).
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Ex 2.5. Seja f : R — R um difeomorfismo local. Mostre que I = f(R) é
um intervalo aberto, e que f : R — I é um difeomorfismo.

Ex 2.6. Dé um exemplo de um difeomorfismo local f : R? — R? que nao
seja um difeomorfismo sobre a sua imagem f(R?).

Ex 2.7. Mostre que, se f : X" — Y" é um difeomorfismo local e f é
injectiva, entao f: X" — f(X"™) é um difeomorfismo.

Ex 2.8. Explique porque nao existem submersoes de variedades compactas
em espagos eucliedeanos.

Ex 2.9. (Pilha de Cépias) Sejam X" e Y variedades de dimensao n, X"
compacta. Seja y € Y™ um valor regular da aplicacao suave f : X — Y™,
Mostre que f~!(y) é finito. Supondo que f~1(y) = {z1, ..., 71}, mostre
que existe um aberto U C Y™ contendo y tal que f~1(U) é a unido disjunta,
Y U) =WV U ... U Vi de k abertos V; tais que x; € V; e f transforma V;
difeomorficamente em U, para cada i =1,...,k.

Sugestao: Comece por tomar vizinhangas abertas W; C X™ dos pontos
x; que sejam transformadas difeomorficamente por f em vizinhancas U; de
y em Y™, Mostre que f(X \ Ule W;) é um compacto que nao contém y.

X

v S
i e—d

Vi

f‘ v

Figure 2.5: Pré-imagens por um difeomorfismo local

Ex 2.10. Seja f : X™ — Y™ um difeomorfismo local duma variedade
compacta X" noutra variedade Y. Mostre que a funcdo y — #f(y)
é localmente constante.

Sugestao: Use o exercicio anterior.

Ex 2.11. Seja f: X — Y um mapa entre variedades X e Y. Mostre que:
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(a) O conjunto dos pontos criticos de f é fechado em X.

Sugestao:  Comece por estudar o caso em que f : U C R” —
R* é uma aplicacdo definida num aberto U dum espaco euclideano.
Exprima o facto de p € U ser um ponto critico de f através de
condicoes nos menores! da matriz Jacobiana %(p). Note que estas
condigbes diferem consoante n < k ou n > k. No caso geral, para
mostrar que o conjunto C' dos pontos criticos de f é fechado, tome
uma sequéncia (p,), de pontos em C' convergindo para p € X. O
objectivo é mostrar que entdao p € C'. Tome cartas locais de X numa
vizinhanga de p, e de Y numa vizinhanga de f(p). Aplique entdao o
caso anterior ao representante local de f : (X,p) — (Y, f(p)) nestas
cartas.

(b) Se X é compacta, o conjunto dos valores regulares de f é aberto.

Ex 2.12. Seja G C R um subgrupo fechado de (R, +). Mostre que G = R
ou entao G = aZ para algum a € G.

Sugestao: Defina a = inf GNJ0, +00[. Mostre primeiro que a € G, e
depois que G = aZ se a > 0, e que G é denso em R se a = 0. Neste
caso, a = 0, suponha, com vista a um absurdo, que GN]m, n[= (). Considere
o intervalo ], d[ limitado entre o supremo ¢ dos elementos de G menores
ou iguais a m e o infimo d dos elementos de G maiores ou iguais a n, de
modo que GNl¢,d[= 0. Veja que ¢ € G e d € G. Obtenha uma contradi¢ao
encontrando elementos de G em |c, d|.

Ex 2.13. Mostre que se m € R é um nimero irracional, entdao o conjunto
Gm ={k+mp: k, p€ Z} é um subgrupo denso em R.

Ex 2.14. Considere o mapa ¢ : R> — S' x S!,
g(x,y) = (cos(2mx), sin(27x), cos(2my), sin(27y))
Mostre que se trata dum difeomorfismo local.

Ex 2.15. Usando o difeomorfismo local g do exercicio anterior, mostre que se
m € R é um niimero irracional, o mapa f,, : R — S'xS!, fi.(2) = g(x,mz),
¢ uma imersao injectiva com imagem densa.

Sugestdao: Mostre que para t = (1,0) € St, f£,,(R) N {t} x S! é denso em
{t} x S! vendo que a pré-imagem deste conjunto por g contem {0} x Gy,
um subgrupo aditivo denso em {0} x R.

Ex 2.16. Mostre que a curva g : t + (t,t2,¢3) é um mergulho de R em R3.
Represente a imagem g(R) como o conjunto de nivel f~!(b) correspondente
a um valor regular b duma funcao f: R? — R2.

Ex 2.17. Mostre que se X é uma variedade, a projeccao w : TX — X,
7(x,v) = x, é uma submersao.

'Um menor é o determinante duma submatriz quadrada.
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Campos

Numa variedade, os campos escalares (fungoes) e os campos de vectores
(normais e tangentes) sao objecto de estudo em Topologia Diferencial. Neste
capitulo afloramos a teoria da classificacao local destes objectos.

3.1 Campos de vectores
Seja X C R™ uma variedade.

Definigao 3.1.1. Chama-se campo de vectores em X a um mapa suave
&: X - R™ Um campo & em X diz-se tangente a X se &(x) € T, X para
todo x € X. Um campo & em X diz-se normal a X se &(x) € Tp X+ para
todo x € X.

O espago vectorial de fungoes suaves C*° (X, R™) é formado pelos campos
vectoriais em X. Designamos por X*°(X) o espago dos campos tangentes a
X, e por X7°(X) o espaco dos campos normais a X. Ambos sao subespagos
vectoriais de C*°(X,R").

Teorema 3.1.1 (Decomposi¢do em campos tangentes e normais). Todo o
campo de vectores £ € C*°(X,R"™) decompoem-se de modo tinico numa soma
E=¢"+ ¢t onde €T € X®(X) e &t € XP(X), ie.,

C(X,R") =X*(X)d XT(X) .

Dado um subespacgo vectorial £ C R"”, designamos por Pg: R" — R" a
projeccao ortogonal sobre E, que é caracterizada pelas propriedades

Pgo Py =Py, (Pg)* =Py e Pg(R") =E.

A projeccao ortogonal sobre o complemento ortogonal E+ de E é complementar
de PE, i.e., PEJ_ = ian — PE.

33
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c x)

Figure 3.1: Componente tangente e normal de um campo de vectores

Definem-se as componentes tangente e normal de um campo de vectores
¢ respectivamente por

" (@) = Pr,x(£(x))
& (@) = P, x) (E(@) = €(2) — €7 (2).

O Teorema 3.1 é uma consequéncia do lema seguinte.

Lema 3.1.1. Dado &£ € C®°(X* R"), a aplicacdo ¢7: X — R” é suave.

Para a prova deste lema recordamos a seguir o método de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt. Dado um vector unitario u € R", ||u|| = 1, consideremos
o eixo £ = Ru por ele gerado. A projeccao ortogonal sobre o eixo E é dada
por Pg(x) = (z - u)u, enquanto a projec¢ao ortogonal sobre o hiperplano
ortogonal B+ = {v € R" : v - u = 0} é dada por Pg.(z) =z — (z - u) u.

Uma familia de vectores {uy, ..., ux} se diz ortonormada se todos os seus
vectores forem unitarios e perpendiculares entre si, o que se traduz pelas
relacoes de ortogonalidade w; - u; = d;5, ¢, = 1,..., k, onde d;; representa o

simbolo de Kronecker

5 — 1 sei=y
L0 sei#j

Seja EF C R™ um subespaco de dimensao k, com uma base ortonormada
{u1,...,ur}. As projecgdes ortogonais Pr e Pp1 podem ser expressas por:

k k

Pg(x) = Z(a: ‘uj)u; e Ppi(x)=z-— Z($ U)W -

i=1 =1

O método de Gram-Schmidt usa a forma explicita destas projecgdes para
“ortonormalizar” qualquer familia de vectores {vy, ..., v} linearmente independentes.
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Comega-se por normalizar o primeiro vector, u; = v1/||v1]|. A seguir projecta-
se vg ortogonalmente sobre o hiperplano perpendicular a u; e normaliza-se
o vector obtido:

wy=vy— (va-up)ur e ux=wa/|lwal .

Figure 3.2: O método de Gram-Schmidt em R3

Deste modo, {uj,us} é uma base ortonormada do plano gerado pelos
vectores {vy,v2}. Em geral, supondo encontrada uma base ortonormada
{u1,...,u,} para o subespaco gerado pelos vectores {v1,...,v,}. Projecta-
se Un+1 sobre o complemento ortogonal do subespaco gerado por estes vectores
e normaliza-se o vector obtido:

n

W41 = Un+1 — Z(%H ui)ui e Upgr = Wopt /|l wpgall

i=1
O resultado é uma base ortonormada {u1, . . ., Un, un+1} do subespagco gerado
pelos vectores {vl, cee s Un, vn+1}. Este processo (continuado recursivamente

até n = k) diz-se o método de ortogonalizagao de Gram-Schmidst.

Definicao 3.1.2. Uma familia de campos {&1,...,&k} € C°(X,R") diz-
se pontualmente independente, resp. ortonormada, se para cada x € X, a
familia de vectores {&1(x),...,&(x)} C R™ for linearmente independente,
resp. ortonormada.

Se aplicarmos o método de Gram-Schmidt a uma familia de campos
de vectores {1, ...,&;} pontualmente independente, obtemos uma familia
ortonormada de campos suaves {v1, . .., v} que em cada ponto gera o mesmo
subespaco vectorial de R™ que a familia original.

Lema 3.1.2. Seja X C R"™ uma variedade de dimensao k. Dado p € X,
existe um aberto U C R™ com p € U e uma submersio f: U — R** tal
que X NU = f~10) e T,X = Nuc(Df,) para qualquer z € X N U.
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Além disso existe uma familia ortonormada {v1, ..., vy} C X (X NU)
tal que {v1(z),...,vn_k(z)} é uma base de T X, para todo z € X N U.

Proof. A aplicacao g: X — R", g(z) = x, é um mergulho e em particular
uma imersdo. Pelo Teorema 2.1.1 existem cartas locais ¢: (X, p) ~(R* 0) e
¥: (R, p)~(R"™,0) que tornam comutativo o diagrama seguinte

(X,p) —2— (R",p)

o) |v
(RF,0) —— (R",0)

onde i: RF — R" = RF x R"* representa a aplicacio inclusio i(z) =
(z,0). Pela comutatividade do diagrama anterior temos para cada = € X
suficientemente préximo de p

() = ¥(9(x)) = i(d(x)) = (6(2),0). (3.1)

Dada uma vizinhanca suficientemente pequena V de 0 em R* existe W
vizinhanca de p em X tal que ¢: W — V é um difeomorfismo. Analogamente,
tomando outra (pequena) vizinhanca V' de 0 em R"* existe U vizinhanca
de p em R"™ tal que ¢: U — V x V' é um difeomorfismo. Suponhamos que
estas vizinhangas foram escolhidas pequenas o suficiente de modo que (3.1)
seja valida para todo x € W. Se z € W entao (z) = (¢(z),0) € V x {0} C
V x V' o que implica que z € U. Logo g(W) =W C U.
Considerando a projeccao : V x V! = V' w(x,y) = y, temos

77 H0) =V x {0} = i(V). (3.2)

A aplicacao f: U — V', f := wo1), é uma submersao que torna comutativo
o diagrama seguinte

w—%y u Ly

‘| [ H
V L VxV TV
Como os mapas ¢: W — V e ¢: U — V x V' sao difeomorfismos segue
de (3.2) que
fH0) =W

Dado z € W = f~1(0), como f: U — R"¥ é uma submersio a aplicacio
linear Df,: R — R"™* ¢ sobrejectiva e dim (Nuc(Df,)) = k = dim(T,X).
Assim basta mostrar a inclusao 7, X C Nuc(D f,;) para concluirmos a igualdade
entre estes subespagos.

Finalmente, dado v € T, X existe uma curva suave a: I — X definida
num intervalo aberto I com 0 € I tal que a(0) = z e ¢/(0) = v. Diminuindo
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3

se necessério o intervalo I temos a(t) € U para cadat € I. Logo (foa)(t) =
0 o que implica que D f,v = (f o @)'(0) = 0, ou seja v € Nuc(D f,).

Os gradientes {7 f1(x), ..., Vfa—k(x)} das componentes de f constituem
uma base do espaco normal T;- X, porque Df, : R» — R"* & sobrejectiva
e

(A1), ..., T fnr(x)}t = Nue(Df,) = T, X

para todo x € X NU. Aplicando o método de ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt a estes gradientes, obtemos a familia ortonormada de campos normais
desejada. O

O Lema 3.1.1, e o Teorema 3.1, seguem do Lema 3.1.2 porque

(@) =€) = Y (&) - vj()) vi(x).

Seja X C R™ uma variedade.
Definigao 3.1.3. Chama-se fibrado normal de X ao conjunto
THX = {(z,0) eR"xR": 2 € X, ve Ty X} .

Este conjunto 7+ X é uma variedade em R?" de dimensédo n (Exercicio 3.7).

Os fibrados tangente e normal, TX e TX, sdo instancias do conceito
abstracto de fibrado vectorial (Apéndice 14.7). Cada espago tangente 1), X
ou normal TpLX ¢é referido como a fibra no ponto p. Os campos tangentes e
normais a X correspondem a sec¢oes suaves do fibrado tangente e normal,
respectivamente.

3.2 Fluxos

Todo o campo de vectores tangente £ € X°°(X) determina uma equagao
diferencial ordindria (auténoma) na variedade X

¥ =E&(x) .

Uma funcao diferencidvel x: I — X, definida num intervalo aberto I C R,
diz-se uma solu¢ao desta equagao se para todo t € I se tem z(t) € X e

z'(t) = &(x(1).

Teorema 3.2.1 (Fluxo méximo dum campo). Dado £ € X*°(X) existe um
aberto D C R x X e uma (dnica) fungdo ¢: D — X tais que:
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(a) (existéncia local) Para cada p € X, D, := {t € R: (t,p) € D} é um
intervalo aberto contendo 0 e a aplicacao z: D, — X definida por
z(t) := ¢(t,p) é solugao do problema de Cauchy =’ = &(z), 2(0) = p.

(b) (unicidade global) Dada outra solugdo z: I — X do problema de
Cauchy em (a) temos z(t) = ¢(t,p) para todo t € I N D,,.

(c¢) (propriedade de grupo) Se (t,z) € D e (s,¢(t,x)) € D entao

(t+s,x) €D e @(t+s,x) =@(s,o(t, x)).

(d) (maximalidade) O dominio D contem o gréfico de qualquer solugao
xz: I — X do problema de Cauchy em (a), i.e., I C D).

(e) (diferenciabilidade) A fungao ¢: D — X é suave.

Proof. Se X é um aberto de R" este teorema é um resultado classico da
teoria das equagoes diferenciais ordindrias [22].
Vamos agora reduzir o caso geral ao caso em que X é um aberto.

Para a existéncia local, alinea (a), fixemos p € X e uma carta local
Yv: W — V, onde W é uma vizinhanca aberta de p em X e V é uma
vizinhanca aberta de 0 em R¥. Através da mudanca de varidvel u = (z) a
equagao =’ = £(x) transforma-se na equagao equivalente

u' = Dty (2') = Dipo(€(x)) = Dtpy-1,) (E(0 1 (1)) =1 &(u).

O campo de vectores é (u), definido no aberto V', diz-se o representante local
de ¢ na carta ¢. O campo & (u) estd bem definido porque u € V implica
que Y~ Hu) € W C X, pelo que £(ip~1(u)) € Ty-1(u)X, 0 que por sua
vez justifica que a derivada da carta 1 no ponto 1»~!(u) segundo o vector
¢(yp~1(u)) esteja bem definida.

Sendo u: I — V uma solucdo do problema de Cauchy u' = &(u), u(to) =
0, da equivaléncia entre as equagoes ¥’ = £(z) e v/ = £ (u) resulta que a
funcio z: I — X, z(t) = ¥ ~*(u(t)), é uma solugao do problema de Cauchy
' =¢&(x), z(ty) = p.

Do mesmo modo, a unicidade local das solugdes da equagao =’ = £(z)
reduz-se Aquela da equacio v’ = £(u). Para a unicidade global, alinea (b),
consideremos duas solugoes z1: [y — X e zo: Iy — X do problema de
Cauchy =’ = £(x), z(t9) = 0. Definindo J := {t € I N I3: z1(t) = z2(t)},
como as solugoes z;(t) sdo fungdes continuas, J é fechado em I; N [s. Da
unicidade local resulta que J é também aberto. Logo, como I1 N I3 é um
intervalo, por conectividade J = I; N Iz, o que prova (b).

Seja agora D o conjunto dos pontos (¢,p) € R x X tais que existe uma
solugao x: I — X do problema de Cauchy 2/ = £(z), 2(0) = p, num intervalo
aberto I que contém 0 e t, que usamos para definir o fluxo ¢p: D — X,
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©(t,p) := x(t). As consideragoes anteriores mostram que esta aplicacao esta
em definida.

Suponhamos que (to, zo) € D e (so, p(to, zo)) € D.

A funcao xo(s) := ¢(s, p(to, o)) é uma solu¢ao do problema de Cauchy
' = &(z), ©(0) = ¢(to,z0), definida num intervalo aberto I que contém
0 e sp. Assim a fungdo x1(t) := zo(t — tg) é uma solucao de 2/ = £(z),
x(to) = @(to, zp), num intervalo J que contém os tempos ty e tg + so. Por
outro lado z2(t) = ¢(t, zp) é uma solugdo do mesmo problema de Cauchy no
intervalo D,, que contém 0 e ty. Logo x2(t) = x1(t) para todot € JND,,, e
juntando estas duas solugoes obtemos uma solug¢ao do problema de Cauchy
' = &(x), (0) = xg, num intervalo que contém 0 e o+ sp. Provdmos assim
que (to + so,zo) € D. Para concluir (c¢) temos

©(to + s0,z0) = z1(to + s0) = zo(s0) = ¢(s0, ¢(to, z0))-

Da existéncia e unicidade locais, jogando com a propriedade de grupo,
resulta que o dominio D ¢é aberto em R x X.

Na alinea (d) a maximalidade do fluxo ¢ é uma consequéncia da defini¢ao
do seu dominio D.

Finalmente, a diferenciabilidade do fluxo, alinea (e), sendo uma propriedade
local, reduz-se a diferenciabilidade do fluxo do campo é no aberto V', representante
de & na carta 1. O

Definigao 3.2.1. A funcdo p: D — X cuja existéncia e unicidade € assequrada
no Teorema 3.2.1 diz-se o fluro mdzimo do campo de vectores & € X>°(X),
e serd denotada por ¢(t,-) = cpé()

Definicao 3.2.2. Dado & € X*°(X), o seu suporte é o fecho topoldgico do
conjunto dos pontos onde £ nao se anula,

supp(§): ={z € X : {(z) #0}.

Definigao 3.2.3. Um campo tangente £ € X°>°(X) diz-se completo se o seu
fluxo mdzimo estiver definido em R x X.

Definicao 3.2.4. Chama-se grupo a um parametro de difeomorfismos a uma
familia de mapas {¢* : X — X }4er tal que, quaisquer que sejam t,s € R,
(a) ¢°=idy;
(b) o7 =gl oy®;

(c) ¢t = ()"
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Um grupo a um parametro de difeomorfismos é também chamado de
sistema dindamico (invertivel) a tempo continuo. O conjunto X diz-se o
espaco de estados, ou o espaco de fases, do sistema dinamico. Dado = € X,
o conjunto O(z) := {p'(x): t € R} diz-se uma drbita do sistema. As drbitas
do sistema particionam o espaco de fases X. Chama-se retrato de fases a
uma representacao grafica desta particao do espaco de fases em érbitas.

Figure 3.3: Retrato de fases do campo &(z,y) := (y, —sinx).

O fluxo maximo dum campo completo ¢ determina o grupo a um parametro
de difeomorfismos ¢ := p(t,): X — X.

A Figura 3.3 é o retrato de fases do fluxo (méximo) do campo & €
X>°(R?), £(x,y) := (y, —sinx). Sendo periédico, com periodo 27 na varidvel
z, a aplicacdo £(x,y) determina um campo de vectores no cilindro C' = S! xR
cujo fluxo 902 é um grupo a um parametro de difeomorfismos de C. As linhas
verticais na Figura 3.3 (a tracejado) s@o identificadas no cilindro C.

Teorema 3.2.2. Todo o campo £ € X°°(X) com suporte compacto é completo.
Em particular £ determina um grupo a um parametro de difeomorfismos
gpé: X - X.

Proof. Seja ¢ : D — X o fluxo maximo do campo &. Pela compacidade do
suporte de £ existe € > 0 tal que [—e€,¢] x X C D.

Por indugao, obtemos [—ne,ne] x X C D, para todo n € N. Com efeito,
supondo que [—ne,ne|x X C D, cada elemento de [—(n+1) ¢, (n+1) €] pode
ser escrito na forma nt+s com t,s € [—¢,¢]. Dado x € X, por hipétese de
inducdo (nt,z) € D e (s,¢'(x)) € D. Logo, pela propriedade de grupo do
fluxo méximo, (nt+s,z) € D, oquemostraque [—(n+1)e, (n+1)exX C
D. Logo D =R x X, pelo que £ é completo. O
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3.3 Conjugacao entre campos

Vamos agora introduzir uma nogao natural de equivaléncia entre campos de
vectores.

Definicao 3.3.1. Dado um difeomorfismo f : X — Y entre variedades X
eY, e um campo de vectores & € X*°(X), chama-se push-forward de & ao
campo de vectoresn = f.§ € X>°(Y) definido porn(x) := D fp-1(y) E(f ().
O difeomorfismo f diz-se uma conjugacao entre os campos € e 1.

Figure 3.4: Push-forward de um campo de vectores

Definigao 3.3.2. Dois campos§ € X*°(X) en € X*°(Y) dizem-se conjugados
se existir um difeomorfismo f: X =Y tal que n = fi&.

Da proposicao seguinte resulta que esta é uma relagao de equivaléncia.

Proposicao 3.3.1. Sejam f: X - Y e g:Y — Z difeomorfismos. Dado
um campo tangente £ € X*°(X), (go f)«€ = g«(f§).

Proof. Exercicio 3.4. O

Proposicao 3.3.2. Dados campos conjugados £ € X*(X)en € X>*(Y) e
uma conjugacao f: X — Y tal que n = f.&, os fluxos maximos ¢¢: D¢ — X
e op: Dy — Y dos campos § e 7, respectivamente, estao relacionados por

Son(tv f(z)) = f((Pf(ta z)), (3.3)

sendo que
(t,f(x)) € Dy, & (t,x) € De.

Proof. Basta ver que uma funcao diferenciavel x: I — X é solugao do
problema de Cauchy =’ = £(z), x(0) = p se e somente se y = fox: I =Y
for solucéo do problema de Cauchy y' = n(y), y(0) = f(p).
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Supondo que z(t) é solugao de ' = £(x) temos

Y (t) = (fox) (t) = Dfyu(2'(t) = D fou(&(x(t)))
D f 10w € w(1)))) = n(y(t),

pelo que y(t) = f(x(t)) é solucao de y' = n(y). A implicacdo reciproca
reduz-se a esta porque & = (f71),n. O

Se X e Y forem variedades compactas, os campos £ e i sao completos e
a relagao (3.3) equivale a dizer que

(p%of:fogoz Vit eR. (3.4)

Esta igualdade mostra que a conjugacao f: X — Y transforma ébitas do
campo £ em 6rbitas do campo 1. O conceito de conjugacao corresponde a
nocao natural de ‘isomorfismo’ entre os sistemas dinamicos a tempo continuo
determinados pelos campos & e 7.

Poderiamos tentar dizer que um campo de vectores £ € X°°(X) é estdvel
quando a sua classe de equivaléncia seja um conjunto aberto em X*°(X),
mas este conceito fica trivial: nenhum campo de vectores (numa variedade
compacta) que tenha uma singularidade é estavel neste sentido. Definimos
a seguir uma noc¢ao mais fraca de estabilidade baseada no seguinte conceito:

Definicao 3.3.3. Dois campos { € X>°(X) en € X>°(Y) dizem-se topologicamente
conjugados se existir um homeomorfismo f: X =Y tal que (t, f(x)) € Dy,
sse (t,x) € D¢, e além disso

on(t, f(z)) = flee(t,z)) Y (t,2) € De.

Tal como anteriormente a relacao de conjugacao topologica é uma relacao
de equivaléncia.

Um campo £ € X*°(X) numa variedade compacta X diz-se C"-estrutu-
ralmente estdvel (r > 1) se a sua classe de conjugacao topoldgica for aberta
no espago de Banach X"(X) dos campos de vectores de classe C" em X.
A teoria hiperbdlica (dos sistemas dinamicos) caracteriza o conjunto aberto
formado pelos campos de vectores estruturalmente estdveis numa variedade
compacta.

3.4 Conjugacao local entre campos

Introduzimos agora a versao local do conceito de equivaléncia por conjugagao
entre campos de vectores.
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Definicao 3.4.1. Dados campos de vectores & € X*°(X) en € X*°(Y)
e pontos p € X, q € Y, dizemos £ e 1 sdo localmente conjugados nos
pontos p e q, e escrevemos (§,p) ~ (n,q) se existir um difeomorfismo local
o: (X,p) ~ (Y, q) tal que ¢p.§ = n numa vizinhanga de q.

Definicao 3.4.2. Se { € X*°(X) e ¢: (X,p) ~ (R¥,0) for uma carta local
da variedade X entdo o campo de vectores & = £ diz-se o representante
local de & na carta .

Este conceito de representante local dum campo £ numa carta i foi
usado na prova do Teorema 3.2.1.

Defini¢ao 3.4.3. Seja £ € X*°(X). Chama-se ponto regular de & a um
ponto p € X tal que £(p) # 0. Chama-se singularidade de & a um ponto
p € X tal que £(p) = 0.

A volta dum ponto regular, o retrato de fases dum campo de vectores é
essencialmente sempre o mesmo.

Proposicao 3.4.1. Seja 1 o campo constante = (1,0 ...,0) em R¥. Se
p € X* é um ponto regular do campo & € X>°(XF¥) entdao (&,p) =~ (1,0).

Proof. Exercicio 3.2. 0

As figuras seguintes ilustram como em torno de singularidades os retratos
de fases de dois campos de vectores podem ser radicalmente distintos.

Figure 3.5: Dois campos de vectores nio lineares em R? com singularidades
na origem: &(x,y) = (2 —42,2zy) e n(x,y) = (—r+v%/8,y) que ndo sdo
localmente conjugados
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Perto duma singularidade p € X todo o campo & € X*°(X) é aproximadamente
linear. Dada uma carta local ¢: (X,p) ~ (R",0), o representante £ = ¢.&
tem uma singularidade na origem que satisfaz

§(x) = Az +o(llz])) (z—0),
onde A = 2—5(0) é a matriz Jacobiana de £.

Definigao 3.4.4. A = 2—5(0) diz-se a matriz Jacobiana de (§,p) na carta ¢.

Sejam X C R™ uma variedade e £ € X°°(X) um campo de vectores.

Proposicao 3.4.2. Se p € X é uma singularidade de £ entao a derivada
D¢y: T, X — R™ de € em p satisfaz DE,(T,X) C T, X.

Proof. Exercicio 3.3. O

Proposicao 3.4.3. Sejam p € X uma singularidade de € e ¢: (R¥,0) ~ (X, p)
uma parametrizacdo local de (X,p). Entao a matriz Jacobiana de (,p)
na carta ¢! representa o endomorfismo linear D¢, : T,X — T,X na base
{g—i(p), e ,%(p)}. Em particular todas as matrizes Jacobianas de £ sao
conjugadas entre si.

Proof. Dada uma parametrizagao local ¢ : (R*,0) ~ (X, p) vamos mostrar
que sendo £ = (¢~ 1).€ o correspondente representante local de &, o diagrama

seguinte comuta

D
T,x 2%, 7 x

Dgo T TD%

R D&, i
donde segue que a matriz Jacobiana %(0) representa o endomorfismo D§,
na base indicada.

Como & = qb*é , temos para todo = numa vizinhanca de 0 em R*

Derivando esta relacio segundo um vector v € R”
D?¢;(v,€(x)) + Do DEy(v) = DEgiay D (v),

e em & = 0 obtemos D(bOoDéo = Dé&,o Dy, porque 5(0) =0e¢p(0)=p. O

Olhemos agora para o caso dos campos lineares. Seja Mat,(R) o espago
vectorial das matrizes A de dimensdo n X n com coeficientes reais. Cada
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matriz A € Mat, (R) define o campo linear £4 € X*®°(R"), a(z) := Ax.
Dada uma matriz invertivel M, seja Ths : R® — R™ o isomorfismo linear
Ty (x) = M z. O push-forward do campo €4 pelo mapa Ty é outro campo
linear £p, associado & matriz B = M AM~!. Note que D(Ths).(v) = M v,
e (Thy)~Y(x) = M~!z. Recorde ainda que duas matrizes A, B € Mat,,(R) se
dizem conjugadas se existir uma matriz invertivel M tal que B =M A M.
Matrizes conjugadas tém sempre o mesmo determinante, o mesmo traco, os
mesmos valores préprios e as mesmas dimensoes dos subespacos préprios
correspondentes.

Proposigao 3.4.4. Dois campos lineares £4 e £ em R™ sdo localmente
conjugados (na origem) enquanto campos de vectores sse as matrizes A e
B forem conjugadas.

Proof. Se B = M AM™" entdo £ = (Tar)«€4 mostra que £4 e £p sdo
conjugados como campos de vectores. Reciprocamente, se ¢ : R® — R™ ¢é

um difeomorfismo tal que g = ¢€4, considerando a matriz Jacobiana de
¢ na origem, M = g—i’(O), vale a relacio B =M AM™'. O

A proposicao anterior mostra que a classificacdo por conjugacao dos
campos lineares é equivalente a classificacdo das matrizes em Mat, (R) pela
relacdo de conjugacao, que é feita via teoria espectral das matrizes. As
formas normais de Jordan sdo os representantes canoénicos das classes de
conjugacao em Mat, (R) (ver Apéndice 14.2).

Dada uma matriz A € Mat,(R), o fluxo do campo linear £4 é dado pela
exponencial de A, o : R" = R", ¢!, (z) = etz.

O comportamento qualitativo do fluxo ¢!, depende dos sinais das partes
reais dos valores préprios de A. Por exemplo, se v = = + iy € C", com
x,y € R™, é um vector préprio de A associado ao valor préprio A € C, i.e.,

se Av = A\v, entdo
max{[|e" 4z, [ey[l} < [l o]l = eol| = | [[of| = e [[v]).
Logo,
ReA<0 = lim ¢ly(z) =0, lim ¢i(y) =0,
ReA>0 = tl}ir_noo ol (r) =0, tl)ir_noo ol (y) = 0.
Estas conclusoes estendem-se aos vectores préprios generalizados (Apéndice 14.2).
A Figura 3.6 apresenta alguns retratos de fase de fluxos lineares em

R2. Os sinais da parte real dos valores préprios da matriz determinam o
comportamento qualitativo das érbitas do campo linear.
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Defini¢ao 3.4.5. Uma matriz A € Mat,(R) diz-se hiperbdlica se todo o
valor proprio A € spec(A) satisfizer Re(\) # 0.

O conjunto das matrizes hiperbdlicas
H,, :={A € Mat,(R): A ¢é hiperbdlica }
é grande tanto no sentido topolégico como no sentido de teoria da medida.

Proposicao 3.4.5. O conjunto H,, é aberto e denso em Mat,(R) e tem
medida de Lebesgue total no espaco Mat,, (R).

Proof. O conjunto H,, é aberto e denso [9, Proposicao 2.11]. Por outro lado
o complementar N := Mat, (R) \ H,, é a projecgao em Mat,(R) do seguinte
conjunto algébrico

N:={(\, A) € C x Mat,,(R): det(A—AI)=0 e Re(A\)=0}.

Pelo Teorema de Tarski-Seidenberg [1, Theorem 2.3.4], o conjunto N é
semialgébrico. Como N é um conjunto fechado com interior vazio, N esté
contido numa variedade algébrica de co-dimensao positiva. Logo N tem
medida de Lebesgue nula. O

Designando por E° = E*(A), resp. E" = E“(A), a soma de todos
os subespagos proprios generalizados (reais) associados a valores préprios
com parte real negativa, resp. positiva, a decomposicao em soma directa
R"™ = E° @& E" é invariante pela matriz A no sentido que AFE® = E° e
AE" = E*. Segue que ela é também invariante pelo fluxo do campo &4,
Le., o4 (E®) = E* e ¢4 (E") = E¥, para todo t € R. Além disso valem as
igualdades

E5(A) = R™: i L(z)=0
(4) ={z e R": lim ¢j(z) =0},
E“(A) = {r € R": lim ¢4%(z)=0}.
t——o00
Em dimensao dois, quando a matriz tem dois valores préprios de sinais
contrarios os espagos invariantes E° e F* tém dimensao um e a érbita de
qualquer ponto fora dos eixos F® e E* é uma hipérbole (imagem & esquerda

na figura 3.7).
Chama-se indice de estabilidade duma matriz hiperbédlica A & dimensao

ind(A) = dim E*(A)

que coincide com o numero de valores proprios com parte real negativa,
contados com multiplicidade.

Proposicao 3.4.6. Dadas A, B € Mat,(R) hiperbdlicas, o campo &4 ¢
topologicamente conjugado a &p se e somente se ind(A) = ind(B).
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Figure 3.7: Singularidades hiperbdlicas

Proof. Ver [9, Proposicao 5.4]. O

Uma singularidade p € X dum campo de vectores £ € X*°(X) diz-
se C"-linearizével (r > 1) se existir uma conjugagao local f : (X,p) ~
(R™,0) de classe C" entre o campo & numa vizinhanga de p e o campo
linear {4 numa vizinhanga de 0, onde A € Mat,(R) é uma matriz que
representa D§: T, X — T, X numa certa base. Quando r = 0, esta relacao
de conjugacao local corresponde a dizer que

F(@e(t,z)) = e f ()

para todo o x numa vizinhanca de p em X e todo t perto de 0.
Uma singularidade p € X dum campo & € X*°(X) diz-se hiperbdlica se
uma (qualquer) matriz Jacobiana A de D§: T, X — T, X for hiperbdlica.

Teorema 3.4.1 (Hartman-Grobman). Toda a singularidade hiperbdlica
dum campo de vectores é CV-linearizével.

Proof. Ver [22, Teorema 4]. O

Da Proposicao 3.4.6 e do Teorema 3.4.1 obtém-se facilmente o seguinte:

Corolério 3.4.1. Toda a singularidade hiperbdlica dum campo & € X*°(X)
é localmente C-estruturalmente estavel.

O teorema seguinte descreve a geometria a volta de uma singularidade
hiperbdlica. Ver Figura 3.7.
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Teorema 3.4.2 (da variedade estével e instdvel). Seja & € X*°(X) um
campo com uma singularidade hiperbdlica no ponto p € X. Entao os
conjuntos

s — -1 L —
Wip):={z € X1 lim y(z) =p}
U — -1 L —
W(p) = {z e X: lim pe(z) =p}
sdo subvariedades de X tais que T,W*(z) = E® e T,IW"%(x) = E*, onde

T,X = E*@E" representa a decomposicao hiperbdlica de D&,: T, X — T, X.

Proof. Ver [9, Teorema 6.2]. O

O teorema seguinte mostra como a parte linear dum campo classifica,
genericamente, as singularidades hiperbdlicas.

Teorema 3.4.3 (Poincaré-Sternberg). Seja { € X°°(X) um campo com uma
singularidade hiperbdlica no ponto p € X. Se o espectro desta singularidade

spec(DE,) = {A1,..., A\, } satisfizer as seguintes condi¢oes de nao ressonancia
n
)\i 7& E mg Aj
=1
quaisquer que sejam os inteiros my,...,m, > 0 com m; + -+ + m, > 2,

entao a singularidade p do campo £ é C*°-linearizavel.

Seja £ € X*°(X) e p € X tal que £(p) = 0. Dizemos que a singularidade
p é nao degenerada se det(DE,) # 0. Dizemos que a singularidade p é isolada
se existir uma vizinhanga aberta U de p em X tal que {(z) # 0 para todo

z €U\ {p}.

Proposicao 3.4.7. Dado £ € X*°(X), toda a singularidade nao degenerada
de £ é isolada.

Proof. Seja p € X uma singularidade do campo £ € X*°(X). Seja £ =
¢«& o representante de § numa carta ¢: (XE p) ~ (]RNI“,O). Se det(D¢y,) =
det(D&p) # 0 entdo, pelo Teorema da fungao inversa, £: (R",0) — (R",0) ¢

um difeomorfismo local. Logo 5 (0) = 0 é uma singularidade isolada de &, o
que implica que p seja uma singularidade isolada de &. O

A reciproca da proposicao anterior é falsa. O campo £ na Figura 3.5 a
esquerda tem uma singularidade isolada e degenerada na origem.



50 CHAPTER 3. CAMPOS

3.5 Campos escalares

Seja f : X — R uma funcao suave numa variedade X.

Definig¢ao 3.5.1. Chama-se gradiente de f no ponto p € X ao unico vector
Vf(p) € T,X tal que para todo v € T X,

v-Vf(p) = Dfp(v).

Chama-se espago Fuclideano a um espago vectorial real V munido de um
producto interno. Todo o espago tangente V = T, X a uma variedade X C
R"™ é um espaco Euclideano quando munido do produto interno induzido
pelo produto canénico em R™. A definigao anterior justifica-se pelo seguinte
facto de Geometria Euclideana.

Proposicao 3.5.1. Seja V um espaco Euclideano. Dada uma forma linear
A: V — R existe um dnico vector u € V tal que para todov € V, A(v) = u-v.

Proof. Exercicio 3.8. O

Proposicao 3.5.2. Seja X C R" uma variedade e f: X — R uma fungao
suave. Se f: U C R®™ — R for uma extensao suave de f: X NU — R entao
paratodox e UN X,

V() = Pr,x(Vf(z) = (V)"

Em particular Vf € X*>°(X).

Proof. Dados x e UN X e v € T, X temos
v-Vf(z) = Dfs(v) = Dfp(v) = v-Vf(x) = v Pr,x(Vf(z))
a ultima igualdade porque
Vf(z) = Pr,x(Vf(z)) = P, x)0 (Vf(2)) € (T X)*.
Logo Vf(z) = Pr,x(Vf(z)). Como f ¢ de classe C* o mesmo acontece

com o gradiente Vf, e pelo Teorema 3.1.1 segue que Vf = (Vf)T é um
campo de vectores suave. ]
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3.6 Formas quadraticas

Seja f: U — R uma funcao suave num aberto U C R" e suponhamos que
0 é um ponto critico de f. O desenvolvimento de Taylor de segunda ordem
de f em O permite-nos compreender a geometria do grafico de f em torno
da origem. Quando z — 0 temos

£@) = 10)+ Dyla) + 57 D folasa) + ool
=0

= F(0) + 5 Dol ) + ol )

= F(0)+ 5o Az +of]lal)

onde A= %(O) = [8izal;j (0)] (1 <14,5 < n) representa a matriz Hessiana
2
de f no ponto 0. A matriz Hessiana %(O) é sempre uma matriz simétrica e

a expressao quadratica que lhe estd associada neste desenvolvimento diz-se
uma, forma quadratica.

Mais precisamente, chama-se forma quadrdtica a qualquer polinémio
homogéneo de 2° grau P(x) nas varidveis z = (z1,...,2,) € R". Designamos
por Q(R™) o espaco linear das formas quadréticas e por

Mat? := {A € Mat, (R): AT = A}

o espaco das matrizes simétricas.

Cada matriz simétrica A € Mat? define a forma quadratica Q4(x) =
2T Az. Além disso a correspondéncia ®: Mat? — Q(R™), ®(A) := Qu, é
isomorfismo (Exercicio 3.11). Qualquer que seja A € Mat,(R), Ae S =
(A4 AT)/2 definem a mesma forma quadratica @4, sendo S a tinica matriz
simétrica que define Q4 (Exercicio 3.10). E habitual identificar a forma
quadratica Q4 com a Unica matriz simétrica A que a define.

Dada uma matriz invertivel M, a composicao da forma quadrética Q4
com o automorfismo linear Tys : R™ — R", Ty(x) := M z, é outra forma
quadrética Qpg, associada & matriz B = MTA M.

QaoTy(z)=Qa(Mz)=(Mz)TAMz)=2T(MTAM)z = Qp(x) .

Definigdo 3.6.1. Duas matrizes A, B € Mat? dizem-se semelhantes se
existir uma matriz invertivel M tal que B = MTAM, ou seja, tal que
Qp = QaoTy. Neste caso diremos também que as formas quadrdticas Qp
e Q4 sdo semelhantes.

Chama-se nulidade duma forma quadratica Q = (4 a dimensdo do
nicleo da matriz A. A nulidade de @ seré denotada por nul(Q). Uma
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forma quadratica Q(x) diz-se definida positiva se Q(x) > 0 para todo x €
R™\ {0}. Analogamente, Q(x) diz-se definida negativa se Q(x) < 0 para
todo z € R™\ {0}. Observe que Q(z) é definida positiva ou definida negativa
consoante 0 é um minimo estrito, respectivamente um méaximo estrito, da
funcao Q(x). Chama-se indice duma forma quadratica @(x) ao maior inteiro
k=0,1,...,n para o qual existe um subespago linear S C R"™ de dimensao k
tal que a restrigao de Q(x) a S é definida negativa. Denotaremos por ind(Q)
o indice da forma quadratica ). Resulta desta definicdo que uma forma
quadrética Q(z) é definida positiva sse nul(Q) = ind(Q) = 0, enquanto Q(x)
é definida negativa sse nul(Q) = 0 e ind(Q) = n. Uma forma quadritica
Q(z) diz-se nao degenerada se nul(Q) = 0.

Proposicao 3.6.1. Se @1, Q2 € Q(R"™) sdo formas quadraticas semelhantes
entao nul(Q1) = nul(Q2) e ind(Q1) = ind(Q2).

Proof. Sejam Q4 e @ p duas formas quadréaticas com A, B € Matg. Supondo
que elas sdo semelhantes existe M € Mat,(R) invertivel tal que B =
MTAM. Entdao Br =0 sse AMxz = 0, donde resulta que MNuc(B) =
Nuc(A). Logo,

nul(Qp) = dim(Nuc(B)) = dim(M Nuc(B)) = dim(Nuc(A4)) = nul(Q4).

Como @Qp(x) = Qa(Mz), dado um subespago linear S C R", Qp(z) é
definida negativa em S sse Qa(x) é definida negativa em MS. Logo, como
M é invertivel, dim(S) = dim(M - S). Segue que ind(Q4) =ind(Qp). O

Uma forma quadrética @ € Q(R"™) diz-se diagonal se existir uma matriz
diagonal D = Diag(A1,...,\,) € Mat,(R) tal que para cada = € R”

Qz) = Qp(z) = ZAj x?.

Uma matriz M € Mat,(R) diz-se ortogonal se MT M = I. Uma matriz
M é ortogonal sse as linhas (resp. colunas) de M formarem uma base
ortonormada de R™. Se M é ortogonal o automorfismo Th;: R* — R” é
uma isometria.

Teorema 3.6.1. Dada uma forma quadratica @ € Q(R") existe uma matriz
ortogonal M € Mat, (R) tal que a forma @ o T, é diagonal.

Proof. Seja A € Mat;? uma matriz simétrica tal que Q = Q4. Por simetria
a matriz A tem n valores proprios reais Ay < Ay < --- < A, e admite uma
base ortonormada de vectores préprios {u1, ug, ..., u,} tais que A u; = X\; u;,
para todoi=1,...,n.
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Designando por M a matriz ortogonal cujas colunas sao os vectores u;,
1=1,...,n, tem-se

QaMz) = Qa(d_wiui) = O wiu) A wjuy)
i=1 i=1 j=1

= O wiu] )OO wy Aug) = O wiul )OO w A uy)
=1 7=1 =1 J=1

Corolério 3.6.1. Seja Q 4(x) uma forma quadratica associada a uma matriz
Ae Mat;f com valores préprios Ay < Ay < -+ < )\, repetidos de acordo com
a sua multiplicidade. Entao

nul(Qa) =#{1<j <n: \; =0}
ind(QA) = #{1 <j<n: )\j < 0}

Proof. Seja {ui,...,u,} uma base ortonormada de vectores préprios de A
associada a sequéncia de valores proprios dada. Consideremos a decomposigao
em soma directa R” = E-® E°@ ET, onde E~, E° e E* sdo os subespacos
gerados pelos vectores préprios u; tais que Ay < 0, Ay = 0, e \; > 0,
respectivamente. E claro que EY = Nuc(A), pelo que dim(E°) = nul(Q4).
A forma quadritica @ 4 é definida negativa sobre E~, pelo que dim(E~) <
ind(Q4). Reciprocamente, dado um subespaco S C R™ tal que Q4 ¢
definida negativa sobre S, temos S N (E° & E*) = {0}, pelo que dim(S)
dim(E7). Como S é arbitrario vem ind(Q4) < dim(E~). Logo, dim(E™)
ind(Q4).

O IA

Seja @y : R"™ — R a forma quadratica modelo
Qu(zy,...,xn) = —(21) — ... — (21)? + (Tpp) 2 + ...+ (z0)? .
que satisfaz nul(Q}) = 0 e ind(Q}) = k.
Corolério 3.6.2 (Teorema Fundamental das Formas Quadraticas). Toda

a forma quadrética @ € Q(R™) com indice k e nulidade 0 é semelhante a
forma quadrética modelo Q7.



54 CHAPTER 3. CAMPOS

Proof. Pelo Teorema fundamental das formas quadraticas, @ 4 é semelhante
a uma forma diagonal @Qp com D = diag(Ai,...,\,), onde A} < ... < A\,
sao os valores préprios de A. Como nul(Q4) = 0 todos estes valores préprios
sao diferentes de 0. Seja para cada i = 1,...,n, ¢ = sgn(\;) € {—1,+1}.
Se A tem indice k, entdo a matriz diagonal F = diag(ey,...,¢€,), define
a forma quadratica Q}(x). Como a matriz diagonal D admite a seguinte
decomposicao

Ml - 0 1" [ - 0 M 0

D= : i : : BRI : i :
0 - [\l 0 - e 0o ... ]
as formas Q 4, @p e Qr = QF sao semelhantes entre si. O
V
27—\

Q; ou Q5 Q7

Figure 3.8: Curvas de nivel das formas quadraticas Qz em R?

3.7 Representacao local duma funcao num ponto
critico

Duas fungoes f: X — Re g : Y — R dizem-se semelhantes se existe um
difeomorfismo ¢: X — Y e uma constante ¢ € R tais que f =c+ go ¢.

Vamos dizer que f: (X,p) = (R,7) e g: (Y,q) — (R, s) sao localmente
semelhantes se existe um difeomorfismo local ¢: (X,p) ~ (Y,q) tal que
f=r—s+goa¢.
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3 3
Q7 ou @

3 3
Q) ou Q3

Figure 3.9: Superficies de nivel das formas quadraticas Q% em R3

Dada uma parametrizagio local ¢: (R",0) ~ (X, p) a fungao f: (R",0) —
(R,0), definida por f = —f(p) + f(¢(x)), diz-se um representante local de
AN

f na carta ¢! de X. A matriz ngfZ(O) diz-se a Hesstana de f no ponto p
relativa & carta ¢~ 1.

Proposicao 3.7.1. Sejam f : X — R uma fungao suave e p € X um ponto
critico de f. Todas as Hessianas de f em p relativas a diferentes cartas locais
sao semelhantes entre si.

Proof. Se g: (R™,0) — (R,0) e h: (R™,0) — (R, 0) s@o representantes locais
duma fungao f : (X,p) ~ (R,c), entao sdo localmente semelhantes entre
si. Seja ¢: (R",0) — (R™,0) um difeomorfismo local tal que g = h o ¢.
Derivando uma vez obtemos

Dgq(u) = Dhyz) (D (u)).
Derivando a segunda vez em x = 0, e usando que Dhg = 0,

D?go(u, u) = D*ho(Deo(u), Do (u)) +2£{9(D2¢0(U,U)) -
=0

Temos entao
D?go(u,u) = D*ho(Deo(u), Deo(u))



56 CHAPTER 3. CAMPOS

Em termos das matrizes Hessianas, esta relacao é equivalente a

0%g 0’h

TY I — TY "

w550 u= (Mu)" 5-5(0) (Mu)

onde M = 92(0). Logo 24(0) = MT2k(0) M. O

Sejam f: X — R uma fungao suave e p € X um ponto critico de f.

Definigao 3.7.1. Chama-se nulidade de f em p a nulidade de qualquer
matriz Hessiana de f em p. Analogamente, chama-se indice de f em p ao
indice de qualquer matriz Hessiana de f em p.

Pela proposicao anterior a nulidade e o indice sao independentes das
matrizes Hessianas. Vamos denoté-las respectivamente por nul(f, p) e ind(f, p).

Definicao 3.7.2. Um ponto critico p € X de f : X — R diz-se nao
degenerado se nul(f,p) = 0, o que equivale a dizer que qualquer das suas
matrizes Hessianas € nao degenerada.

Figure 3.10: A funcdo f : R? = R, f(z,y) := 2* — 62%y? + y* tem um ponto
critico degenerado na origem.

Proposicao 3.7.2. Seja f: X — R uma fungao suave e p € X. Entao p
é um ponto critico nao degenerado de f sse p é uma singularidade nao
degenerada de V f.

Proof. Seja f: (R™, p) — (R, f(p)) uma extensio local de f tal que p é um
ponto critico de f . A existéncia duma tal extensao é demonstrada a seguir no
Lema 3.7.1. Seja ¢: (R*,0) ~ (X, p) uma parametrizacio local da variedade
X. Seja g = —f(p) + f o ¢ a funcio representante local de f na carta ¢!
Finalmente, seja £ o campo gradiente V f.
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Temos para todo v € T, X,
§(x)-v=Vf(x)-v=VF(x) - v=Dfu(v).
Derivando em x = p obtemos
Dép(u) - v = D2 f,(u,v) .
Por outro lado, derivando g = const 4+ f o ¢ = const + f o ¢ temos

Dg,(v) = Df(z,(m)ngm(v) .

Derivando novamente em x = 0 vem

2 r3 ~
uTg g(O)v = D?go(u,v) = Df2(D¢o(u), Dgo(v)) + D f, D*¢po(u,v)
t ~—~

=0
= Dfy(Déo(u), Dgo(v)) = DEy(Depo(u)) - Deo(v) -
Desta férmula resulta a equivaléncia entre as afirmacgoes seguintes:
(i) A matriz g’—ig(()) ¢ nao degenerada, i.e., p é um ponto critico nao
degenerado de f;

(ii) D&y : TpX — T, X é um isomorfismo, i.e., p é uma singularidade nao
degenerada de £ = V f.

O

Lema 3.7.1. Sejam X C R" uma variedade, f : X — R uma funcao
suave e p € X um ponto critico de f. Entao existe uma extensao suave
f :U CR™ = R de f a uma vizinhanca aberta U C R" de p tal que p é um
ponto critico de f.

Proof. Comecemos por tomar uma extensao local f: (R, p) — (R, f(p)) de

f a uma vizinhanga de p. Seja h: (R",p) — (R"7* 0) uma submersio
definida numa vizinhanca de p, tal que nessa vizinhanca X = h~1(0).
Como Nuc(Dh,) = T,X, a restricdo da derivada Dh, a (T,X)* induz um
isomorfismo Dh,,: (T,X)* — R"*. Considerando a forma linear a: (T, X)* —
R definida por a(v) := Df,(v), existe w € R** tal que w - Dh,(v) = a(v),
para todo v € (T,X)'. Definindo f(z) := f(z) — w - h(z), f(z) é uma
extensao suave de f, numa vizinhanca de p onde f e h estao ambos definidos,
que satisfaz R .

Df,(v) = Dfy(v) = w - Dhy(v) =0,

para todo v € (T,X)*. Como para v € T, X, se tem D f,(v) = Df,(v) =0,
p é um ponto critico de f O
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Proposicao 3.7.3 (Lema de Morse). Sejam f: X — R uma fungao suave
e p € X um ponto critico ndo degenerado de f com ind(f,p) = k. Entao
f:(X,p) = (R, f(p)) é localmente semelhante a forma quadratica modelo

Qr: (R™,0) — (R,0).

Proof. Podemos supor que X é um aberto de R™ e que o ponto critico p é
a origem, p = 0, com f(0) = 0. Temos D fy = 0 porque p = 0 é um ponto
critico. Fixemos u € X e consideremos a curva y(t) := f(tu). Pelo Teorema
Fundamental do Calculo

fu) = f(u) = £(0) = ~(1) = ~(0)

- /Olfy’(t) dt:/ol D fru(u) dt

Fixamos u e t, consideremos a func¢ao h(s) := D fs4,(u). Aplicando de novo
o Teorema Fundamental do Célculo

Dfiu(u) = D fru(u) — D fo(u) = k(1) — h(0)
= Y = D2 u,u)ds
—/0 h(s)ds-/o t D fopu(u,u)ds .

Substituindo obtemos

1 pl
:/ / tDQfsm(u,u)dsdt:uTBuu,
o Jo

onde B, representa a matriz

Bu:/ / t@ (stu) dsdt .

A matriz Hessiana By = %%(0) é nao degenerada, pelo que B, é seme-
lhante a By, qualquer que seja u numa vizinhanga de 0 em R™. Isto significa
que existem matrizes invertiveis M, tais que B, = Mg By M,. Como a
funcao matricial v — B, é suave, a funcao u — M, também pode ser
escolhida suave e satisfazendo My = I (Exercicio 3.22). Definimos agora,

numa vizinhanga de 0 em R", ¢(u) = M, u. Com esta defini¢do temos
f(u) =u! Byu=u" MI By M, u
= (Myu)" By (Myu) = ¢(u)" By d(u) = Qpy(d(u)) -

Um célculo simples mostra que D¢o(v) = v. Logo D¢ é um isomorfismo e
pelo Teorema da Fungao Inversa ¢: (R™,0) — (R™,0) é um difeomorfismo
local. Concluimos assim que f: (R™,0) — (R,0) é localmente semelhante a
Qp,: (R",0) = (R, 0). Mas pelo Corolario 3.6.2 ja sabemos que @, : (R",0) —
(R,0) é localmente equivalente & forma modelo Q}, onde k = ind(By) =
ind(f,0). Logo f é localmente semelhante a Q}: (R",0) — (R,0). O
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O Lema de Morse da-nos a classificagao local completa das funcoes suaves
em pontos criticos nao degenerados.

3.8 Exercicios

Ex 3.1. Seja £: U — R™ um campo suave num aberto U C R" e X C U
uma subvariedade tal que £(x) € T, X para todo x € X. Mostre que o fluxo
do campo £ em U é uma extensao do fluxo do campo &|x € X*°(X).

Ex 3.2. Seja £ € X*°(X) e p € X um ponto regular, i.e., {(p) # 0. Mostre
que (&, p) é localmente equivalente a um campo constante.

Sugestao: Tome uma subvariedade ¥ C X com dim(X) = dim(X) — 1 tal
que p € % e &(p) € T,X1. Seja ¢: D — X o fluxo méximo de ¢ e tome
e > 0 tal que | — €,¢[xX C D. Considere o campo constante n = (1,0) na
variedade produto | — €, e[XX e mostre que p.n = &.

Ex 3.3. Seja X C R™ uma variedade. Dado um campo tangente £ € X*°(X),
mostre que a derivada D§, : T,X — R" satisfaz DE,(T,X) C T, X em toda
a singularidade p € X.

Sugestao: Para cada campo v € XP°(X), derive a relacao v(z) - {(x) = 0
na singularidade p.

Ex 3.4. Prove a Proposicao 3.3.1. Conclida que tanto a equivaléncia como
a equivaléncia local entre campos de vectores sao relagoes de equivaléncia.

Ex 3.5. Sejam £ € X*°(X) e n € X*°(Y) dois campos de vectores nas vari-
edades X e Y, com singularidades nos pontos p € X e ¢ € Y respectivamente.
Mostre que se (§,p) ~ (1, q) entdo os endomorfismos D¢, : T, X — T, X e
Dny - T;Y — T,Y sao conjugados.

Ex 3.6. Dada uma variedade X C R™ com dim(X) = k, mostre que para
cada p € X existe um aberto U C R" com p € U e existem campos suaves
{&,.. ., & C X®(X NU) tais que {&1(2), ..., &k(z)} é uma base de T, X
paratodox € X NU.

Sugestdo: Considere uma parametrizacio local ¢ : (R¥,0) ~ (X,p) e a
familia de campos de vectores obtidos por push-forward

99

Lo 1<i<k
8xj0¢ <j<

gj = ¢*€j =

dos campos constantes e; em RE.

Ex 3.7. Mostre que se X C R" é uma variedade de dimensao k < n entao
TX' é uma variedade de dimensao n.
Sugestao: Suponha que dim(X) = k. Localmente, X é o nivel X NU =
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f~Y(c) dum valor regular ¢ por funcdo suave f: U — R" ¥ definida num
aberto U C R™. Sobre o aberto U tome uma familia de campos de vectores
{&,.. & C X°(X NU) tais que {&1(x),...,&(x)} é uma base de T, X,
qualquer que seja x € X NU.

Definindo a aplicacdo suave F: U x R* = R" % x R

F(:c,v) = (f(.%'),gl(.’ﬂ) "Uy . 7€k(‘r) ’ 1))

k

mostre que
T(XNU)t =F1(c0),

onde (¢,0) é um valor regular do mapa F'.

Ex 3.8. Dado um espago Euclideano V' e uma aplicagao linear A: V — R
mostre que existe um tnico u € V' tal que A(v) = u - v para todo v € V.
Sugestao: Mostre que a aplicacao linear A: V — V* u+— Ay, onde A\, € a
forma definida por A\, (v) := u - v, é um isomorfismo.

Ex 3.9. Sejam ¢: X — Y um difeomorfismo e f: Y — R uma funcao suave.
Mostre que para todo = € X,

V(fo¢)(x) = (Do) "V [f(o(x)),
onde (D¢y)*: Tyy)Y — T, X representa a adjunta de Dy To X — Ty)Y.

Ex 3.10. Seja Mat,, o espago das matrizes reais n X n, Matf; o subespago
das matrizes simétricas (AT = A), e Matf o subespago das matrizes anti-
simétricas (AT = —A). Mostre que Mat,, = Mat> @ Mat?.

Sugestao: A= # + A}i

Ex 3.11. Seja Q,, := Q(R") o espago das formas quadraticas em R", Mostre
que Q : Mat, — Q,, A — Qa, onde Qa(z) = 27 Az, 6 uma aplicacio
linear sobrejectiva cujo nticleo é o subespaco Matf, e que a restricao de
Qlpats Mat? — Q,, é um isomorfismo.

Ex 3.12. Analise o comportamento “critico” das seguintes funcoes de R?
em R na origem. E um ponto critico nao degenerado? E isolado? E um
maximo ou um minimo local? Qual o seu indice e a nulidade?

(a) flz,y) =2 +4y°

(b) flz,y) =2 —2zy+y°

(¢) flz,y)=a>+y*

(d) flz,y) =22+ 11y +y?/2+ 25
) flz,y)

(e
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Ex 3.13. Prove o Lema de Morse para fungoes f : R — R.
Sugestao: Use o seguinte lema elementar de Calculo. Dada uma funcao
f R —= R de classe C*°, e um ponto a € R, definindo g : R — R,

1,1
g(z) = / / tf'(a+ts(z—a))dsdt,
0o Jo
g € uma funcao de classe C*° tal que para todo = € R,

f(z) = fa) + f'(a) (x —a) + (z — a)* g(x) .

Ex 3.14. Seja Q4 : R® — R uma forma quadratica associada a matriz
simétrica A. Mostre que:

(a) Nuc(A) é o conjunto dos pontos criticos de @ 4.
(b) 2 A é a matriz Hessiana de Q4 em todos os pontos € R™.
(c) os pontos criticos de @4 s@o nao degenerados sse nul(Q4) = 0.

Ex 3.15. Método dos Multiplicadores de Lagrange. Sejam f : U —
R % e g:U — R duas funcoes suaves definidas sobre um aberto U C R,
¢ € R" ¥ um valor regular de f, e X~ f~!(c). Mostre que p € U é um ponto
critico de g|x : X — R sse existem escalares Aq,..., A, € R tais que

vIp) =M vV ip)+ o+ Ak V fak(p) -

Por outras palavras, os pontos criticos de g|x : X — R s@o as solugoes
do seguinte sistema de n + (n — k) equagdes nas n + (n — k) varidveis
(.1‘1, cee s T,y )\1, ey )\n—k’):

fl(w):fz(xlb,wn) = ¢ para 1=1,---,n—k
)\1%(&3)4—...—%)\114@ f;’;;k(x) = 8875;(37) para j=1,---,n

Sugestao: Observe que é equivalente dizer que p é um ponto critico de
glx : X = R, dizer que Dg, = 0 sobre T, X, e dizer que 5/g(p) € TpLX.

Ex 3.16. Considere o elipséide E = {(z,y,2) € R? : 22+y*+22 = 1}. Ache
os pontos criticos da fungdo f: E — R, f(z,y,2) = —2% + 2y% — 2yz + 22°.
Determine os respectivos indices.

Chama-se espaco euclideano a um espago linear £ munido dum produto
interno. Seja E um espaco euclideano. Um operador L : F — E dizse
simétrico, ou auto-adjunto, sse u - L(v) = L(u) - v, quaisquer que sejam
u, v € E.

Ex 3.17. Mostre que um operador L : E — FE é simétrico sse a sua matriz
relativa a uma base ortonormada for simétrica.
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Dado um operador simétrico L : £ — FE num espago euclideano F, a
funcao Qr : F — R, Qr(z) = x - L(z) diz-se uma forma quadrdtica.

Ex 3.18. Considere a esfera S = {z € E : ||z]|? = x-2 = 1}. Dado um
operador simétrico L : E — E, mostre que os vectores préprios de L com
norma um sao os pontos criticos de Qr|s : S — R, e que os valores proprios
de L sao os valores criticos de Qp|s : S — R. Deduza que L : E — E tem
pelo menos um valor proéprio.

Ex 3.19. Seja L : E — E um operador simétrico, e u € E um vector
préprio de L. Mostre que F = {u}* é um subespaco L-invariante, i.c.,
L(F) C F, e que a restrigdo L|p : F — F é um novo operador simétrico tal
que Qr(r) = Q. (v) para todo x € F.

Ex 3.20. Mostre (por inducao na dimensao de E) que todo o operador
simétrico L : E — F admite uma base ortonormada de vectores préprios.
Sugestao: Use os dois exercicios anteriores.

Ex 3.21. Mostre que o grupo ortogonal
O, := {M € Mat,(R): MTM = I}

é uma variedade de dimensao W tal que 170,, = Mat;?.
Ex 3.22. Dada A € Mat’ com ind(Q4) = k e nul(Q4) = 0 mostre que existe
uma vizinhanca U C Mat? de A e uma funcio suave M: U — Mat,(R),
B — Mp, tal que My =1 e Qp(Mpx) = Q}(x) para todo B € U, sendo
Mp uma matriz invertivel.
Sugestao: Observe que basta provar este resultado para uma qualquer
matriz particular com indice k e nulidade 0. Suponha que A = Diag(a) é
uma matriz diagonal coma € R" e a1 < ... < ar <0 < agy1 < ... < ap.
Aplique o Teorema da funcao implicita & funcao F': Matﬁ x R" x O, —
Mat?, F(B,z,R) := B — RDiag(z) R no ponto (B, z,R) = (A,a,I) para
encontrar fungoes z(B) e Rp tais que para todo B € Mat? numa vizinhanca
de A

(Rp)" BRp = Diag(x(B)).

Finalmente defina

1 1
MB = RB Dlag <|$1(B)|_§7 R |$n(B)|_§) '



Chapter 4

Variedades com Bordo

Neste capitulo introduzimos uma classe mais ampla de variedades, ditas
variedades com bordo, que inclui modelos como a bola fechada

B" :={(x1,...,2n) ER": g 4+ - 422 < 1}
e o hemisfério
ST = {(z1,...,my) ER™: 2+ -+ 22 =1, 21 >0}

Por outro lado esta classe de variedades com bordo inclui as variedades
usuais, ditas sem bordo, para as quais o bordo é o conjunto vazio.
4.1 Variedades com bordo
Definimos o semi-espaco,

H'={zeR" : 21 >0}.

Definicao 4.1.1. Dizemos que X C R™ ¢ uma variedade com bordo de
dimensdao n se para cada x € X, (X,z) ~ (R",0) ou (X,z) ~ (H",0).
Proposicao 4.1.1. (R™,0) % (H"™,0).

Proof. De facto, se tivéssemos (R™,0) ~ (H™,0), H" seria uma variedade
de dimensdao n em R"™. Como as variedades de dimensao n em R™ sdo os
conjuntos abertos, H™ teria de ser um conjunto aberto. Logo, porque H"
nao é aberto, (R™,0) nao pode ser localmente difeomorfo a (H™,0). O

Definicao 4.1.2. Define-se o bordo de X como
0X ={ze X : (X,x)~(H",0)}.

Os pontos em X \ 0X dizem-se interiores a X.

63
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Figure 4.1: variedade com bordo

Exemplo 4.1.1. O semi-espaco H" é uma variedade com bordo, e

OH" = {z € R": z; = 0} = {0} x R"" 1.

Proposicao 4.1.2. Se X é uma variedade com bordo de dimensao n, entao
0X é uma variedade sem bordo de dimensao n — 1.

Proof. Dado p € 0X, tomemos uma parametrizagao ¢ : (R",0) ~ (X,p).
Suponhamos que ¢ : U — V é um difeomorfismo entre um aberto U de H"
contendo 0, e um aberto V' de X contendo p. Paracadaz € U, ¢ : (H",z) ~
(X, #(x)). Definindo U’ = U N {0} x R", temos (H",r) ~ (H",0) sse
x € U'. Logo, como o difeomorfismo ¢ transforma pontos x € U tais que
(H",z) ~ (H™,0), em pontos z € X tais que (X,z) ~ (H",0), temos
#(U") =V NIX, o que prova que (R*~1 0) ~ (0X, p). O

Uma variedade X diz-se fechada se for compacta e e sem bordo.

Proposicao 4.1.3. Se X é uma variedade com bordo entdao 90X é fechado
em X. Em particular, se X é compacta entdo X é uma variedade fechada.

Proof. Basta-nos ver que X \ 0X é aberto em X. Dado p € X \ 90X, existe
uma carta ¢ : (X,p) ~ (R",0). Seja U o dominio do difeomorfismo ¢.
Entao para cada z € U, ¢ : (X, z) ~ (R", ¢(x)) ~ (R™,0), o que mostra que
UCX\0X. Logo X \ 0X é aberto. O
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Seja Ry := [0, +o0l.

Definicao 4.1.3. Dada X C RY wvariedade com bordo e p € 0X, um vector
v € RV diz-se estritamente tangente a (X,p) se existir uma curva suave
a: (Ry,0) — (X,p) tal que o/(0) = v. Definimos

Tp+X = {v e RN : v ¢ estritamente tangente a (X,p)}.

Designamos por T, X o subespaco linear gerado por TI;LX.

Observacgao 4.1.1. ToH" =R" e TO+H" = H" (Ezercicio 4.1).
Pela proposicao seguinte T; X é um semi-espacgo isomorfo a H™.
Proposicao 4.1.4. Seja X uma variedade com bordo.

(a) Sepe X\0X e ¢: (R",0)

~ (X,p) for uma parametrizacao local
entao T,7 X = T, X = D¢o(R").

(b) Sepe€dX e¢p: (H"0) ~ (X,p) for uma parametrizacao local entao
THX = Deo(H") e T,X = Dgo(R™).

Proof. A alinea (a) segue da Proposicao 1.1.2.

Vejamos agora a alinea (b). Dado um vector v € H™ consideremos a
curva o(t) = ¢(tv) definida para t > 0. Entao a(0) = ¢(0) = p e como esta
curva toma valores em X, o/(0) = Deo(v) € T,F X. Logo Dgo(H™) C T,f X.

Reciprocamente, dado v € T; X existe uma curva a: (Ry,0) — (X, p)
tal que v = o/(0). Definindo B(t) = ¢ (a(t)) temos que B: (Ry,0) —
(H™,0) é uma curva suave com valores em H". Como H" é um cone convexo
temos w = '(0) € H". Logo, como «(t) = ¢(f(t)), derivando obtemos

v =0a'(0) = Dgo(5'(0)) = Dgo(w) € Deo(H"),

o que estabelece a inclusao T,7 X C Dgo(H™). O

Proposigao 4.1.5. Sejam X uma variedade (sem bordo) com dim(X) > 1
e f: X — R uma fungao suave. Se ¢ € R for um valor regular na imagem de
f entdo X. = f~![c, +o0[ é uma variedade com bordo tal que 0X. = f~!(c).
Além disso para cada p € 9X,, tem-se

T,0X. ={veT,X : Dfy(v)=0}

TyX.={veTyX : Dfy(v) >0}
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Proof. Seja p € X.. Tomemos uma carta local ¢ : (X,p) ~ (R™,0). Se
f(p) > c entdao X, é uma vizinhanga de p em X, pelo que (X, p) ~ (X,p) ~
(R™,0).

Caso f(p) = ¢, como p é regular, pelo Teorema 2.1.1 alinea (b), existem
difeomorfismos locais ¢ : (X,p) ~ (R",0) e ¢ : (R,¢) ~ (R,0) tais que o
diagrama seguinte

(X,p) —1= (R,0)

al v

(ano) T> (Rv 0)
comuta, com 7(x1,...,T,) := x1. Sem perda de generalidade podemos supor
que ¢ : (R, ¢) >~ (R, 0) é estritamente crescente. De facto como o f =7mo¢
implica que (=) o f = 7w o (—¢), podemos sempre substituir ¢ por —¢ e ¢
por —¢ de modo a garantir que 1) seja estritamente crescente.
Da comutatividade do diagrama acima segue que

f@)zce o(f(z))
f@)=ce  o(f(z))

Y

0 <
0 <

Logo ¢ transforma (localmente) X. em H™, o que implica que ¢ :
(X¢,p) =~ (H™,0). Finalmente, como 9’(c) > 0,

T Xe=D(¢™")o(H")
= (D¢p) ' (Do) ([0, +00]))

O

O conceito de campo normal exterior introduzido a seguir serd fundamental
no Capitulo 6 (sobre orientagoes) para induzir uma orientacdo no bordo
duma variedade orientada com bordo.

Teorema 4.1.1 (Existéncia do campo normal exterior). Seja X C R" uma
variedade com bordo. Existe um tnico campo suave & sobre 90X tal que
para todo o p € 0X:

(a) &(p) €T,X e &(p) ¢ T X,
(b) &(p) € (T,0X)*,
(c) €@ =1.
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Figure 4.2: Campo normal exterior ao bordo

Proof. Dada uma carta local ¢ : (X,p) — (H",0) definida numa vizinhanga
aberta U C X de p , seja f, : U — R a funcdo fy(x) = ¢1(x), onde
¢1(z) designa a primeira componente do vector ¢(x) € R™. Como ¢ é um
difeomorfismo local em U, temos Vfs # 0 em U, pelo que 0 é um nivel

regular de f, tal que U = (f,)"1([0,+oc]) e X NU = (f3)*(0). Em

0X NU definimos {y(x) := —”gfc:%, onde V f4(x) representa o gradiente

de f4 na variedade X, i.e., a projeccao ortogonal sobre T, X do gradiente
duma extensao local de f, a um aberto do espaco ambiente. A expressao
explicita usada para definir £, mostra que este campo ¢ suave. Por outro
lado, este campo satisfaz as condigoes (1), (2) e (3) acima, que o determinam
univocamente. Logo, os vérios campos locais £ colam num unico campo
suave definido globalmente. O

Este campo cuja existéncia e unicidade acabdmos de establecer diz-se o
campo normal exterior ao longo de 0.X.

4.2 Teorema dos niveis regulares com bordo

O teorema seguinte estende o Teorema 1.2.3 a niveis regulares de variedades
com bordo. Ele serd fundamental na elaboracao da Teoria do Grau de
Brouwer, no Capitulo 10.

Teorema 4.2.1 (Niveis regulares). Sejam X, Y duas variedades, X com
bordo e Y sem bordo tais que dim(X) > dim(Y'). Se ¢ € Y for um valor
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regular de f: X — Y ede flopx : X — Y tal que f~1(c) # 0 entdo f~1(c)
é uma variedade com bordo de dimensao igual a dim(X) — dim(Y") tal que

of )= f )N oX.

Figure 4.3: Niveis regulares com bordo

Proof. Seja p € f~1(c). Vamos supor que dim(X) = n e dim(Y) = n — k.
Aplicando o Teorema 1.2.3 a restricao de f a variedade sem bordo X \ 90X,
temos

(1) (X,p) = (R™0) = (f}(c)p) =~ (R",0).
Vamos agora mostrar que

(2) (X,p)=(H",0) = (f7'(c),p)=(H",0).

Observemos que (1) e (2) juntos mostram que f~'(c) é uma variedade com
bordo, de dimensdo k em todos os pontos. Vejamos agora que df'(c) =
Y e)NoX. Dado p € f~(c) N IX, temos p € IX, pelo que (X,p) ~
(H™,0). Por (2) segue que (f~!(c),p) ~ (H*,0), o que implica p € df ! (c).
Logo, df~(c) D f~'(c) N dX. Reciprocamente, dado p € df*(c), é claro
que p € f~!(c). Suponhamos, por absurdo, que p ¢ dX. Entao (X,p) ~
(R™,0), e segue por (1) que (f~(c),p) ~ (R¥,0). Este facto implica que p ¢
df~Y(c), em contradigio com a hipdtese feita. Logo, df1(c) C f~1(c)NX.

Vamos agora provar (2). Seja p € f~!(c) tal que (X,p) ~ (H",0). A
demonstracao baseia-se na existéncia do seguinte diagrama comutativo,

(X,p) —I= (Y,0)

wl b

onde:
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(a) ¥:(X,p)~(H",0) e :(Y,c)~(H",0) representam cartas locais das
variedades X e Y nos pontos p e c respectivamente;

(b) f:U C H" — R*" ¥ ¢ um representante local de f nestas cartas,
sendo U um aberto de H" tal que 0 € U;

(C) ¢ :UCH" — Hna ¢($17"'axn) = (xla"'7:L‘k7f(x1a"'7$n));
(d) m:H" — R* % é a projeccio m(z1,...2n) = (That, .., Tn).

E claro que ¢(U) € H" e f = o ¢. Vamos mostrar a seguir que, a
menos duma re-ordenagao das varidveis (xg, ..., zy), D¢g é um isomorfismo.
Pelo Teorema da Funcao Inversa, seguird que ¢ é um difeomorfismo local
numa vizinhanca da origem. Logo

1oy o) &

(f7He),p) = (F71(0),0) = (x71(0),0) = (H",0) .

Para mostrar que D¢g é um isomorfismo, consideremos a derivada

oo, [ 1] 0
&U@)—[ . M(O)]~

8(xk+1...,mn)

Sabemos, por hipGtese, que p é um ponto regular de flox : 0X — Y.
Logo, 0 € OH™ ¢ um ponto regular de flopn : UNOH" — R™*. Como
OH™ ~ R"1, e esta restricdo é o mapa (0,22,...,7,) = f(0,22,...,2n),

segue que a matriz Jacobiana %(O) tem caracteristica n —k. Assim

esta matriz tem pelo menos n — k colunas linearmente independentes. A

menos de re-ordenar as variaveis (x2, ..., x,) podemos supor que as ultimas

n — k colunas sao linearmente independentes. Isto implica que det %(0) =
8(.f17"'7fn—k‘)

det | Gttt 0)] 2 0. 0

£

Figure 4.4: Exemplo onde falha a conclusao do Teorema 4.2.1
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Exemplo 4.2.1. A funcio f: H> = R, f(z,y) := (x—1)>+y?, tem apenas
o wvalor critico 0 associado ao ponto critico p = (1,0). Logo 1 é um wvalor
reqular de f que corresponde ao nivel representado na Figura 4.4. Neste
exemplo a conclusao do Teorema 4.2.1 falha:

o7 (1) =0 # {(0,0)} = f~'(1) N IX.

No entanto, como 1 é um valor critico da restricdo flop2 : OH?> — R, o
teorema nao pode ser aplicado.

4.3 Vizinhancas tubulares

O conceito de vizinhanga tubular de uma variedade compacta e sem bordo
X, que vamos agora introduzir, serd usado nos capitulos 5 (transversalidade)
e 8 (homotopia) como uma técnica para perturbar explicitamente mapas que
tenham valores na variedade X.

Dada uma variedade X C R", chama-se fibrado normal de X a

TXt ={(z,v) eER"xR" : 2 € X, ve T, X }.

Este subconjunto de R?" ¢ uma variedade de dimensdo n (Exercicio 3.7)
contendo a cépia de X x {0} de X. A variedade TX* serd usada como
modelo para a geometria do ambiente R™ numa vizinhanca da variedade
X. Nos pontos (p,0) € X x {0}, tem-se T(,,)(TX") = T,X x T;-X,
(Exercicio 4.4). Consideremos agora o mapa

E:TXt 5 R", E(z,v)=z+wv,

que projecta TX' no ambiente R”, transformando X x {0} em X. Como
este mapa é a restricdo duma funcdo linear em R?", a sua derivada nos
pontos (p,0) € X x {0} é dada por

DE(p,O) . T(p,O) (TXJ_) — Rn DE(p,O) ('LL, ’U) =u—+v.
Esta derivada é um isomorfismo linear porque R" = T, X & Tle,

Para cada ¢ > 0 definimos

T.X+ = {(z,0) €TX> : |jv]| <e} e
ViX) = {zeR": disty(z) <e},

onde disty: R — R ¢ a funcao

distx (x) := inf ||z —y]| .
yeX
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Teorema 4.3.1 (Existéncia duma Vizinhanga Tubular). Dada uma variedade
compacta sem bordo X C R" existem ¢ >0 e 7: V.(X) — X tais que

1) O mapa E: T.X+ — V(X) é um difeomorfismo;
Ve(X) é uma variedade com bordo;
3) A funcdo x ~ distx (x)? é suave em V (X);

)
)
4) 7 é uma submersao suave;
5) m é uma projecc¢ao, i.e., m(x) = x para todo x € X;
)

6) v —m(z) € T

()

X para todo z € Ve (X);

(7) distx(x) = ||z — w(x)||, para todo z € V(X).

Diremos que V (X) é uma vizinhanca tubular de X para exprimir que o
raio € > 0 satisfaz todas as conclusoes deste teorema.

T'x

0L 10

&~
S

Ve (X)

Figure 4.5: Vizinhanga tubular

Proof. (1) Por definicio é ébvio que E(T.X ') C V.(X), qualquer que seja
€ > 0. Como DE, ) ¢ um isomorfismo em todos os pontos (p,0) € X x {0},
existe € > 0 tal que E|q, x1: T.X+ — Ve(X) é um difeomorfismo local. Esta
restrigdo é, portanto, localmente injectiva. Fazendo € > 0 ainda menor, se
necessario, podemos supor que se E(z,v) = E(y,w), com (x,v), (y,w) €
T.X* mas (z,v) # (y,w), entdo ||z —y|| > €. Suponhamos, por absurdo,
que esta restricao nao ¢é injectiva para nenhum e > 0. Entao, para cada
inteiro n > 1 existem pontos (n, vn), (Yn, wn) € Tl/nXL tais que (xy,vy) #
(Yn,wn) € E(xn,vn) = E(yn,w,). Observemos que pela injectividade local
de E se tem ||z, — yn|| > €. Os vectores wy, € v, tendem para 0, porque tém
norma menor ou igual a 1/n. Por compacidade de X extraindo subsucessoes
convergentes de x,, e ¥, podemos logo assumir que z,, — = e y, — y. Logo,

= FE(z,0) = lim E(x,,v,) = lim E(yp,w,) = E(y,0) =y

n—o0 n—oo
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enquanto por outro lado ||z — y|| = limy e ||[2n — yn|| > €. Deste absurdo,
concluimos que a restricdo de E a uma vizinhanca aberta de T.X* tem de
ser injectiva para algum e > 0 suficientemente pequeno. Pelo Teorema 1.3.1
a inversa desta restricao de E é suave por se tratar dum difeomorfismo
local sobre um aberto de R"™. Logo Bl y.: T.X+ — E(T.X') é um
difeomorfismo global.

Vejamos agora que V.(X) C E(T.X*). Dado p € V.(X), minimizemos
a funcdo g(z) = ||p — || sobre a variedade compacta X. Seja ¢ um ponto
de minimo absoluto de g(x). Derivando em ¢ a extensao quadrética g(z) =
|p—z||? de g a R™ temos /g, = 2(p — q) € T,X+. Como [|p—q| =
distx (p) < €, segue que

p=q+(p—q) =Elgp—q) € B(T.X").
Logo V.(X) C E(T.X"), o que encerra a prova de (1).

(2) Consideremos agora a fungdo suave h : TX+ — R, h(z,v) = |jv||%.
O tinico valor critico da fungdo h é 0. Como T. X+ = h~!] — oo, €, pela
Proposicao 4.1.5, T.X*+ é uma variedade com bordo. Logo, V.(X), que é
difeomorfo a T. X1, é também uma variedade com bordo.

(3) A fungdo distx(x)? é suave em V.(X) porque o argumento anterior
mostra que distx(p)? = h o E~1(p), para todo p € V.(X).

(4) Definimos 7 : V.(X) — X, pondo 7 = po E~! onde # : TX+ — X
é a projeccao 7(z,v) = . Como 7 é uma submersao, 7 também é.

(5) O mapa 7 é tal que 7(x,0) = x, e 0 mesmo acontece com o mapa F
que também satisfaz E(x,0) = x, qualquer que seja z € X. Logo, para todo
r € X, tem-se 7(r) = 7o E~Y(x) = #(z,0) = 2.

(6) O argumento usado na prova do facto (1) mostra que dado p € V¢ (X)
existe ¢ € X tal que (¢,p — q) € T.X+. Logo, E~Y(p) = (¢,p — q), e
7(p) = #(q,p — q) = ¢, donde p — w(p) = p — g € Ty, X+ = T,y X+

(7) Finalmente, tendo em conta que o ponto ¢ € X foi encontrado
minimizando a distancia a X, distx(p) = [|[p — q|| = |[p — 7(p)||- O

4.4 Exercicios

Ex 4.1. Mostre que o semi-espaco H™ é uma variedade com bordo, e
OH" = {x € R": 2y = 0} = {0} x R,

Veja ainda que TyH" = R", TS H" = H" e Ty0H™ = {0} x R"L.
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Ex 4.2. Seja f : H> — R a fungdo f(x,y) := 2% + (y — 1)%. Veja que:
(a) 0 é o tnico valor critico de f, associado ao ponto critico p = (0, 1);
(b) f~1(1) é uma variedade sem bordo, i.e., df~1(1) = 0;

(c) fH(1)NnoxX ={(0,0)}.

Ex 4.3. Sejam X uma variedade sem bordo, ® = (f,g) : X — R uma
funcdo suave, ¢ € R um valor regularde g: X - R e X.=g ![c,+o0[a
correspondente variedade com bordo. Mostre que f~1(¢')NdX. = ®~1(c, c)
e que dado ¢’ € R sao equivalentes as afirmacoes:

(a) (c,c) é um valor regular de ® : X — R2,

(b) ¢ é um valor regular de f|sx, : 0X. — R.

Ex 4.4. Mostre que T{, o) (TX+) = T, X xT, X+ e que DE, ) : T(0)(TX ")
R™ ¢é o isomorfismo linear DFE, )(u,v) = u + v, para todo o ponto p € X.
Sugestao: Pelo Exercicio 3.7 temos localmente TX+ = F~1(c, 0), pelo que

Te)(TXF) = Nuc(DF, ).

Ex 4.5. Sejam X C R" uma variedade e p € R"™. Mostre que os pontos
criticos da funcio p, : X — R, py(x) = ||z — p||?, sdo os pontos = € X tais
que x —p € TpJ-X.

Nos quatro problemas seguintes W é um espaco vectorial real de dimensao
finita e f : W x X — R uma func¢ao suave que pode ser identificada com
a famila de funcoes f, : X — R indexadas em w € W, definida por
fw(z) := f(w,z). Nestes problemas W, :={w e W : |Jw|| < e}.

Ex 4.6. Mostre que se p € X é um ponto critico nao degenerado de fy entao
existe € > 0, e uma funcao suave p : W, — X tal que para cada w € W,
p(w) é o tnico ponto critico de f,, préximo de p.

A funcao w — p(w) é dita a continuacdo analitica do ponto critico p.
Sugestao: Considere um representante do mapa f numa carta local de X
e aplique o Teorema da Funcao Implicita.

Ex 4.7. Mostre a seguinte formula de derivagao para a funcao wvalor critico
A: W, =R, A(w) := f(w,p(w)): Vv e W, wy € W,

(D A)wy (v) = DLf(w, p(wo)) Jw=uw, (v)-
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Ex 4.8. Sejam X C R™ uma variedade sem bordo, fp : X — R uma fungao
suave e W um espago vectorial de dimensao finita consistindo de fungoes
polinomiais @ : R" — R. Definindo f : WxX — R, f(Q,z) := fo(z)+Q(z),
considere um ponto critico nao degenerado pg € X de fy, a continuagao
analitica p : W, — X de pg, definida Exercicio 4.6, e a fungao A : W, — R,
A(Q) = f(Q,p(Q)) do Exercicio 4.7. Mostre que VQ € W, V € W.

(DA)Q(V) = V(H(Q))-

Ex 4.9. Mostre que se a variedade X é compacta e fy é uma fungao com
N pontos criticos, todos nao degenerados, entao para € > 0 suficientemente
pequeno existem funcoes suaves p; : W, — X, ¢ = 1,..., N, tais que para
cadaw € We, f, é uma fungao com N pontos criticos { pi(w), ..., py(w)},
todos nao degenerados.

Ex 4.10. Sejam X uma variedade sem bordo, f : X — R uma fungao tal
que f~'a,b] é um conjunto compacto, e £ € X°°(X) um campo de suporte
compacto tal que

(a) Vf(x)-&(x) >0, VeeX,

(b) Vf(z) &(x)=1, Vo€ [ [a,b],
Finalmente, seja ¢! o fluxo do campo &. Mostre que:
(a) f ndo tem pontos criticos em f~[a, b].

(b) t— f(¢'(x)) é uma fungao crescente, Vr € X.

(c) @' (f~Ya,+o00)) = f~la +t,+o0), para cada t > 0 tal que a +t < b.

Sugestao: Veja que f(¢!(z)) = f(x) +t, quaisquer que sejam a <
f(z) <b, e t>0tal que f(z)+t<b

Ex 4.11. Seja f: X — Y um mapa suave entre variedades compactas,
Y sem bordo . Dado £ € X*°(Y) mostre que existe uma aplicacao suave

f:]—0,0[xX — Y tal que para todo z € X,

(a) f(0,2) = f(a),
(b) 2(0,2) = &(f(2)).

Sugestao: Use o teorema da vizinhanga tubular para construir uma familia
a um parametro fy(z) = f(t,x) de perturbagdes do mapa f: X — Y na
direccao do campo de vectores £ tangente a Y.
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Transversalidade

Sejam Y e Z duas subvariedades duma variedade X que se intersectam
num ponto p € Y N Z. Esta interseccao diz-se robusta em X quando
quaisquer perturbagoes Y ¢ X e Z C X suficientemente préximas de YV
e Z respectivamente se intersectarem num ponto p € Y NZ préximo de p. O
conceito de transversalidade que iremos introduzir e estudar neste capitulo,
encapsula esta ideia intuitiva de interseccao robusta.

5.1 Teorema de Sard

O Teorema de Sard é um ingrediente fundamental na caracterizacao da
transversalidade.
Dado um mapa suave f : X" — Y* definimos

C(f):={x € X": rank(Df,;) < k}.

Teorema 5.1.1 (Sard). Dado um mapa suave f: X" — Y* o conjunto
f(C(f)) de medida nula em Y*.

Dizemos que um subconjunto A C X" tem medida nula numa variedade
X™ se A tiver medida nula em todas as cartas locais de X™. Por outras
palavras, qualquer que seja ¢ : U C X™ — R™ carta local de X", p(ANU)
deve ter medida nula em R™.

Recordemos que um conjunto A C R™ tem medida nula em R™ se para
cada € > 0 existe uma familia numerédvel de rectangulos {R;};cn tal que
A C UjenRi e D ey voln(R;) < €. Por rectangulo entenda-se qualquer
produto de intervalos fechados R = [a1,b1] X ... X [an, by]. Por fim, chama-
se volume n-dimensional do rectangulo R ao produto

n

volp(R) = [ [ (b — @) -

i=1

75
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Pelo Teorema de integracao por mudanga de varidveis, difeomorfismos de
classe C! de R" em R" transformam conjuntos de medida nula em conjuntos
de medida nula (Exercicio 5.2). Logo, se um conjunto A C X" for coberto
pelos dominios U e V' de duas cartas ¢ : U — R* ey : V — R" | entao
¢(A) tem medida nula sse ¥(A) tem medida nula. Observe que ¥(A) é a
imagem de ¢(A) pelo difeomorfismo de mudanca de coordenadas v o ¢~ L.

()

IR_"

Figure 5.1: Ter medida nula independe das cartas

Proposicao 5.1.1. Seja {¢; : U; — R"};c; um atlas da variedade X™.
Dado A C X", se para todo i € I, ¢;(ANU;) tem medida nula em R"
entdo A tem medida nula em X™.

Proof. Exercicio 5.1. O
Vejamos agora dois corolarios do Teorema de Sard.

Coroldrio 5.1.1. Se n < k, para todo o mapa suave f: X" — Y% o
conjunto f(X") tem medida nula em Y*.

Proof. Neste caso, rank(D f,) < n, para todo z € X". Logo C(f) = X", e,
pelo Teorema de Sard, f(X") = f(C(f)) tem medida nula. O

Corolério 5.1.2. Dado um mapa suave f: X™ — Y* o conjunto dos valores
criticos de f tem medida nula.

Proof. Se n < k entdo f(X") tem medida nula em Y* e este conjunto
contém todos os valores criticos de f. No caso n > k, C(f) = {z €
X" @ rank(Df;) < k} ¢é exactamente o conjunto dos pontos criticos de
f, enquanto f(C(f)) é o conjunto dos valores criticos de f. O
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Observagao 5.1.1. Pelo Exercicio 2.11 o conjunto Crit(f) de todos os
pontos criticos de f : X — Y ¢é fechado em X. Se X for compacta
entao f(Crit(f)) € compacto, pelo que o conjunto Y \ f(Crit(f)) dos valores
requlares de f € aberto em'Y (Ezercicio 5.9).

Observacgao 5.1.2. O Teorema principal desta sec¢ao foi demonstrado em
1942 pelo matemdtico americano Arthur Sard. A sua conclusao permanece
vdlida, mais geralmente, para mapas de classe CT f : X" — YF* onde r > 1
e r>n—k-+1.

5.1.1 Esbogo da Prova do Teorema de Sard

Comecemos por notar que basta demonstrar que para cada p € X" existe
um aberto U, C X" com p € U, tal que f(C(f) N Up) tem medida nula.
De facto podemos cobrir X™ com um atlas cujas cartas tenham dominios
contidos nos abertos Up. A imagem do conjunto C(f) nessas cartas tem
medida nula. Logo, pela Proposigao 5.1.1, f(C(f)) tem medida nula.

Como a condigao acima é local podemos sem perda de generalidade supor
que f: D — R¥ é uma funcao suave definida num dominio aberto D C R™.

Vamos aqui esbogar a demonstracao em trés casos apenas. A prova geral
pode ser lida no livro [17] de J.Milnor, ou ainda no apéndice I do livro [5]
de V. Guillemin e A. Polack. O presente esbogo de prova estd baseado no
argumento de J. Milnor.

Dada uma funcao f: D C R® — R de classe C" e um inteiro r € N
definimos

Cy(f)={zeD:Df,=0,D*f,=0,...,D"f, =0}.

Lema 5.1.1. Se f: D C R® — R* é de classe C™*! com r > 7 —lentaoo
conjunto f(C,(f)) tem medida nula.

Proof. Denotemos por LI(R”, ]Rk) o espaco das aplicacoes [-lineares B: R"™ x
- x R® — R*. Como a aplicacdo D"t f: D — L"TH(R"” R¥) é suave ela
é também localmente limitada. Pela observacao acima podemos supor que
D ¢ limitado em R™ e que D"T!f é limitada em D. Seja K uma constante
positiva tal que para todo z € D, |[D"™ L1 f,|| < (r + 1) K.
Usando um desenvolvimento de Taylor de ordem r 4 1 temos para cada
x € C(f) ey € D tal que [z,y] C D,

1 _ AT
) - @ = [ S

0 7! Dr+1fx+t(y,x)(y—x,...,y—w) dta

o que implica que

1f () = f(@)]l < K |y — 2| (5.1)
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Seja agora {Ry,..., Ry} uma cobertura de C(f) formada por N cubos de
lado ¢, contidos em D, com interiores disjuntos dois a dois e R; N C(f) # 0
para cada j =1,...N. Entao

N
Ne™ = vol,(R;) < volu(D). (5.2)
j=1

Como cada cubo R; C R™ tem diametro y/ne, tomando z € R; N C(f)
por (5.1) a imagem f(R;) C R¥ est4 contida na bola de centro f(z) e raio

Kn's e+, Logo, designando por ¢}, o volume da bola de raio 1 em R¥,
temos Ert1) B

volg(f(Rj)) < op KFn~ 2 b0t = | ghlr+1)
onde K é uma constante dependente dos inteiros n, k e r. Finalmente,
usando (5.2) obtemos

Vol (F(C(f)) € N K e D) < K vol, (D) ehr+1)=n,

Da hipétese r > 7 — 1 resulta que k(r 4 1) —n > 0, pelo que o lado direito
da desigualdade acima tende para 0 quando & “\, 0, provando assim que

vol,(f(C(f))) = 0. O

Caso (A), f: DCR—R.

Se f: D CR — R éde classe C? tem-se C1(f) = {x € D: f'(x) = 0}.
Neste caso n = k = 1, a condicao r > 7 — 1 = 0 é satisfeita com r =1, e o
Lema 5.1.1 mostra que f(C1(f)) tem medida nula em R.

Pontos Criticos

Valores Criticos \

Figure 5.2: Valores criticos duma funcao f: D C R -+ R

Caso (B), f: D CR?> = R.
Se f: D CR? - R é uma funcio de classe C? tem-se

Co(fy={zeD: Df, =0 e D*f, =0}.
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Neste caso n =2, k =1, a condigao r > ¥ — 1 = 1 & satisfeita com r = 2, e
o Lema 5.1.1 mostra que f(Cs(f)) tem medida nula em R2.
O conjunto dos pontos criticos de f , Ci(f) = {z € D: Df, = 0},

contem o conjunto Ca(f). Note-se que Df, =0 sse aanl(x) = g—xj;(x) =0,

2 2 2
enquanto D?f, =0 sse g—é(x) = 89?181;2 (x) = %(w) =0.

Vejamos agora que f(C1(f)\C2(f)) também tem medida nula. Dado p €
C1\ Cy, temos D f, = 0, mas uma das derivadas parciais de segunda ordem:

82f(p) 01 (p) ou 82—f(p), serd nao nula. Suponhamos que %(p) #0. Os
1

8z3 \F')? 9x1 0z dx3
outros dois casos sao tratados de maneira andloga. Seja U, uma vizinhanca
2

por ¥ = {z € U, : %(m) = 0}. Pelo Teorema da Funcao Implicita, o
conjunto ¥ é o grafico duma fungao suave £1 = ¢(z2), e em particular é uma
variedade de dimensao 1. Seja g : ¥ — R a funcdo g = f|x. Por definicao
de ¥ é claro que C NU, € ¥. Como f é uma extensao de g, os pontos
criticos de f s@o também pontos criticos de g. Logo C1(f) N U, C Ci(g) o
que implica f(Ci(f) NU,) C g(Ci(g)). Aplicando o Caso (A) a funcao de
g : 2 — R, vemos que este iltimo conjunto tem medida nula.

de p tal que () # 0, para todo = € Up. Consideremos a curva definida

pontos criticos de (] valores criticos de ¢

Figure 5.3: Pontos e valores criticos de g = f|»

Caso (C), f: D CR? — R
Se f:DC RZ - R2 é um mapa de classe C? define-se

Ci(f)={reD: Dfy=0}.

Neste caso n = k = 2, a condicao r > 7 — 1 = 0 ¢ satisfeita com 7 =1, e o
Lema 5.1.1 mostra que f(C1(f)) tem medida nula em R2.

O conjunto dos pontos criticos de f, C(f) = {z € D: det(Df,) = 0},
contem o conjunto C1(f). Observamos que D f, = 0 equivale a dizer que se

anulam as quatro derivadas parciais %(CL‘), g—g(x), g—ﬁ(m) e g—g(x).
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Vejamos agora que f(C(f) \ Ci(f)) também tem medida nula. Dado
p € C\ C1, temos det(Df,) = 0, mas uma das derivadas parciais da matriz
Jacobiana %(p) nao se anula. Suponhamos que g—ﬁ(p) # 0. Os outros trés
casos sao tratados de maneira andloga. Seja U, uma vizinhanca aberta de
p tal que g—:ﬁ(m) # 0, para todo x € U,. Consideremos o conjunto aberto

J = f1(Upy) CR. Para cada t € J, seja

Se={zeUy: fle) =t} = f({t) xB).

Aplicando o Teorema da Funcdo Implicita a cada um dos conjuntos X,
vemos que estes sao graficos de fungoes suaves x1 = p;(x2). Seja entdo para
cada t € J, g, : ¥y — R a restricao de fo a ¥4, g = fa|x,, e consideremos
o conjunto dos seus pontos criticos C1(g;) = {x € X¢: D(g¢), = 0}. Como
cada X; é uma variedade de dimensao 1, pelo Caso (A) resulta que g:(C(g¢))
tem medida nula em R, para todo t € J.

=
L
o TLERIN )

A /

pontos criticos de gt valores criticos de gi valores criticos de _ f

Figure 5.4: Pontos e valores criticos de ¢g; = f|s,

Se x € C(f) NY; é um ponto critico de f entao os gradientes V fi(x)
e V fa(x) sdo linearmente dependentes. Por outro lado, como em ¥; temos
fi = t segue que Vfi(x) € (T,X¢)* \ {0}. Por dependéncia linear destes
gradientes vemos que também Vfo(z) € (T,%:)*, o que implica que z €
C1(gt). Provamos assim que C'(f)NX; C Ci(g¢), donde resulta que f(C(f)N
%) € g1(Ci(gt)). Logo,

voly(F(C A U)) < /Jvoh(gt(Cl(gt))) dt=0.

=0

Caso Geral.
A prova do caso geral é feita por inducdo na dimensdo do dominio X",
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considerando a hierarquia
CO>C;iDCyD...DC,

onde C' = C(f) designa o conjunto dos pontos criticos de f, e para cada
inteiro j, C; = Cj(f) representa o conjunto definido imediatamente antes
do lemma 5.1.1. Por este lema, se f é de classe C" com r > 7 — 1 entao
f(C,) tem medida nula em Y*.

Para 1 <i < # —1, mostra-se que f(C;\ Ciy1) tem medida nula usando
que numa vizinhanga dum ponto p € C; \ C;41 ha sempre uma derivada nao
nula de ordem i+ 1. Com o argumento do Caso (B) reduz-se o problema a
um mapa definido num dominio de dimensdo menor.

Finalmente, mostra-se que f(C'\ C1) tem medida nula usando que numa
vizinhanga dum ponto p € C'\ C; hé sempre uma derivada de primeira ordem
nao nula. Com o argumento do Caso (C) reduz-se o problema a mapas entre
variedades de dimensao menor.

5.2 Transversalidade

Sejam F e F' subespacos lineares de R".

Dizemos que F e F se intersectam transversalmente em R™ se para
quaisquer x,y € R™, os subespacos afins x + F e y + F, respectivamente
paralelos a F e F| se intersectam, i.e., (x + E) N (y+ F) # 0.

Proposicao 5.2.1. Dois subespacos lineares E, F C R" intersectam-se
transversalmente em R" sse R = F + F.

Proof. Seja p € (x+ E)N(y+ F). Entao existem vectores e € Ee f € F
tais que p = x+e =y + f. Logo, x —y = (—e)+ f € E+ F. Vemos
assim que a interseccao entre x + F e y + F persiste para todo x, y € R”
sse R" =FE 4 F. ]

Por exemplo, em R3:
(a) Duas rectas nunca sao transversais.
(b) Dois planos sao transversais sse nao sao paralelos, nem coincidentes.

(¢) Uma recta e um plano sdo transversais sse a recta nao é paralela ao
plano, nem esta nele contida.

Vamos agora estender o conceito de transversalidade a subvariedades.
Como veremos, intersecgoes transversais sao ‘robustas’, no sentido que persistem
se deformarmos pouco cada uma das subvariedades concorrentes.
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Figure 5.5: Transversal Subspaces

Definicao 5.2.1. Duas subvariedades X,Y C Z dizem-se transversais em
Z, e escrevemos X MY, se TyX+T,Y =T,Z para todo o pontop € XNY.

Mais geralmente, define-se a transversalidade entre um mapa f: X — Z
e uma subvariedade Y C Z, que deve ser interpretada como a transversalidade
entre f(X)eY.

Definig¢ao 5.2.2. Dadas variedades X e Y C Z e um mapa suave f: X —
7, dizemos que f € transversal a Y em Z, e escrevemos f MY, se para cada
v € X, Dfp(TeX)+Ti)Y = Ty Z sempre que f(x) €Y.

Além disso, dado x € X, escrevemos f M, Y para significar que f(x) ¢ Y
ou Df (T, X) + Tf(z)Y = Tf(m)Z.

Chama-se codimensdo duma subvariedade X C Y a diferenca

codim(X,Y) :=dim(Y) — dim(X) .

Podemos agora generalizar o Teorema das pré-imagens.

Teorema 5.2.1 (Teorema das pré-imagens). Sejam X, Y C Z variedades.
Se um mapa suave f : X — Z é transversal a Y em Z entdo f~}(Y) é uma
variedade tal que codim(f~1(Y), X) = codim(Y, Z).

Lema 5.2.1. Sejam X, Y C Z variedades e f : X — Z um mapa suave.
Para cada ponto p € f~(Y) existem vizinhancas abertas Uydepem X eV,
de g = f(p) em Z, e existe uma submersao g : V; — R!, com I = codim(Y, Z),
tais que f(Up) SV, e UpN f7HY) = (g0 f|Up)_1(0)-
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Proof. Aplicando o Teorema 2.1.1 ao mergulho inclusao j : Y < Z vemos
que existem cartas locais ¢ : (Y, q) ~ (R¥,0) e ¢ : (Z,q) ~ (R",0) tais que,
sendo i : R" — RF = R" xRF ", a inclusdo linear definida por i(z) = (z,0),
o diagrama seguinte é comutativo:

Y.e) — (Zq)

0| |v

(R*,0) — (R",0)
Esta comutatividade traduz-se na relagao i(z) = (¢(x),0) para z € Y.
Consideremos a projeccao 7 : R — R"* r(z,y) =y, que satisfaz i(R¥) =
7~1(0). Seja V4 o dominio da carta 1, e tomemos U, vizinhanca aberta de
p tal que f(U,) C V,. Definimos g : V; — R" ¥ por g = mo1). O mapa g é

uma submersdo, e g~ '(0) =V, NY, donde segue que

Up N fH(Y) =Upn fHg71(0)) = (9 © fl,) 1 (0). m

Demonstracdo do Teorema 5.2.1. Pelo lema anterior, dado p € f~1(Y) podemos
tomar uma vizinhanca aberta U, C X do ponto p, outra vizinhanca aberta

V, C Z do ponto ¢ = f(p) e uma submersao g: V; — R!, I = codim(Y, Z),
tais que U, N f~H(Y) = (g o flu,)1(0). Seja x € U, N f~H(Y). Porque g

¢ uma submersao Dgy(,) (Tf(x)Z ) = Rl Pela hipétese de transversalidade

f M Y, Dfx(TzX) + Tf(x)y = Tf(x)Z. Logo,

D(g © f|Up)z(TmX) = Dgf(x)(sz(TmX))
= Dgf(m)(Dfa:(TxX) + Tf(z)Y )
——
Dy (z)(-)=0

!
=Dygs) Ty Z) =R,
o que mostra que 0 é um valor regular de go f|y,. Pelo Teorema 1.2.3 segue

que U,Nf~1(Y) = (go f|u,) ' (0) é uma variedade com dimensao dim(X)—!
e codimensdo codim(f~1(Y), X) = = codim(Y, Z). O

Corolario 5.2.1. Sejam X e Y subvariedades de Z. Se X MY em Z entao
X NY é uma variedade cuja dimensao, e codimensao, satisfazem as formulas

(a) dim(XNY) =dim(X) + dim(Y) — dim(Z2)
(b) codim(X NY,Z) = codim(X, Z) + codim(Y, Z)

Proof. Basta aplicar o teorema anterior ao mapa de inclusdo i : X — Z,
i(z) =x. Noteque X hY sse ihY, eque i }(Y)=XNY. O
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l

Figure 5.6: Interseccdes transversais em R?

=

Figure 5.7: Interseccdes nao transversais em R?

O lema seguinte déd-nos uma condigao de transversalidade entre um sub-
espaco linear F' C R™ e outro subespago linear S = Nuc(®) que seja o
conjunto solugao dum sistema linear homogéneo ®(z) = 0 (figura 5.8).

Lema 5.2.2 (Nucleo Transversal). Sejam F C E e G espacos lineares, e
®: F — G uma aplicagao linear sobrejectiva. Entao
Nuc(®)h Fem E sse ®|p: F — G é sobrejectiva.

Proof. Suponhamos que Nuc(®) h F em E. Entao

O(F) = &(F + Nuc(®) ) = ®(E) = G,
N——
B(-)=0

o que mostra que ®|p : F — G é sobrejectiva.

Suponhamos agora que ®|p : F' — G é sobrejectiva. Dado x € E, como
®(x) € G, existe f € F tal que ®(f) = ®(x). Entdao ®(x — f) = 0, ou seja
x — f € Nuc(®), o que implica x € Nuc(®) + F. Logo E = Nuc(®)+F. O
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) \
\Q G
Nuc(®) \
g

~] ‘:‘x[\\
L

Figure 5.8: Transversalidade ao ntcleo

Lema 5.2.3. Sejam FE, F' e G espacos lineares, e &: £ — F, V: F — G
aplicagoes lineares sobrejectivas. Sao equivalentes as afirmagdes:

(1) Nuc(®) h Nuc(¥) em E,

(2) ®(Nuc(¥)) = F,
(3) ¥(Nuc(®)) =G,
(4) (@,¥): E — F x G é sobrjectiva.

Proof. Pelo Lema 5.2.2, (1)< (2), e (1)< (3). Logo (1), (2) e (3) sdo
equivalentes entre si. Vejamos que (2) e (3) implicam (4). Dados f € F e
g € G, por (2) existe x € E tal que ¥(z) =0 e ®(z) = f, enquanto por (3)
existe y € E tal que ®(y) =0 e ¥(y) = g. Logo

((z +y), ¥(z +y)) = (B(x), ¥(y)) = (f,9)

o que prova (4). Reciprocamente, supondo (4), dado f € F existe z € E tal
que (®(z),¥(z)) = (f,0), o que implica (2). O

Deste lema concluimos que (2)< (3). A prova da proposi¢ao seguinte
baseia-se nesta equivaléncia.

Vamos agora usar o Teorema de Sard para mostrar que a propriedade
de transversalidade é genérica em familias de mapas que verifiquem uma
condicao de transversalidade apropriada.

Toda a aplicagao suave f: W x X — Z pode ser vista como uma familia
de aplicacoes suaves f,,: X — Z indexada em W, onde para cada w € W,

fuw(x) = f(w,x).



86 CHAPTER 5. TRANSVERSALIDADE
Vamos designar por m: W x X — W a projecgao canénica, m(w, x) := w.

Teorema 5.2.2 (Transversalidade Genérica). Se f : W x X — Z é um
mapa suave tal que f MY entdo para cada w € W,

(@) (7lp-100)) " (w) = {w} x (fu) 1Y),

(b) (w,x) é ponto regular de 7|s-1(yy < fu Mz Y em Z, V(w,z) €
Uy,

(c) w é valor regular de m|;—1(yy: Y)W & foMhYemZ.
Em particular, para quase todo w € W, f,, MY em Z, i.e., o conjunto

{w € W: f, nao é transversal a Y'}

tem medida nula.
TC

fm

Figure 5.9: Transversalidade duma familia de mapas

Proof. A primeira alinea resulta de se ter
(mlp10v) 7 Hw) = FHY) 0 ({w) x X) = {w} x (fu)7H(Y).

Para as alineas (b) e (c) vamos supor que existe g : Z — R! suave tal que 0
é um valor regular de g e Y = g7 (0). Seja h =go f: W x X — R'. Entao
0 é um valor regular de h porque f Y. Com efeito, se h(w,x) = 0 entao
flw,z)eY e
Dh(w,x) (TwW X TCL‘X) - Dgf(w,w) Df(w,a:) (TwW X T:CX)
= Dgj(w,2)[D fwe) TwW X Ty X) + Nuc(Dg(w,q))]
= Dgf(w,x) [Df(w,x) (TwW X TxX) + Tf(w,x)y]
= DY) TiwnZ) =R .

Dado (w,z) € h=1(0) = f~1(Y), vamos aplicar o Lema 5.2.3 as duas
aplicacoes lineares sobrejectivas:
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(a) Dhypay: TuW x T, X - Rl, e
(b) Dﬂ'(w,x) : TwW X T$X — TwW.
Sao equivalentes as afirmagoes:

1) fohe Y,

2) D(go fu)s: TeX — Rl é sobrejectiva,

(1)

(2)

(3) Dhy)({0} x T3 X) = Dhy ) (Nuc(Dmy, 1)) = R,

(4) D7 2)(Tw,e) [ (Y)) = D7y 2y (Nuc(Dhy 2))) = T W,
(5)

5) (w,z) é um ponto regular de 7|1y : f~H(Y) — W.

A equivaléncia (1)< (2) resulta de aplicar o Lema 5.2.2 ao epimorfismo
Dyt + Tro@Z — R! que tem ntcleo NuC(Dgfw(x)) = Tr,@Y. A
equivaléncia (3)<>(4) segue do Lema 5.2.3 aplicado aos epimorfismos Dhyy, )
e Dm(yg). As restantes equivaléncias, (2)<>(3) e (4)<(5), resultam das
definigoes dos mapas em causa. A equivaléncia (1)< (5) prova a alinea (b).
Logo, fu MY em Z sse w for um valor regular de 7r\f71(y), 0 que prova a
alinea (c).
A afirmacao final segue de aplicar o Teorema de Sard ao mapa

Tl g1y YY) = WL O

Corolario 5.2.2. Nas condigoes do Teorema 5.2.2, se X e Y sao variedades
compactas, o conjunto

Wy ={weW: f WY em Z}

é aberto e denso em W. Além disso (fi,) 1 (Y) = (fu,) 1Y) sempre que
w, wy € Wy estejam suficientemente proximos.

Proof. Seja C' o conjunto dos pontos criticos da projeccao
Tl p1(v): YY) = W, n(w,z) = w.

Pelo Exercicio 2.11 o conjunto C' é fechado em f~!(Y'). Por outro lado como
Y é compacta, a pré-imagem f~!(Y) é fechada em W x X. Logo C é fechado
em W x X.

Vejamos que o conjunto 7(C) dos valores criticos de [;-1(yy € fechado
em W. Tomemos uma sucessao convergente wy, € m(C), w, — w, e vejamos
que w € w(C). Para cada n existe z,, € X tal que (wy,z,) € C. Como
X ¢é compacto, x, admite uma subsucessao convergente z,, — x. Logo
(Wny,, T, ) = (w,x), e como C é fechado segue que (w,z) € C. Isto prova
que w = 7(w, z) € ©(C).
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Pelo Teorema 5.2.2 temos Wy = W \ n(C). Logo, como 7(C) é fechado
o conjunto Wy é aberto em W. A densidade de W em W resulta também
do Teorema 5.2.2.

Finalmente, pelo Teorema 2.2.3, usando a alinea (a) do Teorema 5.2.2,
temos

(fu) 7N Y) = {w} x (fu) 7 (Y) = (7] p-riv) T (w) = (] p-10y)) " (wo)
= {wo} x (fue) ' (¥) = (fuo) ' (Y),

sempre que w,wy € Wy, sejam valores regulares de 7| f-1(y) suficientemente
préoximos um do outro. ]

Designamos por C*°(X,Z) o conjunto dos mapas suaves f : X — Z.
Este conjunto pode ser munido da seguinte topologia, chamada a Topologia
de Whitney. Como Z C RY, C®(X,Z) é um subconjunto do espaco
linear C°(X,RY). A Topologia de Whitney ¢ induzida pela topologia que
passamos agora a definir em C°°(X,RY).

Dados um inteiro £ > 1, um conjunto compacto K C X, uma familia
finita A = {¢; : U; — R": 1 < i < m} de cartas de X cujos dominios U;
cobrem K e uma decomposicao K = U™, K; de K em conjuntos compactos
K; C U;, definimos a seminorma,

= max max max ||D?(foo¢ 1) (2)].
Il o= o max max [D(f 0 67")(a)]
A coleccao de todas estas seminormas determina uma topologia de espaco
vectorial topolégico em C*(X, RN ), que por sua vez induz no subespago
C>*(X,Z) a topologia de Whitney.

Teorema 5.2.3 (René Thom). Dadas variedades X e Y C Z, se X e Y sao
compactas entdao o conjunto { f € C°(X,Z) : f MY } é aberto e denso em
C*(X,Z2).

O Corolario 5.2.2 permite mostrar que qualquer mapa suave f: X — Z
pode ser aproximado por um mapa transversal a uma subvariedade Y C Z
dada (Exercicios 5.14 e 5.15).

5.3 Campos vectoriais genéricos

Um campo £ € X*°(X) diz-se de Morse se toda a singularidade £(p) = 0,
p € X, for nao degenerada, i.e., se D&,: T, X — T, X for um isomorfismo.
Define-se o grdfico de § como G¢ = { (z,{(z)) e TX : z € X }.
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Proposigao 5.3.1. Dado £ € X*°(X), £ é um campo de Morse sse forem
transversais em T'X os graficos G¢ e Go= X x {0}.

Vamos comegar por uma versao linear desta proposigao.

Proposicao 5.3.2. Seja E um espaco linear de dimensao finita, e ®: £ —
E um endomorfismo linear com grafico Go = {(u, ®(u)) € E X E:u € E}.
Entao Go MGy=FE x {0} em ExX E sse ®: F — E é um isomorfismo.

Proof. Suponhamos que Gg + Go = E x E. Dado v € F, consideremos
(0,v) € ExE. Este vector pode escrever-se como soma dum vector (u, ®(u)) €
G com outro vector (z,0) € Gp. Assim (0,v) = (u,®(u)) + (2,0) =
(u+z,®(u)), o que implica ®(u) = v. Logo ® é sobrejectiva, e pelo Teorema
do nucleo e da imagem em Algebra Linear, ® é um isomorfismo.

ExXE

Figure 5.10: Transversalidade entre G e Gg.

Suponhamos agora que ®: F — E é um isomorfismo. Dado (v,w) €
E x E, tomemos u € E tal que ®(u) = w. Entao (v,w) = (u, ®(u)) + (v —
u,0) € Go + E x {0}, o que mostra que Gg  Go. O

Demonstragao da Proposig¢ao 5.53.1. Comecemos por observar que G¢eNGo =
{(p,0) : £&(p) = 0} é o conjunto das singularidades de £. Pelo Exercicio 1.13
TipoTX =T,X xTpX. Vejamos agora que se p € X é uma singularidade

de £ entdo T(y0)Ge = Gpg,- O mapa £:X — Ge, g(ac) = (z,&(z)) é um
difeomorfismo, pelo que

Tip0)Ge = DE(TpX) = {(v, D&y(v)) 1 v € T, X} = G, -

Como T{;,0)Go = T, X x {0}, aplicando a proposigao anterior a cada um dos
pontos (p,0) € G¢ N Gy obtemos

Gg Fh(pp) G() em T(p,O)TX = T(p70)G§ M T(p,O)GO em TpX X TpX
= GDEP 0 Gy em TpX X TpX
& det(DEy: TyX — T,X) #0.

Logo, G¢ M Go em T X sse £ é um campo de Morse. O
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Figure 5.11: Transversalidade entre G¢ e Gj.

Dado um campo £ € X°°(X) numa variedade X C R", definimos para
cada vector v € R", &, € X*°(X) como sendo o campo

&o(x) = (&(x) +v)" = Prx(&(x) +v) -

Proposicao 5.3.3. Para quase todo o vector v € R™, o campo &, é de
Morse.

Proof. Consideremos a aplicagao f: R" x X — TX definida por f(v,z) =
(x,&(x)). Vejamos que f h X x{0}. Fixando x € X tal que f(z,v) = (z,0)
temos f(v,x) = (0, Pr,x(v)) + (x, Pr,x({(x))). Derivando em v, como a
segunda parcela ndo depende de v, obtemos D f, 2)(u,0) = (0, Pr,x (u)).
Logo, como a projeccdo Pr,x : R" — T, X é sobrejectiva, D f(, ) (R" x
{0}) = {0} x T, X. Isto mostra que

TeoTX = ToX xT,X ={0} x T,X + T, X x {0}
D fw.m) (R" x{0}) + T X x {0}
= Df(v,x) (Rn X TzX) + T(z,O)X X {0} ,

ou seja que f M,y X x {0}. Aplicando agora o Teorema 5.2.2, obtemos
que para quase todo v € R, f, : X = TX, f,(x) = (z,&,(z)) ¢é transversal
a X x {0} em T'X, o que equivale a G¢, h Gg em T'X. Pela Proposigao 5.3.1
isto significa que &, é um campo de Morse. O

O conjunto dos vectores v € R" tais que &, é um campo de Morse
é sempre um conjunto denso. Quando a variedade X é compacta, este
conjunto é aberto (Exercicio 5.22). Considerando a topologia de Whitney
no espago C°(X,R™), e a topologia por esta induzida no subespago X*°(X),
prova-se o seguinte.
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Proposicao 5.3.4. Numa variedade compacta X o conjunto dos campos
de Morse é aberto e denso em X*°(X).

5.4 Funcoes de Morse

Os pontos criticos duma fungédo suave f: X — R sdo as singularidades do
campo gradiente V f, porque Df, =0 sse Vf(p) =0.

Uma funcao suave f: X — R diz-se uma func¢do de Morse se todos os
seus pontos criticos forem nao degenerados (ver Defini¢ao 3.7.2).

Proposicao 5.4.1. Uma funcao suave f: X — R é funcao de Morse sse
o campo gradiente V f for um campo de Morse.

Proof. A equivaléncia segue da Proposigao 3.7.2. 0

Os pontos criticos duma fungao de Morse sao todos isolados. Logo, numa
variedade compacta sdo sempre em nimero finito (Exercicio 5.23).

Dada uma funcao suave f : X — R sobre uma variedade X C R",
definimos para cada vector v € R", f,(z) = f(z) +v - x.

Proposicao 5.4.2. Para quase todo o vector v € R™, f, é uma funcao de
Morse.

Proof. Consideremos o campo { = V f. Seja f uma extensao local de f, de
modo que {(z) := Pr,x(Vf(x)). Observando que f,(z) := f(z)+z v é
uma extensao de f,, temos

(fo)(@)) = Pr,x(Vf(x) +v)
f(x) +v) = Pr,x(&(x) +v) = &(x)

V(fo)®) = Prx(V

= Prx(V
Logo, pela Proposicao 5.3.3, para quase todo v € R", £, = V(f,) é um
campo de Morse, ou seja, f, € uma funcao de Morse. O

O conjunto dos vectores v € R" tais que f, é uma funcao de Morse
é sempre um conjunto denso. Quando a variedade X é compacta, este
conjunto é aberto (Exercicio 5.22). Considerando a topologia de Whitney
no espago C°(X,R) prova-se o seguinte.

Proposigao 5.4.3. Dada uma variedade compacta X, o conjunto das fungoes
de Morse é aberto e denso em C*°(X,R).
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5.5 Exercicios

Ex 5.1. Dado um atlas A numa variedade X, mostre que se A C X tiver
medida nula em todas as cartas de A entdao A tem medida nula em X.

Ex 5.2. Seja f : U — f(U) um difeomorfismo entre abertos de R™. Mostre
que se A C U tem medida nula em R” entao f(A) também tem medida nula
em R”. Generalize este facto a difeomorfismos f: X — Y.

Sugestao: Use a férmula de integragdo por mudanga de varidveis para
calcular o volume de f(A).

Ex 5.3. Suponha que k < n. Mostre que se A tem medida nula em R**
entdo A x R¥ tem medida nula em R”.

Ex 5.4. Sejam X C Z variedades com dim(X) < dim(Z). Sem usar o
Teorema de Sard, mostre que X tem medida nula em Z.

Ex 5.5. Seja f: X — Y um difeomorfismo local entre variedades X e Y

com a mesma dimensdo. Mostre que se A tem medida nula em Y entao
f71(A) tem medida nula em X.

Ex 5.6. Dé um exemplo de uma aplicagao suave f : R — R cujos valores
criticos sejam densos.

Sugestao: Faca com que os numeros racionais, conjunto que pode ser
enumerado Q = {ry, 72, ...}, seja o conjunto dos valores criticos de f.

Ex 5.7. Demonstre o Teorema de Sard para aplicacoes suaves f : X* — Y™
entre variedades com dimensdes k < n. Por outras palavras, mostre que
f(X*) tem medida nula em Y™.

Sugestao: Suponha que f: D — R" é uma funcao Lipschitz com constante
de Lipschitz K num dominio aberto e limitado D C R*. Argumentando
como no Lemma 5.1.1, mostre que vol,(f(D)) = 0.

Ex 5.8. Seja f : X — Y uma fungao suave entre variedades. Mostre que
a condicao de f ter um representante em coordenadas locais com todas as
derivadas até a ordem r nulas é independente das coordenadas escolhidas.
Sugestao: Seja f : U — V um difeomorfismo entre dominios abertos U e V
e g : V — RP uma aplicacao suave. Mostre que se Dkgf(l,) =0,V1<k<r
entdo D¥(go f), =0, V1 <k<r.

Ex 5.9. Sejam f: X — Y um mapa suave, X e Y variedades. Mostre que

(a) Se X for compacta entao o conjunto dos valores regulares de f é aberto
e denso em Y.

(b) Em geral, o conjunto dos valores regulares de f é residual, i.e., é uma
intersec¢ao numeravel de conjuntos abertos densos.
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Ex 5.10. Sejam P a parabola de equacdo y = 1—22, e f, : R — R? a funcdo
fa(r) = (z,—a+ (a +)?), onde a € R. Para que valores do pardmetro a se
tem f, M P?

Ex 5.11. Para que valores de a > 0 o hiperboléide definido por 2% 4+y?—22 =

1 intersecta a esfera z2 + y2 + 22 = a? transversalmente? Qual é o aspecto
da interseccao para diferentes valores de a?

Ex 5.12. Quais dos seguintes espacos lineares se intersectam transversalmente?
O plano zy e o eixo dos zz em R3.
O plano xy e o plano gerado pelos vectores (3,2,0) e (0,4, —1) em R3.

O plano gerado pelos vectores (1,0,0) e (2,1,0) e o eixo dos yy em R3.

RF x {0} e R? x {0} em R". (A resposta depende de k, p e n).

)
)
)
(d) RF x {0} e {0} x R? em R™. (A resposta depende de k, p e n).
)
) E x {0} e a diagonal de E x E, onde E é um espaco linear.
)

Os subespacos das matrizes simétricas (A7 = A), e das matrizes anti-
simétricas (AT = —A), no espaco de todas as matrizes n x n.

Ex 5.13. Sejam X e Y subvariedades ndo transversais de Z. A intersecgao
X NY pode ser uma subvariedade? A férmula codim(XNY') = codim(X)+
codim(Y') pode ainda ser vélida?

Ex 5.14. Sejam Y C R"™ uma subvariedade, e f: X — R™ uma mapa
suave. Prove que para quase todo o vector v € R", o mapa f,: X — R™,
fo(z) :== f(x) + v, é transversal a Y.

Ex 5.15. Sejam X, Y C Z C R" variedades compactas. Mostre que para
qualquer funcao f : X — Z, existe uma submersao f W x X — Z tal
que f = fo, onde W é um disco centrado na origem em RY e o conjunto
{weW: f, Y} é aberto e denso em W.

Sugestao: Tome ¢ > 0 tal que V.(Z) seja uma vizinhanca tubular de Z
em RY. Defina entdao W = {w € RV: |w| < e}, e f: W x X — Z,
f(w,z) == 7(f(x) + w), onde 7: V.(Z) — Z é a projeccio associada a esta
vizinhanca tubular.

Ex 5.16. Sejam X e Y subvariedades transversais de Z. Prove que para
todope XNY, T,XNY =T,X NT,Y.

Ex 5.17. Seja f : X — Z um mapa suave transversal a subvariedade
Y C Z. Mostre que para cada p € f~1(Y), o espago tangente T,f (V) é a
pré-imagem pela derivada D f, : T, X — T,y Z do espago tangente Ty, Y.
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Ex 5.18. Sejam f : X — Z um mapa suave definido sobre variedade
compacta X, e Y C Z uma subvariedade compacta. Supondo que dim(X)+
dim(Y) = dim(Z) e f MY, mostre que f~1(Y) é um conjunto finito.

Ex 5.19. Seja E um espago linear de dimensao finita, e A = {(z,z): x €
E}. Considere o grifico G4 = {(z,A(z)): € E} duma aplicacao linear
A:FE — E. Mostre que Gy M A em E x E sse 1 nao é valor préprio de A.

Ex 5.20. Um ponto fixo f(z) = x dum mapa f : X — X diz-se de Lefschetz
se 1 nao for valor préprio da derivada Df,: T, X — T,X. Mostre que o
grafico de f, Gy = {(z, f(x)): € X} é transversal a diagonal A =
{(z,z): z € X} sse todos os pontos fixos de f sdo de Lefschetz.

Ex 5.21. Mostre que um mapa suave f : X — X numa variedade compacta
X tal que todos os seus pontos fixos de f sao de Lefschetz, tem apenas um
numero finito de pontos fixos.

Ex 5.22. Mostre que se X C R" é uma variedade compacta, dados £ €
X*®(X) e f e C®(X,R), entdo os conjuntos

Qe = {veR":& éum campo de Morse } e
Qy = {veR": f, éuma funcao de Morse }

sao abertos e densos em R™.
Sugestao : Use o Corolério 5.2.2.

Ex 5.23. Mostre que um campo de Morse { € X*°(X), e uma fungao de
Morse f € C*°(X,R), numa variedade compacta X, tém apenas um nimero
finito de singularidades, respectivamente de pontos criticos.

Ex 5.24. Seja X C R™ uma variedade. Mostre que para quase toda a forma
linear o € (R™)*, a restrigao a|x : X — R é uma funcao de Morse.

Ex 5.25. Sejam X e Y C Z variedades, X com bordo, Y e Z sem bordo.
Mostre quese f MY em Z e flox MY em Z entdo f~(Y) é uma variedade
com bordo tal que df 1Y) = f~HY)NIX = (flox) (V).

O objectivo da sequéncia de problemas seguinte é mostrar que as fungoes
de Morse com os valores criticos todos distintos sao genéricas. Iremos usar
a notacao introduzida nos Exercicios 4.7, 4.8 e 4.9. Seja W o espaco das
funcGes polinomiais @ : R™ — R com grau menor ou igual a 2,

Q(z) =c+v'z+ 2Bz,

onde c e R,veR"e B € Matﬁ. O espaco W tem dimensao finita N =
n+1+n(n+1)/2, e admite uma base canénica formada pelos monémios
homogéneos 1, z;, x; xj, com i,7 =1,...,n.

Dada uma funcao suave f : X — R, definimos a familia de perturbacoes
fo : X = R, fo(z) .= f(z) + Q(z), para cada Q € W. Como antes W,
denota a bola aberta de raio €, centrada na origem, no espaco W.
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Ex 5.26. Sejam p e ¢ dois pontos criticos nao degenerados, distintos, de
f X — R, e designemos por p(Q) e ¢(Q) as continuagdes analiticas dos
pontos criticos p e g, p,G: We — X. Definindo as fungoes A,, A, : W, — R,
Ap(Q) = fo(P(Q)) e Ay(Q) = fo(G(Q)), mostre que

E(fpa) ={Q € We: 4,(Q) = A4(Q)}

¢ uma variedade de codimensao 1 em W.

Sugestao: Fixado @ € W, suponha que p(Q) = p e ¢(Q) = ¢q. Use o
Exercicio 4.8 para mostrar que a funcao G: W, — R definida por G(Q) :=
Ap(Q) — Ay(Q) tem derivada DG : W — R sobrejetiva.

Ex 5.27. Supondo que X é compacta, seja I' o conjunto dos polinémios
Q € W tais que fo = f + @ ¢ uma funcao de Morse com os valores criticos
todos distintos. Mostre que I' é um conjunto aberto denso com medida total.
Sugestao: Seja {2 o conjunto dos polinémios @ € W tais que fo = f +Q
¢ uma funcao de Morse. Comece por ver que 2 é um conjunto aberto denso
com medida total. Depois, para cada @ € Q, defina B.(Q) C © como uma
bola centrada em Q em W sobre a qual estdao definidas as continuagoes
analiticas dos pontos criticos de fo = f + @ (Exercicio 4.6). Usando o
Exercicio 5.26, mostre que I' N B.(Q) é o complementar em B:(Q) duma
unido finita de variedades de codimensao um. Deduza que I' N B.(Q) é
aberto e denso com medida total em B.(Q).
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Chapter 6

Orientacoes

Orientar uma curva é definir um sentido de a percorrer. Numa superficie,
uma orientacao corresponde a definir um sentido de circulagao, por exemplo
o sentido dos ponteiros do relégio ou o sentido inverso, dito anti-horéario. Ja
no espaco tridimensional uma orientacao pode ser definida pela especificacao
dum sentido de rotacao em torno dum eixo orientado. Vamos tornar precisos
estes conceitos, primeiro em espacos lineares de dimensao finita e depois em
variedades.

6.1 Orientacoes em espacos lineares

Seja E um espago Euclideano de dimensao finita n e designemos por O(FE)
o grupo das isometrias (automorfismos isométricos) ®: E — E. Este grupo
¢ uma variedade de dimensao n(n — 1)/2 (Exercicio 6.1).

Uma isometria ® € O(E) diz-se um movimento rigido se existir uma
aplicacao continua U: [0,1] — O(E) tal que ¥(0) = idg e ¥(1) = &. O
conjunto O1(E) dos movimentos rigidos em E é um subgrupo de O(FE).
Dado um vector unitario v € E areflexao ®,: £ — E em torno do hiperplano
vt ®,(z) ==z — 2 (z - v)v, é um exemplo duma isometria ®, € O(E) que
nao é um movimento rigido (Exercicio 6.9).

Definimos

Bon(E) :={(v1,...,vn) € E": (v1,...,v,) é base ortonormada de E}.

Dizemos que duas bases (u1, ..., u,) € (v1,...,v,) em By, (F) sdo equivalentes,
e escrevemos (Ui, ...,up) ~ (v1,...,0,), se existir um movimento rigido
® € OT(E) tal que (P(uy),...,P(u,)) = (v1,...,v,). Bases ortonormadas
equivalentes irao determinar a mesma orientagao do espaco F.

Proposigao 6.1.1. O espaco Bon(E) tem exactamente duas componentes
conexas que correspondem as classes de equivaléncia da relagao ~ acima

definida. Além disso, o grupo O(FE) é difeomorfo a Bo,(FE) sendo OT(E) a
componente conexa de O(FE) que contem a matriz identidade.

97
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Proof. Para todo o espago Euclideano E de dimensao n existe uma isometria
¥ : R" — E, que induz um difeomorfismo ¥ : By, (R™) — Bon(E). Logo,
podemos sem perda de generalidade supor que £ = R".

Fixada uma base (w1, ..., w,) € Bon(R"), qualquer outra base pode ser
ligada por um caminho em B, (R™) a uma das duas bases (w1, ..., wy—1,wy),
ou (wi, ..., wp—1, —wy) (Exercicio 6.6). Como estas duas bases tém determinantes
simétricos, nao existe nenhum caminho continuo v : [0,1] — B, (R™) tal
que (0) = (wi,...,wp—1,wy) € y(1) = (w1,...,wyp—1,—wy). Isto porque
det(y(t)) # 0, Vt € [0,1]. Este argumento mostra que Bon(R™) tem
exactamente duas componentes conexas.

Fixando uma base (w1, ..., wy) € Bon(E), definimos ¥ : O(E) — Bon(E),
V(o) := (p(wr),...,¢(wy)). Este mapa é um difeomorfismo porque é a
restrigdo dum isomorfismo linear (Exercicio 6.2). Além disso ¥ transforma
O™ (F) na componente conexa de B, (F) que contem a base (wi,...,w).

O

A proposigao anterior estende-se a bases nao (necessariamente) ortonormadas,
0 que permite tornar a nogao de orientagao independente da estrutura Euclideana.
Definimos

B(E):={(v1,...,vn) € E": (v1,...,v,) é base de E}.

Proposicao 6.1.2. O espago B(F) tem exactamente duas componentes
conexas, que sao conexas por caminhos. O mesmo acontece com o grupo
GL(E) dos automorfimos lineares ¢ : E — E.

Proof. Fixada uma estrutura Euclideana em F, toda a base de F pode ser
continuamente deformada, dentro de B(E), até ficar ortonormada (Exercicio 6.7).
Pela Proposicao 6.1.1, By, (E) tem exactamente duas componentes conexas.
Logo B(FE) tem exactamente duas componentes conexas, cada uma contendo
uma componente de Bon(E). Como GL(E) ~ B(E) também o grupo GL(E)
tem exactamente duas componentes conexas (Exercicio 6.3). O

Seja F/ um espaco linear real de dimensao finita n.

Defini¢ao 6.1.1. Uma orientacao de E é uma aplicagao o: B(E) — {—1,1}
continua e tal que o(u) # o(v) sempre que u % v. O par (E,o0) diz-se um
espaco linear orientado.

A continuidade de o equivale a dizer que a aplicacao o é localmente
constante. A segunda condigdo permite decompor o conjunto B(E) em
bases positivas e negativas, respectivamente

By(E,0):={(vi,...,vn) € B(E): o(v1,...,v,) = +1},
B_(E,o) :={(v1,...,0n) € B(E): o(v1,...,05) = —1}.
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Em qualquer espago linear E de dimensao finita existem exactamente
duas orientagoes. Quando dim F > 0, uma orientacao fica determinada
pela escolha da componente conexa de B(F) formada pelas bases positivas
nessa orientagdo. Por outras palavras, qualquer base (vy,...,v,) € B(E)
determina a tinica orientacao o que satisfaz o(v1,...,v,) = +1, e duas bases
determinam a mesma orientacdo sse pertencerem & mesma componente
conexa de B(E).

No espago E = {0}, de dimensao 0, o conjunto B(E) = {0} é singular
e tem apenas uma componente conexa. Existem no entanto duas fungoes
(constantes) o: {0} — {—1,+1}, pelo que podemos identificar os sinais —1
e +1 como sendo as orientagoes do espaco nulo.

Se dimE = 1, E é uma recta e B(E) = E \ {0}. Neste caso uma
orientacao de E corresponde a escolha de um ‘sentido’ no eixo F, determinado
por um qualquer vector nao nulo v € E'\ {0}.

Se dim £ = 2, F é um plano, e as bases de E sao formadas por pares
de vectores nao colineares (vy,v2). Estes vectores determinam um angulo
orientado, de v1 para ve, que por sua vez identifica um sentido de circulagao
no plano. Os angulos orientados associados a duas bases tém o mesmo sinal,
i.e., definem o mesmo sentido de circulagao no plano, se somente se as duas
bases estiverem na mesma componente conexa de B(E).

1) :‘\
' "0

|

Y

Figure 6.1: Orientacoes definidas por uma base nas dimensdes 1, 2 e 3

Se dim £ = 3 uma base (v1,v2,v3) determina o eixo orientado definido
pelo primeiro vector vy, e o sentido de circulagao, transversal a este eixo,
definido pelos outros dois vectores (va,v3). Duas bases estdao na mesma
componente conexa de B(E) se rodando uma delas de forma a fazer coincidir
os eixos orientados determinados pelos primeiros vectores das duas bases,
coincidirem também os sentidos de circulacdo em torno do eixo comum,
determinados pelos outros dois vectores de cada uma das bases.

Sejam (F1,01) e (E2,09) dois espagos lineares orientados com a mesma
dimensdo. Todo o isomorfismo ®: Fy — FE5 induz o difeomorfismo ®, :
B(E1) = B(E2), Pi(vi,...,vn) = (P(v1),...,P(vy)), que transforma componentes
conexas de B(E;) em componentes conexas de B(E2). Dado uma aplicacao
linear ®: Fy — F5 definimos o seu sinal (relativo as orientagoes fixadas o
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€ 02)
0 se & nio é um isomorfismo
sgn(®):=¢ —1 se P (Bi(E1,01)) =B_(Es, 09)
+1  se (B4 (E1,01)) = Bi(E2,02)

Definigao 6.1.2. Dizemos que um isomorfismo ®: Fy — FEo preserva a
orientagao se sgn(®) = +1, i.e,

0'2((1)(2}1), c. ,(I)(Un)) = 0'1(’(}1, L. ,’Un) V(Ul, ey Un) S B(El)
Analogamente, dizemos que ® inverte a orientagao, se sgn(®) = —1, i.e.,

o2(®(v1),...,P(vy)) = —01(v1, ... vn) V(v1,...,0,) € B(EY).

Proof. Segue das definigoes. O

Dado um endomorfismo ® : F — F, fixemos uma base (w1, ..., w,) de E.
Dizemos que ® é representado nesta base pela matriz A = [a;;] € Mat,(R)
se ®(w;) = Z?Zl a;;wj, Vi =1,...,n. As matrizes que representam ®

relativamente a diferentes bases tém todas o mesmo determinante por serem
conjugadas entre si. Define-se det(®) como o determinante comum a estas
matrizes.

O sinal sgn(®) dum endomorfismo ®: (E,0) — (F,0) nao depende da
orientacao o, coincidindo com o sinal do determinante de ®.

Seja L(FE, E) a algebra dos endomorfismos lineares ®: £ — E e GL(E)
o subgrupo dos automorfismos em L(FE, E).

Proposigao 6.1.3. O conjunto GL(F) é um aberto de £(E) com exactamente
duas componentes conexas:

GLT(E) := {® € GL(E): det(®) > 0},
GL™(E) := {® € GL(E): det(®) < 0}.

Proof. Exercicio 6.4 O

Definicao 6.1.3. Sejam (E,0), (E1,01) e (E2,02) espagos lineares orientados
tais que FE = FE; @& FEy. Dizemos que as orientacoes o, g1 € 0 SG0
compativeis se

G(@’Q) = Ul(ﬂ) 02(9)7 Vue B(El)v Vv e B(EQ)

Proposicao 6.1.4. Dada uma decomposicao em soma directa E = F1@ F»
de espacos lineares de dimensao finita, fixadas orientacoes em dois destes trés
espagos, existe uma Unica orientagao no terceiro que torna as trés orientagoes
compativeis.
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Proof. Exercicio 6.8. O

Se E = E; @ E», sendo (E,0) e (E1,01) espagos orientados, dizemos
que a Unica orientagao o9 em Fs cuja existéncia e unicidade é afirmada na
proposi¢ao anterior é induzida por o e 1. Analogamente nos outros casos.

6.2 Orientacoes em variedades
Seja X C RY uma variedade de dimensio n e definamos

B(TX) :={(x,v1,...,0p): z € X, (v1,...,0,) € B(ITxX)}.
Este conjunto é uma variedade de dimensdo n + n? (Exercicio 6.10).

Definigao 6.2.1. Chama-se orientagdo de X a uma aplicag¢io o: B(TX) —
{=1,1} que seja continua e tal que o,: B(T,X) — {—1,1} definida por
0z(V1,... ) == o(x,v1,...,0,) seja uma orientacio de TpX para cada
reX.

Definicao 6.2.2. Uma variedade orientada € um par (X, o), onde X € uma
variedade e o uma orientacao de X. Para aliviar a notagcdo diremos que X €

uma variedade orientada, deizando subentendida a sua orientacdo o = o™X

Exemplo 6.2.1. Chama-se orientacao candnica em R™ a orientacao que em
todos os espagos tangentes T,R™ = R™ coincide com ocap : B(R™) — {—1,1}

Ocan(V1, - .., Up) 1= sgn(det(vy, ..., vy)).
A base candnica de R™ € uma base positiva para orientacdo candnica.

Definigao 6.2.3. Uma variedade X diz-se orientdvel se existir uma orienta¢do
em X.

Sejam X e Y variedades orientadas da mesma dimensao e f: X — Y
um difeomorfismo local.

Definicao 6.2.4. Dizemos que f preserva a orientacao se o isomorfismo
Dfy: Ty X — Ty,)Y preserva a orientagao, para todo x € X. Analogamente,
dizemos que [ inverte a orientacao quando D fy: Ty X — Ty)Y inverte a
orientacao, para todo x € X.

Proposicao 6.2.1. Sejam f : X — Y um difeomorfismo local entre variedades
orientadas. Se X for conexa entdo f preserva a orientacdo ou f inverte a
orientacao.
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Proof. Os conjuntos AL definidos por

Ay ={rv e X:sgn(Dfy: T X — Ty)Y) = +1},
Ao ={z e X:sgn(Dfy: To X — Tyy)Y) = —1}

sao abertos (Exercicio 6.12). Como em cada ponto x € X o isomorfismo
Dfy : Ty X — Ty)Y preserva ou inverte a orientagao, os conjuntos A e
A_ sdo disjuntos e a sua unido é igual a X. Como X é conexa, temos X = A,
e f preserva a orientacao, ou entao X = A_ e f inverte a orientagao. O

Corolario 6.2.1. Toda a variedade conexa e orientavel admite exactamente
duas orientacoes.

Proof. Dadas duas orientagoes o e o’ em X, aplicadando a Proposigao 6.2.1
a aplicacao identidade idx: (X,0) — (X,0’), vemos que o = ¢’ ou entao
o = —0o'. Logo o e —0 sao as tinicas orientacoes em X. O

Proposicao 6.2.2. Seja X C R” uma variedade de dimensao n — 1 em
R™. Entao X é orientdvel sse existe um campo normal £ € X9°(X) tal que
&(x) # 0 para todo z € X.

Proof. O espaco normal (7, X)* tem dimensdo 1. Como qualquer que seja
x e X, R" = (T, X )L @ T,.X, e R" tem uma orientagdo canonica, pela
Proposicao 6.1.4 uma orientacio num dos espacos T, X, ou (T, X)*, permite
induzir uma orientagao no outro.

Supondo que X ¢é orientavel, e fixando uma orientacao ¢ em X, a
orientacao o, de T, X juntamente com a orientagao canénica de R” induzem
uma orientacio em (7, X)*. Definindo &(x) como o tinico vector positivo em
(T, X)"* (para esta orientacdo) com [|£(x)| = 1, obtemos um campo normal
£ € XP(X) tal que ||{(x)| = 1 para todo z € X.

Reciprocamente, supondo que existe £ € X9°(X) tal que {(z) # 0 para
todo x € X, este campo induz uma orientacio en cada recta (7,X)* que
por sua vez permite definir a seguinte orientagao em X, o(z,v1,...,vp_1) :=
on(&(x),v1,...,vp—1), onde o, representa a orientagao canoénica de R"™. [J

A banda de Mobius nao é orientavel porque nao admite nenhum campo
normal unitdrio (Exercicio 6.27).

6.3 Orientacao induzida no bordo

Sejam X uma variedade orientada com bordo, e £ o campo normal exterior
ao bordo de X. Para cada ponto z € 9.X, temos uma decomposicdo em soma
directa T, X =R¢(z) ® T,0X, em que o espago tangente tem a orientagao
de X, e a recta normal R{(z) tem a orientagdo definida pelo vector £(z).
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Figure 6.2: A banda de Mdobius

Consideremos no espago tangente T,0X a orientacao induzida pelas outras
duas, que é definida por

0X

o9 (w1, .. 1) = o X (E(2), 01, V).

&)

Figure 6.3: Orientacao induzida no bordo

Proposicao 6.3.1. Seja X uma variedade orientavel com bordo. A fungao
0% B(TOX) — {—1,1} definida acima é uma orientacio em 0X.

X

Proof. A continuidade de 02X segue das continuidades da orientacio oX em

X e do campo normal exterior £. Supondo que 0X tem dimensao positiva

entdo dim(7,X) > 1 pelo que 62X () := 0X(£(x),-) ndo é constante. Isto
mostra que 0% é uma orientacao em 9X. O

A orientacio o9¥ diz-se induzida por X no bordo dX.
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- £(b)

a

§(a)

Figure 6.4: Orientacao induzida no bordo de uma curva X

Exemplo 6.3.1. Se X for uma variedade de dimensdo 1, orientada, conexa,
compacta e com bordo, entio 0X = {a,b} € formado por 2 pontos (Ezxercicio 7.8).
A orientacdo de X determina um sentido na curva X, que nos permite
falar nas extremidades inicial e final de X. Na extremidade inicial X induz

a orientacao ‘—’ enquanto na extremidade final X induz a orientacdo “+’

(Figura 6.4).

Exemplo 6.3.2. A esfera S := {x € R%: ||z|| = 1} ¢ o bordo do disco
D := {z € R?: ||z|| < 1} com a orientacdo candnica de R?. A orientagdo
induzida na esfera é dada por

Uf(vl, cesVd—1) = Ocan(T, V1, ..., Ug—1)

onde &(x) :=x € o campo normal exterior ao longo de S.

6.4 Orientacao induzida numa pré-imagem

Sejam X e Y variedades orientadas com dim(X) = n > k = dim(Y), e
f X — Y um mapa suave. Dado um valor regular y € Y de f, para cada
r € f~1(y), seja E, um subespaco complementar de T, f ~!(y) em T, X, i.e.,
tal que T,X = T,f '(y) ® E,. Consideremos em E, uma orientacio tal
que o isomorfismo D f;|g, : By ~ T,Y preserve a orientacdo, e em Ty f 1 (y)

-1
a orientagao ol W induzida pelas orientagdes de T, X e E, (no sentido da
Proposicao 6.1.4), que deve satisfazer

X
O_f_l(y) Oy (Ula'--yvn—kawlv"'awk)

x (Ulv"‘7vn_k) = U;/(Dfxwla’Dfxwk)

(6.1)

quaisquer que sejam (vy,..., v, ) € B(TLf1(y)) e (wi,...,wg) € B(Ey).

Proposigao 6.4.1. Existe uma tnica orientacio of ¥ em f~'(y) que
satisfaz a relagao (6.1).

Proof. Pela Proposicdo 6.1.4, para cada x € f~!(y) existe uma orientacao

-1
ol W emT, f~(y) satisfazendo a relagdo (6.1). Precisamos apenas mostrar
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que estas orientacoes nos espacos tangentes determinam uma fungao continua
—1 _
ol T W BT (y)) = {-1,1}.
Suponhamos que Y = R¥ e que a aplicacao f: X — R* tem componentes
f="(fi,---, fx). Tendo em conta que

T.f'(y) = Nue(Dfy) = {Vfi(x),...,Vfe(z)}*

segue que o espaco Fy := (T, f~'(y))* admite a base

w(x) = (Vfi(z),...,Vie(z)).

Sendo y um valor regular de f, a derivada D f,: T, X — T, Y é sobrejectiva o

que implica os gradientes V f;(z), j = 1, ..., k, sejam linearmente independentes.

Logo D fz(w(x)) é uma base de T,,Y e a fungao f: X — {—1,1}, B(z) :=

oY (y, Dfs(w(x))), é continua. Como o~ : B(TX) — {—1,1} é continua

segue que a fungao o/ @) B(Tf (y)) — {—1,1}, que por (6.1) se escreve

como

o X (2, v, w(z))
Bla) 7

¢ também continua. O

ol W (g, ) =

Dizemos que a orientacdo de f~!(y) é induzida pelas de X e Y.

o = - - f Df, (w))

. By

Figure 6.5: Orientacao induzida na pré-imagem

Sejam X e Y variedades orientadas, X com bordo, Y sem bordo, tais que
dim(X) > dim(Y’). Dado um um mapa suave f: X — Y e um valor regular
y €Y de f, pelo Teorema 4.2.1, a pré-imagem f~'(y) é uma variedade com
bordo. Pelas proposicoes 6.4.1 e 6.3.1 podemos orientar esta pré-imagem e
com essa orientacio orientar também o bordo 9f~1(y).

Por outro lado, se y € Y for um valor regular de flspx : 0X — Y,
como X é uma variedade orientada, o bordo df~!(y) = (flax)~*(y) pode
também ser orientado como uma pré-imagem do mapa restrigao f|sx. Temos
assim dois modos distintos para orientar df~'(y). A proposicio seguinte
garante que estes dois processos dao o mesmo resultado.
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X Y
- ) /

Y

-+

Figure 6.6: Orientacdes em f(y) = (flax) ' (y)

Proposicao 6.4.2. Seja f : X — Y um mapa suave entre variedades
orientadas X e Y tais que dim(X) > dim(Y), X com bordo, Y sem bordo.
Dado um valor regular y € Y de f : X — Y ede flgx : 0X — Y, sdo iguais:

(1) a orientacdo induzida em df~!(y) como bordo da pré-imagem f~!(y),

(2) a orientacdo induzida em 9f 1 (y) = (f|ax) ' (y) como pré-imagem do
valor regular y pela restricao flox : 0X — Y.

Proof. Seja & o campo normal exterior a X ao longo de 0X. Dado x €
df 1(y) , seja E, um subespaco complementar de T,0f '(y) em T,0X,
T,0X = T,0f Y(y) ® E,. E claro que E, também ¢ um complementar
de T, f~Yy) em T, X, T, X = T.f'(y) ® E,. Consideremos em E, a
orientacao que faz o isomorfismo D f,|g, : £, ~ T,Y preservar a orientacao.
Na decomposi¢ao em soma directa

T.X =Ré&(x) @ T,0f Hy) @ By

estao orientados os espacos T, X, R{(x) e B, ~ T,)Y. Pelo exercicio 6.8 estas
orientacdes induzem uma orientacio 6, em T,0f 1 (y) = Tu(flox)(y) que
se caracteriza por

oy (&(z),v, D fow) = 6,(v) 0} (D folw)),

quaisquer que sejam as bases v € B(T,.0f '(y)) and w € B(E,). Das
definicoes resulta que ambas as orientagoes (1) e (2) coincidem com 6,. [
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6.5 Exercicios

Nos exercicios que seguem FE representa um espago Euclideano de dimensao
finita n.

Ex 6.1. Mostre que o grupo O(FE) dos automorfismos isométricos ¢ : £ — E
¢ uma variedade (grupo de Lie).

Sugestao: Use o Exercicio 3.21. Observe que O(F) C L(E,FE), onde
L(E, E) designa o espago vectorial de todos os endomorfismos lineares ¢ :
FE — E. Qualquer isomorfismo ¥ : R” — E induz um isomorfismo U :
Mat,(R) — L(E, E) tal que ¥(0,,) = O(E).

Ex 6.2. Fixada uma base ortonormada (wi,...,w,) € Bon(E), mostre
que ¥ : L(E,E) — E", definida por ¥(¢) = (¢p(w1),...,o(wy)), é um
isomorfismo linear tal que V(O(E)) = Bon(E).

Ex 6.3. Fixada uma base (wi,...,w,) € B(E), mostre que ¥ : L(E,E) —
E™, definida por ¥(¢) := (¢p(w1),...,¢(wy)), é um isomorfismo linear tal
que V(GL(E)) = B(E).

Ex 6.4. Supondo n > 1, mostre que as componentes conexas de GL(FE) sao:

GL*(E) := {® € GL(E): det(®) > 0},
GL™(E) := {® € GL(E): det(®) < 0}.

Ex 6.5. Sejam P C FE um subespago linear de dimensao 2, vi,vo € P
vectores unitarios. Mostre que existe ® : [0,1] — O(E) continua tal que

Ex 6.6. Supondo n > 1, mostre que dadas (ui,...,uy), (wi,...,w,) €
Bon(E), existe @ : [0,1] — O(FE) continua tal que

(a) ©(0) = idg,
(b) ®(1)v;=w;, Vi=1,...,n—1,
(c) ®(1)v, =xwy,.

Sugestao: Argumente por indugdo que para cada k < n — 1 existe uma
aplicacao continua @y, : [0,1] — O(E) tal que ®x(0) =idg e Pr(1) v; = wy,
para cada i = 1,...,k, usando o exercicio anterior no passo de inducao.
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Ex 6.7. Supondo n > 1, mostre que existe H : [0,1] x B(E) — B(E)
continua tal que para cada v € B(F),

(a) H(O’ Q) =y,
(b) H(1,v) € Bon(E).
Sugestao Use o método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Ex 6.8. Sejam F = F;® Fs espacos lineares. Mostre que fixadas orientagoes
em dois destes trés espacos existe uma unica orientagao no terceiro tal que
as trés orientacoes sejam compativeis. Generalize este resultado a uma soma,
directa £ = E1 & - - - ® Ej, com um numero finito de parcelas.

Ex 6.9. Seja F um espaco Euclideano de dimensao finita n. Mostre que
dado um vector unitario v € E, a reflexdao ®, : F — E em torno do
hiperplano v+, ®,(z) := 2 — 2 (x - v)v, ndo é um movimento rigido.

Ex 6.10. Seja X uma variedade de dimensao n. Mostre que B(7TX) é uma
variedade de dimensao n + n?.
Sugestao: Mostre que B(TX) é aberto em

TX" :={(x,v1,...,0n):x € X, (v1,...,0) € (T X)"}
sendo este conjunto uma variedade com a dimensao referida.

Ex 6.11. Seja X uma variedade orientdvel com k componentes conexas.
Quantas orientacoes admite X7

Ex 6.12. Seja f: X — Y um difeomorfismo local entre variedades orientadas.
Mostre que a funcao sg: X — {—1,1}, s¢(x) := sgn(Df;) é localmente
constante.

Ex 6.13. Seja f: X — Y um mapa suave entre variedades X e Y com a
mesma dimensao. Mostre que dado um valor regular y € Y da funcao f, a
orientagdo induzida na pré-imagem f~!(y) associa a cada ponto z € f~1(y)
o sinal of W) () = sgn(Df,).

Ex 6.14. Suponha que FE é soma directa de dois espacos lineares orientados
FE; e E5. Prove que a orientagdo soma directa de F; @& FEy é igual a
(—1)(dimE1)(dimE2) vezes a orientacao de Ey @ E .

Ex 6.15. Considereem H™ e R" as orientacoes induzidas pela base candnica.
Identificando OH™ com R"~!, mostre que a orientacdo induzida no bordo
por H™ é oposta & orientacdo canénica de R* 1.

Ex 6.16. Seja f : X — Y um difeomorfismo entre variedades com bordo
conexas e orientadas. Mostre que f(0X) = 9JY, que a restricao flox :
0X — JY ¢é um difeomorfismo e que em todas as componentes do bordo

sgn(f) = sgn(flax) -
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Ex 6.17. Sejam X" e Y™ variedades orientadas com bordo. Mostre que
X x Y admite uma orientacdo produto tal que

U();:/? ((u17 O)a ey (un70)7 (07U1)’ ctt (O’Um))

:af(ul,...,un)agj/(vl,...,vm)

quaisquer que sejam (u1,...,u,) € B(T,X") e (vi,...,vm) € B(T,Y™).
Mostre também que O(X xY) com a orientagao induzida enquanto bordo é a
uniao disjunta das variedades orientadas produto (0X)xY e X x(—1)"(9Y).

Ex 6.18. Considere o cilindro orientado Z = [0,1] x X, onde X é uma
variedade orientada sem bordo. Mostre que com a orientacao induzida o

bordo 0Z é a uniao disjunta de duas copias de X com orientagoes opostas,
{0} x X =—-X com {1} x X = X.

)

-
<
IS

V2 V2 X
£=(-1,0)
V1 £=](1,0)

R TR s

—V2

K.

[0,1] x X

Figure 6.7: Orientagoes opostas no bordo do cilindro Z = [0,1] x X

Ex 6.19. Considere os espacos R” e R"~* munidos das orientacoes canénicas.
Seja m : RF x R"™* — R"* x(z,y) = y. Identificando 7~1(0) = RF x
{0} com RF, mostre que a orientacdo induzida na pré-imagem 7 1(0) é
precisamente a orientacao candnica.

Ex 6.20. Dada A € GL,,41, considere o mapa Fa: S" — S", Fa(v) := HQZ”.
Mostre que F4 é um difeomorfismo tal que sgn(F4) = sgn(det A) .

Ex 6.21. Sejam F um espaco vectorial e X uma variedade orientével.
Mostre que:

a) Ambas as orientagoes de E induzem a mesma orientacao em F x F.

b) A orientagdo produto em X x X é a mesma para as duas escolhas de
orientagoes de X.

Ex 6.22. Mostre que existe uma orientagao natural numa vizinhanga da
diagonal A em X x X, quer X seja, ou nao, orientavel.

Sugestao: A vizinhanca da diagonal A pode ser coberta por parametrizacoes
dx p:UxU—X xX,onde ¢:U— X ¢éuma parametrizacao local de X .
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Sejam X C RY uma variedade de dimensdo n, 7 : [0,1] — X um caminho
continuo e (v1,...,v,) € B(Ty)X) uma base. Chama-se transporte desta
base ao longo de 7 a qualquer curva continua & : [0,1] — (RV)" tal que

£(0) = (v1,...,vn), e &(t) € B(Ty)X) para todo t € [0,1].

Ex 6.23. Mostre que existe sempre um modo de transportar uma base de
T, 0)X ao longo de qualquer caminho v : [0,1] — X.

Ex 6.24. Mostre que uma variedade X C RV ¢ orientdvel sse dado um
transporte & : [0,1] — (RV)"™ duma base de Ty 0)X ao longo dum caminho
fechado 7 : [0,1] = X (7(0) = (1)), as bases £(0) e {(1) definem a mesma
orientagao em 7., ) X.

Sugestao: Esta propriedade implica que podemos transportar orientagoes
ao longo de caminhos conectando dois pontos p e ¢, de modo que a orientagao
transportada de p para ¢ seja independente do caminho escolhido.

Ex 6.25. Seja X C R™ uma hipersuperficie. Mostre que dado um caminho
continuo y: [0,1] — X e um vector v € T, X" existe uma tnica fungo
continua n: [0,1] — R™ tal que n(0) = v, n(t) € T,y X" e In@®)| = v
para todo t € [0,1].

Ex 6.26. Nas hipdteses da exercicio anterior, supondo X orientavel e o
caminho ~ fechado, i.e., v(0) = (1), mostre que 7(0) = n(1).

Ex 6.27. Mostre que a banda de Mébius M C R3 é uma superficie nao
orientavel.

Sugestao: O calculo a seguir indicado mostra que a banda de Mobius
(figura 6.2) tem apenas um lado e como tal ndo suporta nenhum campo
normal a M que nao se anule. A banda de Mobius admite a parametrizagao

o(x,y) == (1 +uy cos(g)) (cosz,sinz,0) +y sin(g) (0,0,1)

2m-periddica em z, com —% <y < % Considere a curva fechada ~(t) =
»(2mt,0) e o vector (0,0,—1) € TW(O)ML. Calcule o transporte 7(t) do
vector 1(0) = (0,0,—1) ao longo de ~, como definido no exercicio 6.25, e
verifique que 7(1) = (0,0, 1).
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Homotopia

Dadas variedades X e Y, chama-se homotopia entre dois mapas f,g: X — Y
a uma deformagao continua de f em g. A Teoria de Homotopia, baseada no
conceito de homotopia entre mapas, permite introduzir varios invariantes
topoldgicos no estudo das variedades.

7.1 Aproximacao por mapas suaves

Dadas variedades X e Y designamos por C(X,Y), resp. C®(X,Y), o
conjunto dos mapas f: X — Y continuos, resp. suaves.

Quando X é compacta e Y = RV, @(X,R") é um espaco de Banach
com a norma do méaximo, associada a convergéncia uniforme,

1710 = e 1)1l
Ainda no caso em que X é compacta, mas sendo Y C RY uma variedade
arbitraria, consideremos em C(X,Y) a métrica d(f, g) := || f — 9l co-

Proposicao 7.1.1. Dada uma variedade compacta X, o espago das fungoes
suaves C*°(X,RY) ¢ denso em C(X,RY).

Proof. Ver Corolério 14.3.1 do Teorema de Stone-Weierstrass. O

Proposicao 7.1.2. Sejam X e Y variedades compactas, a variedade Y sem
bordo. Entao o conjunto C*°(X,Y’) é denso em C(X,Y).

Proof. Dados ¢ > 0 e f: X — Y continua, pela Proposicao 7.1.1, existe
g: X — RY suave tal que ||f(z) — g(z)|| < /2, Va € X. Podemos supor
que ¢ ¢ suficientemente pequeno de modo que V; 5(Y) seja uma vizinhanga
tubular de Y. Seja 7 : V,/5(Y) — Y a correspondente submersdo. Definindo
f =mog: X =Y, f é uma funcao suave tal que

1£@) = F@l < 1 £(@) = @)l + lg(x) = f@)| < 5 +5 ==

111



112 CHAPTER 7. HOMOTOPIA

Figure 7.1: Perturbacao suave de um mapa com valores em Y

7.2 Homotopia entre mapas

Sejam X e Y espacos topologicos, e f,g : X — Y duas aplicagoes
continuas.

Dizemos que f e g sdo homotdpicas, e escrevemos f ~ ¢, se existe um
mapa continuo h : [0,1] x X — Y tal que h(0,z) = f(x), e h(1l,z) = g(z),
para todo x € X. O mapa h diz-se uma homotopia entre f e g.

Seja C(X,Y") o espago dos mapas continuos f : X — Y. Uma homotopia
deve ser vista como um caminho ¢t — hy, parametrizado no intervalo [0, 1],
que liga os mapas f e g no espago C(X,Y), i,e., ho = f,h1 = geh, € C(X,Y)
para cada t € [0,1]. A continuidade conjunta de h¢(x) = h(t,z) nos dois
argumentos (¢,z) traduz a ideia de continuidade do caminho ¢ — h; sem
necessidade de referéncia a topologia do espaco de fungdes C(X,Y).

Figure 7.2: Duas aplicaces f,g:S! — S! x R ndo homotépicas entre si

Proposigao 7.2.1. A relacdo de homotopia entre mapas, ~, é uma relagéo
de equivaléncia no espago C(X,Y).

Proof. Ver Exercicio 7.10. O
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Se Y é um espaco linear, entdo C(X,Y) é também um espaco linear.
Neste caso, quaisquer mapas f, g € C(X,Y) sdo homotdpicos entre si, através
da homotopia h : [0,1] x X — Y definida por

h(t,z):= (1 —1t) f(x) +tg(x) reX, tel0,1].

Se Y C R"™ é um subconjunto convexo entdao a mesma homotopia mostra
que quaisquer mapas f,g € C(X,Y’) sao homotdpicos entre si.

A proposicao seguinte implica que relacdo de homotopia entre variedades
3 ~ s s o ~
compactas é uma relagao aberta (Exercicio 7.13). Se f ~ g entao os mapas
préximos de f sao homotépicos a mapas proximos de g.

Proposigao 7.2.2. Dadas variedades compactas X e Y, a variedade Y sem
bordo, existe e > 0 tal que se f,g € C(X,Y) satisfizerem d(f,g) < € entao
f é homotépica a g.

Proof. Sejam e > 0 tal que V-(Y) é uma vizinhanga tubularde Y e w: V. (Y) —
Y a projecgao associada. Dados f,g € C(X,Y) tais que d(f, g) < € podemos
definir a homotopia h: [0,1]x X — Y, h(t,z) :== 7n((1—t) f(x)+t g(z)) entre
f e g. Esta aplicagdo h estda bem definida porque da hipdtese resulta que
(1—1t)f(z)+tg(x) € Vo(Y) paratodo t € [0,1] e z € X. O

Um espago topologico X diz-se contrdctil se a identidade idy : X — X
for homotdpica a uma aplicagao constante ¢ : X — X. Qualquer disco em
R"™, ou mais geralmente, qualquer espago homeomorfo a um subconjunto
convexo de R™, é contractil, porque, sendo X convexo, todos os mapas de
C(X, X) sdo homotdpicos entre si. As esferas S” (n > 0) sdo exemplos de
espagos nao contracteis.

Um espaco X diz-se simplesmente conexo se toda a aplicacdo f : ST — X
for homotépica a uma aplicacdo constante ¢ : S — X. E habitual traduzir
esta propriedade dizendo que toda a curva fechada é homotdpica a um ponto.

A circunferéncia S' e o toro S' xS sdo exemplos de espacos nio simplesmente
conexos. A esfera S? é simplesmente conexa.

Dados espagos topolégicos X C Y dizemos que X é um retracto de Y
se existir uma aplicagdo continua r: Y — X tal que r|x = idx. A aplicagao
r: Y — X diz-se uma retrac¢cao de Y em X.

Teorema 7.2.1. Seja X uma variedade compacta com bordo. Entao 90X
nao é um retracto de X.

Proof. Suponhamos que existe um retracto continuo r: X — 9X. Vejamos
que entao também existe um retracto suave. Fixemos € > 0 tal que V;(0X)
seja uma vizinhanga tubular de 0X. Sejam g: X — 90X uma fungao suave
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Sl

D’

Figure 7.3: A circunferéncia S* x {0} é um retracto do cilindro S* x R, mas
St = 9D? ndo é um retracto do disco D?.

B®

0 &gt g
Figure 7.4: Gréfico de ((t)

tal que ||r(z) — g(z)|| < € para todo o x € X, e [: R — R uma funcdo
crescente suave tal que 3(t) = 0 para t < 0, e 3(t) = 1 para t > 2 — &*
(Exercicio 7.1). Definimos 3: V2(0X) — R, B(z) := B(distox (z)?) e 7: X —
0X pondo

g(x) se distpx(z) > ¢

) :Z{ 7 ((1=B@) w(@) + B@) g(a)) se distox(a) <e

Observemos que 7 é um retracto suave que apenas estd definido sobre a
vizinhanca tubular V(0X). Fora de V_ ;==(0X) temos B(z) =1 o que
implica que 7(z) = m(g(x)) = g(x). Logo o mapa 7: X — 90X é suave.

Finalmente, 7: X — X é um retracto porque se 2 € dX, entéo f(x) = 0
e 7(z) =n(n(x)) ==.

Seja agora y € dX um valor regular de 7: X — 9X. Observemos que
y é também um valor regular da aplicagdo identidade 7|gx: 0X — 0X.
Logo, pelo Teorema 4.2.1, 7~ (y) é uma variedade com bordo de dimensao
n—(n—1) =1, onde n = dim(X), tal que 97 '(y) = (Flox) ' (v) = {y}.
Isto é absurdo porque toda a variedade com bordo de dimensao 1 tem um
numero par de pontos no bordo (Exercicio 7.9). O
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7.3 Equivaléncias de homotopia

Dados espacos topoldgicos X C Y, dizemos que X é um retracto por deformag¢ao
de Y se existirem um retracto r: Y — X, e uma aplicacao continua
h:[0,1] x Y — Y, tais que:

(a) paratodox €Y, h(0,z)=xz e h(l,z)=r(x)
(b) paratodoxz € X et € [0,1], h(t,z) = .

Por outras palavras, existe uma homotopia h; entre idy e r formada por
mapas que fixam os pontos de X.

Proposicao 7.3.1. A relacao ‘ser um retracto por deformacdo de’ é transitiva.

Proof. Ver Exercicio 7.12. O

A circunferéncia S' x {0} é um retracto por deformacao do cilindro S' xR.
Removendo um disco D ao cilindro S! xR, a circunferéncia S x {0} continua
a ser um retracto de (S* x R) \ D, mas ndo é um retracto por deformacdo
de (S' x R)\ D (Figura 7.5).

Figure 7.5: Um retracto que nao é um retracto por deformagao

A composicao de aplicacbes continuas é compativel com a relacdo de
homotopia.

Proposicao 7.3.2. Dadas fy,f1 € C(X,Y) e go,q1 € C(Y,Z), se fo é
homotodpica a f1 e go € homotodpica a g1 entao ggo fy € homotdpica a g1 o fi.

Proof. Ver Exercicio 7.11. O

Esta proposic¢ao permite definir a categoria homotdpica (ver definicao de
categoria no Apéndice 14.4) cujos objectos sdo o0s espagos topoldgicos e cujos
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morfismos sao as classes de homotopia: Dado f € C(X,Y), a sua classe de
homotopia é o conjunto

[fle ={g€CX,Y): g~ f}.

Pela Proposicao 7.3.2 fica bem definida a operacao de composicao ao nivel
das classes de homotopia.

o X —

e()i Y) o lleolfle =1lgo fle

CX,Y)  CX.)Y)

Os isomorfismos da categoria homotdpica correspondem a seguinte no¢ao
de equivaléncia de homotopia. Uma aplicacao continua f : X — Y diz-se
uma equivaléncia de homotopia se existir g : Y — X continua tal que

go f~idy e fog~idy .

A aplicacdo g : Y — X diz-se uma inversa homotdpica de f : X — Y.
Quando existe uma equivaléncia de homotopia f : X — Y dizemos que
X e Y sao homotopicamente equivalentes, ou que tém o mesmo tipo de
homotopia.

Proposicao 7.3.3. Se X é um retracto por deformagao de Y entdao X e Y
sao homotopicamente equivalentes.

Proof. Seja r : Y — X um retracto homotépico a idy, e designemos por
1: X — Y aaplicacao inclusao de X em Y. Entao roi = idx e tor N idy. O

7.4 Grupo Fundamental

Seja X um espaco topoldgico. Chama-se caminho em X qualquer aplicacao
continua v: [0,1] — X. Os pontos x = v(0) e y = ~(1) dizem-se as
extremidades inicial e final de v. Nesta seccao vamos supor que X é conezo
por caminhos, i.e., quaisquer que sejam z,y € X existe pelo menos um
caminho v em X com extremidades z e y.

Dados pontos z,y € X, definimos

Q(X,z,y) := {y caminho em X:~(0) ==z, v(1)=vy}.

Algebrizamos agora os espagos de caminhos Q(X, z,y).
Dados v € Q(X,z,y) e v € Q(X,y, 2), definimos a concatenacao y*~' €
Q(X, z, z) destes dois caminhos por

nom | oy(2t) se OStS%
(7*7)(0‘—{7/(215_1) se L<t<l
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Dado v € (X, z,y), definimos o caminho inverso v~! € Q(X,y,z) por
v~ 1(t) := v(1 —t). Por fim, designamos por 6, € Q(X,z,z) o caminho
constante, 0;(t) := x.

Dois caminhos vo,71 € Q(X, z,y) dizem-se homotdpicos neste espago se
existir um aplicacao continua (homotopia) h: [0,1] x [0,1] — X tal que

(a) h(t,0) =z, para todo t € [0, 1],
(b) h(t,1) =y, para todo t € [0,1],
(¢) h(0,s) =~(s), para todo s € [0, 1],
(d) h(1,s) =(s), para todo s € [0, 1].

A relagao de homotopia entre caminhos é uma relacao de equivaléncia (Exer-
cicio 7.19). Designamos por 7(X,x,y) o conjunto das classes de homotopia
de caminhos em Q(X, z,y).

Proposicao 7.4.1. As operacées de concatenacao e de inversao de caminhos
sao compativeis com a relagao de homotopia entre caminhos: Se 7y é homotépico
ay em Q(X,z,y) e v, é homotdpico a 7| em Q(X,y, z) entao

(a) 70 *y, é homotdpico a 1 * ] em Q(X, z, 2).
(b) 75 ' é homotépico a ;! em Q(X,y,2).

Proof. Descrevemos as homotopias, deixando ao cuidado do leitor a verificacao
de que estas sao aplicacoes continuas nas condicoes pretendidas.

Seja hg: [0,1] x [0,1] — X uma homotopia entre os caminhos g e 7, com
as extremidades (inicial = e final y) fixas. Analogamente, seja hy: [0, 1] x
[0,1] — X uma homotopia entre os caminhos 7; e 7] com as extremidades
(inicial y e final 2) fixas.

A homotopia h: [0,1] x [0,1] — X entre os caminhos g * v e 71 * 7] é

| ho(t,2s) se
It s) = { hi(t,2s —1) se

= O
A A
IAIA

1
§=>3
s<1
1

A homotopia k: [0,1] x [0,1] — X entre os caminhos inversos v; * e 7,
é dada por k(t,s) := ho(t,1 — s). O

Esta proposigdo permite associar uma categoria Cx (ver definicao de
categoria no Apéndice 14.4) a um espago topolégico X do seguinte modo:
Os objectos de Cx sao os pontos de X, i.e., Obj(Cx) := X. Os morfismos
de Cx sao as classes de homotopia de caminhos com extremidades fixas,
Mor(z,y) = w(X,z,y). Pela Proposicao 7.4.1 ficam bem definidas as
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operagoes de composicao e inversao ao nivel das classes de homotopia de
caminhos.

wom(X, my) x (X, y,2) > n(X,2,2) . [ =y

i W(vaay) — F(Xﬂl/"x)? Z(h]) = [’7] = [7_1]'

A proposicao seguinte garante que Cx é uma categoria, e mais do que
isso é um grupdide (ver definigdo no Apéndice 14.4). Dados niimeros reais
a < b, vamos designar por 45: R — R a aplicagao afim o, (t) := Z:—Z que
satisfaz o4(a) =0 e o,5(b) = 1.

Proposicao 7.4.2. Dado um espago topolégico X,

(a) E associativa a operacao de concatenacao ao nivel das classes de homotopia
de caminhos: Se v € (X, z,9), v € 7(X,y,2) e v € n(X, z,w)
(] YD+ 11 = [l (T D

(b) A classe de homotopia dum caminho constante é elemento neutro para
a operacao de concatenagao x: Se [y] € 7(X, z,y),

[V *[6y] =[] e [6z]x[7] =[]

(¢) Todo o elemento de m(X,z,y) é invertivel: Se [y] € (X, z,y),
T el =10) e W=l =1[0]

Proof. A concatenacdo de caminhos ja é associativa como operagao nos
espagos de caminhos Q(X, z,y), pelo que continua associativa ao nivel das
classes de homotopia.

Seja v € Q(X,x,y). Para (b) temos que mostrar que os caminhos
0z * 7y € 7y x §, sao homotdpicos a . As correspondentes homotopias sao
respectivamente

b o= se 0<s< %
1(t,5) 1= Y(o1=e 1(s)) se Hr<s<1o
Y(og 1zt (s) se 0<s<
ho(t,s) := 72 "
Y se 5 <s<1

Finalmente, para (c) basta notar que o caminho ~ % y~*

0, através da homotopia seguinte

é homotépico a

T se OSSS%

t 1

o S se s<s<3
h(t,s) = 7(_1%’%( ) (s)) i< ;i_i
vy %71_%5 se 5 <s< 5
T se 1—%<s§1

1

Analogamente se vé que o caminho v~ * v é homotdpico a d,,. O
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Corolario 7.4.1. Seja X um espaco topolégico conexo por caminhos. Entao
(m(X,z,x),%) é um grupo, para todo x € X, e todos estes grupos sao
isomorfos entre si.

Proof. Segue da categoria Cx ser um grupdéide (ver defini¢ao de grupéide no
Apéndice 14.4). O

Definicao 7.4.1. Chama-se fundamental do espago topolégico X a qualquer
grupo isomorfo a m(X,x) = w(X,x,z), comx € X.

Proposigao 7.4.3. Dado um mapa continuo f: X — Y, se dois caminhos
70,71 sao homotépicos em Q(X, z,y) entao os caminhos f o7 e f o7 s@o
homotdpicos em QY f(x), f(y)).

Proof. Se h: [0,1] x [0,1] — X for uma homotopia entre 7y e 1 entdo foh
¢ uma homotopia entre os caminhos f o~y e fo~;. 0

A proposicao anterior mostra que todo o mapa continuo f: X — Y
induz uma familia de aplicacoes fi: 7(X,z,y) — 7(Y, f(x), f(y)), definida
por fu[y] :=[f o]

Proposicao 7.4.4. Seja f: X — Y um mapa continuo. A familia de
aplicagoes fi: m(X,z,y) = 7(Y, f(z), f(y)) determina um functor entre os
grupdides Cx e Cy. Em particular, f,: (X, z) — 7(Y, f(x)) é um morfismo
de grupos, para todo z € X.

Proof. A functorialidade de f.: Cx — Cy é consequéncia das seguintes
propriedades

(1) fods = d¢(z), qualquer que seja z € X,

(2) (foy)™' = fory™!, qualquer que seja v € Q(X, x,y),

(3) fo(yv*7) = (fox)*(for), quaisquer que sejam v € Q(X,z,y) e
v eQX,y,z). O

Proposicao 7.4.5. A correspondéncia que a cada espago topolégico X
associa o grupdide Cx, e que a cada mapa continuo f: X — Y associa o
morfismo de grupdides f,: Cx — Cy é um functor da categoria dos espagos
topoldgicos na categoria dos grupdides.

Proof. Exercicio 7.20. O

Proposicao 7.4.6. O grupo fundamental é um invariante topolégico e
homotépico. Espacos topoldgicos homotopicamente equivalentes tém o mesmo
grupo fundamental.

Proof. Exercicio 7.22. O

Na seccao seguinte apresentamos varios exemplos de cédlculo do grupo
fundamental.
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7.5 Espacos de Recobrimento

Sejam X e X variedades conexas de dimensao n.

Definicao 7.5.1. Um mapa suave p: X = X diz-se uma aplicagao de
recobrimento se para caday € X existir um aberto V. C X comy € X tal que
p H(V)=U1UUzU... € a unido disjunta duma familia finita ou numerdvel
de abertos Uy, Us,... C X tais que plu,: Ui = V € um difeomorfismo para
todoi=1,2,....

A variedade X diz-se um espaco de recobrimento de X. Para cada x €
X, o conjunto p~'(x) diz-se uma fibra do recobrimento.

Da definigao segue que toda a aplicacao de recobrimento p: X 5 Xé
um difeomorfismo local. A reciproca desta afirmacao também é valida desde
que a variedade X seja compacta.

Proposicao 7.5.1. Sejam X e X variedades compactas e conexas. Todo o
difeomorfismo local p: X — X é uma aplicacao de recobrimento.

Proof. Exercicio 2.9. O

Todas as fibras duma aplicacio de recobrimento p: X — X tém o mesmo
cardinal (Exercicio 7.23).

Vejamos alguns exemplos de aplicacoes de recobrimento.

= O grupo quociente T" := R"/Z"™ é habitualmente conhecido como
o n-toro. Trata-se dum grupo topoldgico compacto quando munido da
topologia quociente. A projec¢ao natural p: R" — T", p(z) =7 := x + Z",
é um morfismo de grupos e um homeomorfismo local. Através de p: R™ —
T™ podemos introduzir em T" uma estrutura de variedade diferenciavel
abstracta (Proposi¢ao 14.5.1) que faz da projeccdo p uma aplicacdo de
recobrimento (Exercicio 7.24).

= Através das identificacdes naturais T" = (R/Z)" = (S')" a aplicacio
de recobrimento do exemplo anterior ¢ dada pelo mapa p: R” — (S1)”

p(z1,...,2,) = (cos(2mxy),sin(27xy), . . ., cos(2mxy,), sin(27ay,)) .

= Seja P" := P(R"*!) o espaco projectivo (Apéncice 14.6) de dimensdo
n. Sendo um difemorfismo local entre variedades compactas, a projecgao
natural p: S — P" é uma aplicagao de recobrimento duplo (todas as fibras
tém todas dois elementos) (Exercicio 7.25).

= Seja G C Dif*(X) um grupo de difeomorfismos propriamente descontinuo
numa variedade X. Entao a projeccao p: X — X/G é uma aplicagao de
recobrimento da variedade (abstracta) quociente X/G (Proposicao 14.5.2,
Exercicio 7.26).
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Definigao 7.5.2. Sejam p: X — X uma aplicacio de recobrimento e f:Y—
X uwm mapa suave. Chama-se levantamento de f relativo a p a um mapa
suave f:Y — X tal que f =po f.

A proposicao seguinte garante a unicidade do levantamento dum mapa
fixado um valor inicial.

Proposicao 7.5.2. . Sejam Y uma variedade conexa, p: X - X uma
aplicacao de recobrimento, f: Y — X um mapa suave, f e f dois levantamentos
de f relativos a p. Se f(zg) = f(xg) para algum zo € Y entdo f = f.

Proof. Exercicio 7.28. O

A proposicao seguinte assegura a existéncia e unicidade (fixado um valor
inicial) do levantamento de um mapa f: Y — X quando a variedade Y é
conexa e simplesmente conexa.

Proposicido 7.5.3. Sejam p: X — X uma aplicacdo de recobrimento e
Y uma variedade conexa e simplesmente conexa. Dado um mapa suave
f:Y — X epontosyp €Y, zg €p 1(f(yo)) existe um unico levantamento
suave f: Y — X de f relativo a p tal que f(yo) = zo.

Proof. Exercicio 7.31 O

Dadas duas aplicagoes de recobrimento p;: Xl — X e pa: X'Q — X
chama-se morfismo de recobrimento entre os espacos de recobrimento X e
X2 a um mapa suave f: X1 — X2 tal que po o f = p1.

Fixada uma variedade X, os espacos de recobrimento de X e os morfismos
de recobrimento formam uma categoria (Exercicio 7.32). Em particular, a
composicao de morfismos de recobrimento é um morfismo de recobrimento.

Proposicdo 7.5.4. Sejam p: X, — X e pa: Xo — X aplicacoes de recobrimento.
Todo o morfismo de recobrimento f: X; — X5 é uma aplicagdo de recobrimento.

Proof. Exercicio 7.33. O

Sempre que um espacgo de recobrimento X é conexo e simplesmente
conexo ele goza da seguinte propriedade universal.

Proposicao 7.5.5. Seja p: X - X uma aplicacao de recobrimento onde X
¢ uma variedade conexa e simplesmente conexa.

Para toda a aplicagao de recobrimento p: X = X existe um morfismo
de recobrimento p: X — X tal que pop =p.

Proof. Como X é conexa e simplesmente conexa, pela Proposicao 7.5.3 a
aplicacdo p: X — X admite um levantamento p: X — X relativo a p. Por
definicao de levantamento temos p o p = p. O
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A proposicao anterior motiva a defini¢ao seguinte.

Definigao 7.5.3. Chama-se recobrimento universal duma variedade conexa
X a uma aplicacao de recobrimento p: X — X onde X seja uma variedade
conexa e simplesmente coneza.

Toda a variedade conexa admite um recobrimento universal (pode ver
em [11, Cap. 5, Sec. 6] a constru¢ao dum espaco de recobrimento universal
topolégico X, que pela Proposicio 14.5.1 herda de X uma estrutura de
variedade abstracta).

Proposicao 7.5.6. Seja p: X — X uma aplicagao de recobrimento. Se
X for conexa e simplesmente conexa, todo o endomorfismo de recobrimento
f: X — X éum automorfismo, i.e., é invertivel como morfismo de recobrimento.

Proof. Seja f: X — X um endomorfismo de recobrimento. Fixado z¢ € X
temos f(p~'(z0)) = p~"(x0). Sejam To, Yy € p~'(wo) tais que f(To) = Yo.
Pela Proposi¢ao 7.5.3 exite um (tnico) levantamento g: X — X do mapa
p: X = X (relativo a p) tal que g(7,) = To. Segue que g é um morfismo de
recobrimento.

Vamos mostrar que g = f~'. A composicio h = go f é um morfismo de
recobrimento tal que h(Ty) = Tp, e em particular h é um levantamento de
p: X — X (relativo a p) com o valor inicial h(Z) = Zo. Como a identidade é
outro levantamento nas mesmas condicoes, pela unicidade do levantamento
(Proposicao 7.5.2), gof = h = id ;. Analogamente se vé que fog =idg. [

Qualquer automorfismo de recobrimento serda chamado uma transformacdao
de recobrimento. Vamos designar por G(X|X) C Dif**(X) o grupo das
transformagoes de recobrimento de p: X — X.

Teorema 7.5.1. Seja p: X — X um recobrimento universal de X. Entéo
G(X|X) é isomorfo m(X, ).

Proof. Vamos dividir a prova em varios passos.

Fixemos 79 € X eseja F(z0) := p~!(x¢) afibra da aplicacio de recobrimento
no ponto xg. Seja S(xp) o grupo das permutagoes (aplicagoes bijectivas) de
F(l’o)

Fixada a classe de homotopia [y] € 7(X,zp) de um caminho fechado
v € Q(X, ), e um ponto na fibra x € F(xg) = p~'(xg), designemos por
4z [0,1] = X o tnico levantamento de + relativo a p tal que 3,(1) = .
Definimos a aplicagao ®: 7(X, z¢) — S(zo) pondo ®([v])(x) := 7.(0).

» & 7(X,20) = S(x0) é um homomorfismo de grupos. Por outras palavras,
® determina uma acgao do grupo 7(X, zg) na fibra F(x).

Pelo Exercicio 7.30, se 4/ for um caminho homotépico a v em Q(X, zg)
entdo 9,(0) = 4.(0). Logo ®([y])(z) = 42(0) ndo depende da escolha do
representante da classe de homotopia [y]. Como 7 é um caminho fechado

P(72(0)) = (po72)(0) = ¥(0) = zo
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pelo que ([7])(z) € F(xo).

Vejamos agora que ® é um homomorfismo do semigrupo (7(X,zg), *)
no semigrupo das aplicagoes ¢: F(zg) — F(x9) munido da operagao de
composicao, i.e., quaisquer que sejam 7, € Q(X, zg) e x € F(x9),

Consideremos y := 7;(0) e z := ¥,(0), de modo que 7, € AUX,z,y), 7, €
QX,y,z) ey *7, € QX,z,2). O caminho 7, * ), é o levantamento de
v %~ que satisfaz (3, *7,)(1) = 7,(1) = 2. Logo

(7] * YD (@) = @[y * D)) = (y * 72)(0) = F(0)
= (W) (y) = 2(WD(@{(v])(x))-

Por outro lado todo o levantamento do caminho constante d;, ¢ um caminho
constante, pelo que ®([d,]) = idp(,,). Pela propriedade de semigrupo

(I)(h/]) © (I)([’V_l]) - (I)<['7 * ’Y/D - (I)([(sxo]) - id—F(aco)

o que implica que cada ®([y]) seja uma aplicacao bijectiva, i.e., ®([y]) €
S(xp). Fica assim provado que ®: 7(X,z9) — S(z9) é um homomorfismo
de grupos.

Dada uma transformacio de recobrimento f € G(X|X), como po f =p
temos f(F(xo)) = F(xo). Por outras palavras o grupo G(X|X) actua na
fibra F'(xg). Mostramos em seguida que esta ac¢do comuta com a acgao do
grupo fundamental (X, ).

o F@(h)(@)) = () (f(x)), sempre que £ € G(X|X) e [] € 7(X,z0) e
x € F(xg).

Seja y = ®([y])(x). O caminho 7, é o tnico levantamento de v que liga
y a x. Logo, como po f =p, f o7, é o levantamento de vy que liga f(y) a
f(x). Segue que f o4, = F( e portanto

F@(WD(@)) = f(72(0)) = V@) (0) = (W) (f (2))-

Observemos que dados x,y € F(z() existe uma tnica transformagao
de recobrimento f € G(X|X) tal que f(z) = y. Este facto segue da
Proposicio 7.5.3, sendo f o tdnico levantamento de p: X — X relativo a
p que satisfaz f(x) = y.

Fixemos zy € F(xp). Definimos F: n(X,z9) — G(X|X), [y] — Fly,
como a aplicacdo que a cada classe de homotopia [y] € m(X,zg) associa a
tinica transformagao Fj,; € G (X|X) que satisfaz F} 1 (@([7])(20)) = 20

» F: (X, x9) = G(X|X) é um homomorfismo de grupos.
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Dadas classes de homotopia [v],[y] € 7(X,zg), usando a relagdo de
comutatividade expressa no passo anterior,

(Fyy 0 ) (@[] + [V]) (20)) = Flyp (Fpy (@D (2([7']) (20))))
= Fi)(2([]) (Fpy (2([7'T)(20))))
= Fi,)(2([7])(20)) = 20

o que implica que Fi, .y = Fiy) © Fy.

» F:71(X,z0) = G(X|X) é injectiva.

Basta ver que F' é um monomorfismo. Seja [y] € w(X,zg) tal que
F,) = idg. Entao ®([y])(20) = 20. Por outras palavras, ., € Q(X, )
é um caminho fechado. Como X é simplesmente conexo, o caminho Voo €
homotépico a um caminho constante, o que implica que 7 = po7,, também
seja homotdpico a dy,, i.e., [y] = [0z,

» F: (X, 20) = G(X|X) é sobrejectiva.

Dada f € G(X|X), como X é conexo, existe um caminho 4: [0,1] — X
que liga f~1(20) a z9. Definindo v = p o4, como 4 é o levantamento de
que termina em zp, temos 7,, = 7. Logo

F(@([])(20)) = f(3(0)) = f(5(0)) = F(f}(20)) = 20

o que implica que f = F},}, e estabelece a sobrejectividade de F'. O

Terminamos esta sec¢ao com a lista dos grupos fundamentais dos exemplos
introduzidos no inicio da seccao.

= Sejam X uma variedade conexa e simplesmente conexa e G C Dif*(X)
um grupo de difeomorfismos propriamente descontinuo em X. Sob estas
hipéteses m(X/G,7) ~ G(X|X/G) = G (Exercicio 7.34).

= O grupo das transformagoes de recobrimento G(R"|T"™) é o grupo das
translacoes 7;,: R" — R”, 7(x) := = + k, segundo vectores k € Z". Em
particular 7(T", 7) ~ Z" (Exercicio 7.35).

= O grupo das transformagoes de recobrimento G(S™|P™) tem dois elementos,
a identidade e o mapa antipoda A: S™ — S", A(x) := —z. Em particular
7w(P",T) ~ Zs (Exercicio 7.36).

7.6 Exercicios

Ex 7.1. Mostre que dados a < b existe uma fungao suave g: R — R tal que
B(x) =0paraz <a, B(x)=1paraz>b e [B'(x)>0paraa<x<b.
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Sugestao: Mostre que a fun¢ao ¢: R — R,

1
{e_ac se x>0

Ex 7.2. Toda a variedade conexa e simplesmente conexa é orientavel.
Sugestao: Fixe um ponto p € X e uma orientacao em 7, X. Qualquer
outro ponto ¢ € X pode ser ligado a p por um caminho. Mostre, usando
que X ¢é simplesmente conexo, que a orientacdo transportada de p para g
é independente do caminho escolhido. Aplique entao o Exercicio 6.24 para
concluir que X é orientavel.

Nos seis exercicios seguintes X é uma variedade com bordo (possivelmente
vazio) de dimensao 1, compacta e conexa. Neles fazemos a classificacao
completa desta classe de variedades uni-dimensionais.

Vamos dizer que um conjunto A C X é um arco se for difeomorfo a um
intervalo fechado e limitado.

Ex 7.3. Mostre que dado um arco A C X existem exactamente dois campos
unitarios £ € X*°(A), i.e., tais que [|{(x)|| = 1 para todo = € A.

A cada campo unitério £ € X*°(A) vamos chamar um sentido no arco A.

Ex 7.4. Mostre que dado um sentido £ num arco A e um ponto x € A existe
um tnico difeomorfismo f: [a,b] — A tal que:

f(0) =
f(t) = &(f(t)) para todo t € [a, b],
||/ ()|l = 1 para todo ¢ € [a, b],

A = {f(a), f(b)}-

Ex 7.5. Mostre que dados dois arcos Ay e As se A1 N Ay for conexo entao
A1 U Ay é um arco.
Sugestao: Escolha sentidos compativeis nos dois arcos e use o Exercicio 7.4.

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

Ex 7.6. Mostre que dados dois arcos Ay, Ao C X e um ponto x € A1 N Ay
existe f: [a,b] — X suave (possivelmente nao injectiva) tal que

(a) f(0) ==,
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(b) |1/ (t)|| = 1 para todo t € [a,b],
(c) f(a,b]) = A1 U As.

Sugestao: Escolha sentidos em A; e Ay que sejam compativeis na componente
conexa que contem o ponto x, e considere os difeomorfismos f;: [a;, b;] — A;
que pelo Exercicio 7.4 estdo associados a estas escolhas. Veja que f1 = fo
em [al, bl] N [CLQ, bQ]

Ex 7.7. Seja f: [a,b] = X um difeomorfismo local tal que || f'(t)|| = 1 para
todo t € [a,b]. Mostre que se f nao ¢ injectiva entao f([a,b]) é difeomorfo a
St. Conclua que f([a,b]) = X.

Sugestao: Veja que podemos reduzir o problema ao caso em que f(b) =
f(a) sendo f|4p[: [a,b[— X injectiva. Neste caso tome um arco A C X que
seja uma vizinhanga do ponto f(a) = f(b) e que ndo contenha toda a imagem
f(la,b]). Tome 6 > 0 tal que f(t) € A para todo t € [a,a + 6] U [b— 4,b].
Mostre que existe um tnico sentido no arco A que é compativel com as
orientagoes induzidas pelas restrigdes f: [a,a + ] — A e f:[b—0,b] —
A. Conclua que podemos estender f como aplicacdo suave e periddica de
periodo b — a.

Ex 7.8. Mostre que X é difeomorfa a um dos modelos [0, 1] ou S*.
Sugestao: Considere uma cobertura finita de X por abertos cujos fechos
topoldgicos sejam arcos e jogue com os exercicios 7.5, 7.6 e 7.7.

Ex 7.9. Mostre que a fronteira duma variedade compacta com bordo de
dimensao 1 consiste sempre de um nimero par de pontos.

Ex 7.10. Mostre que a relacao de homotopia é uma relacao de equivaléncia
em C(X,Y).

Sugestao: Para a transitividade, considere homotopias hy de fi; em fo, e
ho de fo em f3, e defina h: [0,1] x X — Y por

] hi(2t,x) se
ht,z) = { ho(2t —1,2) se

-~ +
IA A
— Nl

= O
ANVA

Ex 7.11. Sejam f; € C(X,Y) e g; € C(Y, Z), i = 0,1. Mostre que se fy ~ fi
e go~ g1 entdo goo fo~ gio fi.

Sugestao: Considere homotopias hy de fy em fi, e ho de gg em g1, e defina
h:[0,1] x X — Z por h(t,z) := ha(t, hi(t,x)).

Ex 7.12. Seja Z um espago topolégico. Dados subespagos X C Y C Z,
mostre que se Y é um retracto por deformacao de Z, e X é um retracto por
deformagao de Y entdo X é um retracto por deformagao de Z.

Sugestao: Sejam r1: Y — X e ry: Z — Y os retractos assumidos e
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considere as homotopias hy de idy em r1, e he de idz em ro, Defina entdo
h:[0,1] x Z — Z por

[ ha(2t,2) se
hit, z) = { h?(Zt —1,79(2)) se

= O
A A

1
t<s
t<1

IAIA

Deve mostrar que h é uma homotopia continua entre idz e r1 o r9, que fixa
todos os pontos de X.

Nos quatro exercicios seguintes X e Y sao variedades compactas, Y
variedade sem bordo.

Ex 7.13. Mostre que a relagdo de homotopia em C(X,Y") é aberta.

Ex 7.14. Mostre que existe ¢ > 0 tal que se f,g € C>°(X,Y) satisfazem
d(f,g) < € entao f e g sdo suavemente homotépicas.

Ex 7.15. Mostre que relacao ‘ser suavemente homotodpica a’ é uma relagao
de equivaléncia em C*(X,Y).

Sugestao: Para a transitividade considere homotopias suaves h; de f; em
f2, € ha de fo em f3, e defina h:[0,1] x X — Y por

[ mB@)w)  se 0<t<
h(t’x)—{ ha(82t—1).2) se L<t<

escolhendo B : R — R como uma funcao suave tal que
e 0<f(x) <1, Vzel0,1],
e f(z)=0, Vx €[0,1/4],
e f(x)=1, Vz € [3/4,1].
Mostre que a aplicagao h é suave.
Ex 7.16. Sejam f,g: X — Y duas fungoes suaves. Mostre que f e g sao

homotépicas sse sao suavemente homotdpicas.

Ex 7.17. Prove o teorema do ponto fixo de Brouwer. Todo o mapa continuo
f: D" — D" tem pelo menos um ponto fixo.

Sugestao: Supondo que f nao tem pontos fixos em D™ use a Figura 7.6
para definir uma retracgao r: D" — 9D".

Ex 7.18. Sejam X e Y espacos topoldgicos homotopicamente equivalentes.
Mostre que X é contractil, resp. simplesmente conexo, se e somente se Y é
contractil, resp. simplesmente conexo.

Ex 7.19. Sejam X um espaco topoldgico e x,y € X. Mostre que relacao de
homotopia entre caminhos é uma relacao de equivaléncia em Q(X, z,y).
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r(z)

Figure 7.6: Definigdo geométrica duma retracgao r: D" — D"

Ex 7.20. Mostre que a correspondéncia que a cada espago topolégico X
associa o grupéide Cx, e a cada mapa continuo f: X — Y associa o morfismo
de grupdides f,: Cx — Cy é um functor da categoria dos espagos topoldgicos
na categoria dos grupdides.

Ex 7.21. Sejam f,g: X — Y mapas continuos. Mostre que se f e g sao
homotoépicos entao determinam o mesmo morfismo entre os grupdides Cx e
ey, i.e., f* = g« GX — ey.

Ex 7.22. Sejam X e Y espagos topoldgicos conexos por caminhos. Mostre
que se X e Y s@o homotopicamente equivalentes entao 7(X,x) ~ 7(Y,y),
quaisquer que sejam x € X ey € Y.

Sugestao: Use os exercicios 7.20 e 7.21.

Ex 7.23. Sejap: X — X uma aplicacio de recobrimento. Mostre que todas
as fibras p~!(x), com = € X, tém o mesmo nimero de elementos.

Ex 7.24. Seja T™ := R"/Z"™ o n-toro. Mostre que o mapa quociente
p: R® — T™ é uma aplicagao de recobrimento.

Ex 7.25. Mostre que a esfera S™ é um recobrimento duplo do espago projectivo
P i.e., que a projeccao candnica p: S™ — P™ é uma aplicagdo de recobrimento
cujas fibras tém dois elementos.

Ex 7.26. Seja G C Dif**(X) um grupo de difeomorfismos propriamente
descontinuo numa variedade X. Mostre que a projeccao candnica p: X —
X/G é uma aplicagao de recobrimento.

Ex 7.27. Mostre que as aplicagoes de recobrimento dos exercicios 7.24 e 7.25
sao casos particulares da aplicacao de recobrimento do Exercicio 7.26.
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Ex 7.28. Sejam f e f dois levantamentos dum mapa f: Y — X relativos
a uma aplicagao de recobrimento p: X — X. Mostre que se Y é conexa e
f(zo) = f(x0) para algum z¢ € Y entdo f = f.

Sugestdo: Veja que o conjunto A := {z € Y: f(z) = f(z)} é aberto e
fechado em Y.

Ex 7.29. Sejam f: Y — X um mapa suave e p: X — X uma aplicacdo de
recobrimento. Mostre que se f Y — X é uma aplicacdo continua tal que
f=pof (levantamento continuo de f) entao f é suave.

Ex 7.30. Sejam p: X — X uma aplicacido de recobrimento e f: Y — X
um mapa suave. Supondo primeiro que (a) Y = [0, 1] e yop = 0, e depois que
(b) Y convexo e yp € Y, mostre que dado xg € p~L(f (y0)) existe um tnico
levantamento suave f: Y — X de f relativo a p tal que f (yo) = x.

Sugestao: Pelo Exercicio 7.28 basta provar a existéncia do levantamento.
Para (a) considere o conjunto A C [0,1] de todos os t € [0,1] tais que
flo,g: 10,t] — X admite um levantamento f:[0,t] = X satisfazendo o valor

inicial f(0) = . Veja que A é um conjunto aberto e fechado em [0,1].

Para (b) aplique o caso (a) a familia de curvas g,: [0,1] — X, indexada
em y € Y e definida por gy(t) := f((1 —t)yo + ty). Sendo g,: [0,1] — X
o levantamento de g, que satisfaz g,(0) = xo, veja que é continuo o mapa
FrY = X, f(y) = g,().

Ex 7.31. Sejam p: X — X uma aplicacdo de recobrimento e f: Y — X um
mapa suave numa variedade Y conexa. Mostre que dados pontos yo € Y,
zo € p (S (o)) existe um tnico levantamento suave f:Y — X de f relativo
a p tal que f(yo) = zo.

Sugestao: Tal como no exercicio anterior basta provar a existéncia do
levantamento. Dado um caminho ~ ligando yg a y em Y, seja g, :=
fov:[0,1] = X, e g,:[0,1 — X o levantamento de g, determinado
pelo valor inicial g,(0) = zp. Dado outro caminho 4/ ligando yp a y € Y,
como Y é simplesmente conexa, v é homotépico a v em Q(Y, yo,y). Pelo
Exercicio 7.30 (b) conclua que g,(1) = g,/(1). Use esta independéncia do
caminho para definir um levantamento continuo f .Y — X satisfazendo

f(yo) = Zo-

Ex 7.32. Seja X uma variedade conexa. Mostre que existe uma categoria
cujos objectos sao as aplicagoes de recobrimento de X e cujos morfismos sao
os morfismos de recobrimento.

Ex 7.33. Sejam pi: X1 — X e po: Xo = X aplicagoes de recobrimento.
Mostre que todo o morfismo de recobrimento f: X, — X5 é uma aplicacao
de recobrimento.

Ex 7.34. Sejam X uma variedade conexa e simplesmente conexa e G C
Dif*°(X) um grupo de difeomorfismos propriamente descontinuo em X.
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Mostre que G é o grupo das transformagoes de recobrimento de p: X —
X/G. Conclua que 7(X/G,T) ~ G, para cada T € X/G.

Ex 7.35. Mostre que G(R"|T") é o grupo das translagoes 75: R" — R",
Tr(x) := x + k, segundo vectores k € Z". Conclua que 7(T", %) ~ Z". Para
cada vector k € Z" identifique um representante da correspondente classe
de homotopia [vy] € (T", ).

Ex 7.36. Mostre que G(S™|P") = {idsn, A}, onde A: S" — S™ designa o
mapa antipoda A(x) := —z. Conclua que w(P",T) ~ Zs.



Chapter 8

Homologia

Neste capitulo descrevemos sucintamente uma familia de invariantes topolégicos
conhecida como homologia singular.

8.1 Homologia Singular

O conceito de homologia, e os invariantes topoldogicos numéricos que lhes
estao associados remontam aos trabalhos de Riemann, Betti e Poincaré [23].
A homologia singular de S. Eleinberg e N. Steenberg é talvez a mais popular
das muitas teorias de homologia que surgiram nas efervescentes décadas de
30 e 40 do século XX, com o aparecimento da nova disciplina de Topologia
Algébrica, onde o enfoque é desviado dos invariantes numéricos para o estudo
de estruturas algébricas que sao simultaneamente invariantes topoldgicos e
invariantes homotdpicos.

Grosso modo, fixado um inteiro n > 0, a homologia de dimensao n é um
functor da categoria dos espagos topoldgicos para uma categoria algébrica de
grupos abelianos, de médulos sobre um anel, ou de espacos vectoriais sobre
um corpo fixado. As definicbes de categoria e functor sdo apresentadas
no Apéndice 14.4. Por uma questdao de simplicidade vamos restringir-nos
a homologia singular como functor com valores na categoria dos espacos
vectoriais sobre um corpo K arbitrario, referido como o corpo dos coeficientes.

Sejam Top a categoria dos espagos topoldgicos cujos objectos sdo os
espagos topoldgicos e cujos morfismos sao as aplicagoes continuas, e seja
Top, a categoria cujos objectos sao pares de espacos topolégicos. Um
morfismo f: (X,A) — (Y, B) nesta categoria é uma aplicagdo continua
f: X =Y tal que f(A) C B.

Através da identificagio X = (X,0), podemos encarar Top como uma
subcategoria de Top,.

Fixado um corpo K e um inteiro nao negativon > 0, a homologia singular
de dimensao n e coeficientes em K é um functor H,: Topy, — Lin(K) com

131
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valores na categoria £in(K) dos espagos vectoriais sobre o corpo K. Assim,
para cada par (X, A) de espagos topoldgicos, a homologia

H,(X,A) = H,(X, A K)
é um espago vectorial sobre K, e se f: (X, A) — (Y, B) é um mapa continuo,
H,(f): H,(X,A) - H,(Y,B)
é uma aplicacao linear. A functorialidade da homologia corresponde a dizer

que dados pares de espagos topoldgicos (X, A), (Y, B), (Z,C) e dados mapas
continuos f: (X,A) = (Y,B)eg: (Y,B) — (Z,C) se tem

(1) Hn(id(x,a)) = idpm, (x,4)
(2) Hn(g © f) = Hn(g) © Hn(f)

Dizemos que f: (X,A) — (Y, B) é um homeomorfismo entre pares de
espacos topoldgicos se f: X — Y for um homeomorfismo tal que f(A) = B.
Estes mapas (homeomorfismos) sao os isomorfismos da categoria Top,.

Corolério 8.1.1. Se f: (X,A) — (Y,B) é um homeomorfismo entao a
aplicagao linear H,(f): H,(X,A) — H,(Y, B) é um isomorfismo.

Proof. Se f: (X,A) — (Y, B) é um homeomorfismo e g: (Y,B) — (X,A4) éo
seu mapa inverso entao H, (f)oH,(g) = Hn(fog) = Hn(id(y,p)) = idn, (v,B)-
Analogamente, H,(g) o H,(f) = Hun(go f) = Hn(id(XA)) = idg, (x,4)-
Estas duas relagoes mostram que H,(f) é um isomorfismo cujo inverso é a
aplicagao linear H,(g). O

8.2 Invariantes Topoldgicos

O Corolario 8.1.1 mostra que os espagos de homologia H,, (X, K) sao invariantes
topolégicos. Vamos agora introduzir alguns invariantes numéricos de um
espaco topoldgico X derivados da homologia de X.

Chama-se n-ésimo numero de Betti com coeficientes em K a dimensao

Brn(X,K) :=dim H,(X,K), n>0.

O polinémio (ou série formal) de Poincaré, com coeficientes em K, é
definido por

PUX,K) =) Bu(X K) 2"
n=0

Chama-se caracteristica de Euler ao ntmero

o0

X(X) =P 1(X,K) =) (-1)"Bu(X,K) .
k=0

A caracteristica de Euler nao depende do corpo K (ver Corolario 8.10.1).
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8.3 Simplexos e cadeias singulares

Chama-se k-simplexo candnico ao poliedro convexo de dimensao k

k
Ak = {(mo,xl,...,xk) ERkJrl: z; >0 e inzl}

i=0
determinado pelos k + 1 vértices
eo=(1,0,...,0), e1 =(0,1,...,0), ..., ex = (0,0,...,1) .

Considerando o (k + 1)-simplexo I'**! definido pelas inequagdes z; > 0
e E?:o z; < 1, o k-simplexo A¥ é uma face no bordo de T'**!. Cada
permutacao dos vértices eg, e1, ..., e; determina uma orientacdo em RF1 =
T,I'**1 que por sua vez induz uma orientacdo em A* C OI'**t! como
parte do bordo de I'**!. Chama-se orientacdo candnica de AF A orientacio
definida pela permutacao ordenada dos vértices (e, 1, ..., ex).

€
4}
0 € \\ &
+1
€ e,

Figure 8.1: Orientacdes nos simplexos A%, Al e A?
Seja X um espaco topoldgico.

Chama-se k-simplezo singular de X a qualquer aplicacdo o: AF¥ — X
que seja continua. Os simplexos singulares podem ser pensados como para-
metrizagoes (singulares) de subvariedades topoldgicas de dimensao k em X.
Via parametrizacao eles recebem a orientacdo canénica de AF. Denota-se
por Si(X) o conjunto de todos os k-simplexos singulares de X.

Fixado um corpo K, chama-se k-cadeia singular com coeficientes em K
a qualquer combinacao linear formal com coeficientes em K de k-simplexos
singulares. O conjunto de todas as k-cadeias singulares de X é um espaco
vectorial sobre K (em geral com dimensao infinita) que se designa por

N
Ck(X,K): {Zaiai o €K e O'iGSk(X) }
=1

A construcao formal deste espago vectorial Ci(X,K) := KG:(X) - vem
descrita no Apéndice 14.8.
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Uma k-cadeia singular com coeficientes inteiros pode ser pensada como
uma configuragao dum nimero finito de k-simplexos singulares, eventualmente
repetidos, em X. O facto de se usarem coeficientes num corpo K em vez
inteiros simplifica o tratamento algébrico da teoria, nomeadamente porque o
conceito de dimensao dum espaco vectorial sobre um corpo é mais simples do
que o conceito de dimensao de um Z-médulo ou grupo abeliano. Podemos
pensar nos k-simplexos singulares como pecas de um Lego k-dimensional,
cujos ‘encaixes’, efectuados através dos bordos, iremos em seguida definir.
Nesta perspectiva uma k-cadeia é simplesmente uma configuragao finita
de pecas deste Lego. As configuragoes importantes em Homologia sao os
chamados ciclos, onde todas as pecas estao encaixadas entre si nao havendo
nenhum pedaco do bordo livre para encaixar uma nova pega.

8.4 O operador de bordo

O bordo do k-simplexo canénico A* é a unido de k+1 simplexos de dimenséo
k—1,
oAF = AbuAfU...UAY,

onde Af representa a face oposta ao vértice e;, munida da orientacao induzida
como parte do bordo de A*. Seria natural definir o bordo dum k-simplexo
singular 0 € Si(X) como sendo a sua restricdo ao bordo do k-simplexo
canénico, i.e., 0o = o|yak, identificada com a k-cadeia singular

k

8J:ZU]A§.

1=0

O problema com esta definicao é que nenhuma das faces Af , de dimensao
k — 1, coincide com o simplexo canénico A¥~1, pelo que as restrices o Ak
k2

nao sao (estritamente falando) (k — 1)-simplexos singulares. E claro que
podemos identificar canonicamente A*~! com Af através duma isometria
)\f C AR Af que preserve a ordem candnica dos vértices destes poliedros.
Facilmente se verifica que a isometria )\f preserva a orientacao quando ¢ é
par, e inverte a orientacao quando 7 é fmpar. Isto justifica que se identifique
|k com (—1)f co)k, e se defina o bordo dum k-simplexo singular o € Sy,(X)
como sendo a (k — 1)-cadeia

k

0o =Y (1) (coAf).

1=0

Referimos-nos as cadeias (—1)" (¢ o AF) como as faces de o.
Uma propriedade fundamental que justifica a subtileza da definigdo anterior
¢é a seguinte.
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Proposicao 8.4.1. Para qualquer k-simplexo singular o € Si(X),

k

D> (1) a(eo ) =0.

=0

Proof. Vamos dizer que dois k-simplexos 0,0’ € Si(X) estdo encaixados
pelas faces (i,7) sse (—=1)ig o Af + (=1)7 0’ o )\f = 0. Esta proposigao
diz-nos que as faces de o encaixam-se mutuamente duas a duas.

/-

Figure 8.2: Encaixes no bordo dum simplexo singular

A explicagao para este facto é a seguinte: Dados ¢ # j entre 0 e k,
a intersecgao Af N A;‘? é o (k — 2)-simplexo gerado pelos vértices opostos
ao segmento [e;, e;], que denotaremos por Afj. Como tanto A¥ como A?

tém orientacoes induzidas como parte do bordo de AF, estes dois poliedros
induzem por sua vez orientagoes opostas na face comum Aﬁ ;- As faces de
0, = (-1)icoX edeo; = (-1) oo )\g‘? que correspondem a Aﬁj estao
encaixadas no sentido anterior. Agrupando os termos encaixados dois a dois
vemos que Z;ﬂ:o(*l)i d(c o AF) = 0. O

L N
Dada uma k-cadeia singular 7 =) ;" | ; 03, define-se o seu bordo como
N - 7. . .
sendo Oy = > ;. ; @; 0o;. A extensao linear assim obtida

8k: Ck(X, K) — Ck_l(X, K)
diz-se o k-homomorfismo de bordo. Da Proposicao 8.4.1 infere-se que

Proposigao 8.4.2. Os homomorfismos de bordo dy: C(X,K) — Cj_1(X,K)
e Okr1: Cri1(X,K) = Cr(X, K) satisfazem Oy o 911 = 0.
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N\
ﬂé‘%\éﬁ/ Lo

Figure 8.3: O bordo de uma cadeia singular é um ciclo

8.5 Homologia dum espago topoldégico

Chama-se k-ciclo de X a qualquer cadeia 7 € C(X,K) tal que 7 = 0. Um

exemplo de um k-ciclo é o bordo do de um (k + 1)-simplexo singular. Na

imagem do Lego anterior, a condicao 97 = 0 traduz analiticamente que 7 é

uma configuracao cujas pecas tém todas as suas faces encaixadas duas duas.
O subespaco de todos os k-ciclos em X é denotado por

Z(X,K) ={r e Cx(X,K) : 07 =0}.

Chama-se k-bordo de X a qualquer cadeia 7 € Ci(X,K) para a qual
existe uma (k + 1)-cadeia 8 € Ci11(X,K) tal que 7 = 9B. O subespago de
todos os k-bordos em X é denotado por

By(X,K) ={08 : B € Cp1(X,K) }.

Pela Proposigao 8.4.2, todo o k-bordo é um k-ciclo. Logo By(X,K) C
Z(X,K). Define-se o espaco de k-homologia de X com coeficientes em K
como o quociente

Hiy(X,K) := m .

Dois k-ciclos 7,7 € Zp(X,K) dizem-se homdlogos, e escrevemos T ~ 7/,
se 7 — 7" € Br(X,K). As classes de equivaléncia desta relagao, elementos
do espago quociente Hy (X, K), dizem-se classes de k-homologia de X com
coeficientes em K.

8.6 Accao dum mapa continuo na homologia

Dado um mapa continuo f: X — Y definimos

fe: Sp(X) = Se(Y)  fulo):=foo.
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A aplicacao f,. admite a extensao linear Cx(f): Cr(X,K) — Ci(Y,K)

N N
Ck(f) (Z (67 UZ') = Z (673 f*(Ul) .
i=1 i=1
Proposicao 8.6.1. Para todo o mapa continuo f: X — Y,
Ci—1(f) © O = 9k o Ci(f).

Proof. Da definicao resulta claro que o bordo da imagem de um k-simplexo
singular é a imagem do bordo desse k-simplexo. De facto, dado um k-
simplexo singular o € Si(X), encarando o como uma k-cadeia singular

k

HC(f)lo) =d(foo) =D (~1)'(foa) o A}

=0

(~1) fo (o0

I

~
Il
o

=0
= Cy-1(f) (Ok0) .

A associatividade da composicio (foo)oAF = fo(oco)F) é o passo crucial
deste calculo. Por linearidade esta comutatividade estende-se a k-cadeias
singulares 7 € C (X, K). O

k
Cr_1(f) (Z(—w’ (00 Af))

Desta proposigao resulta que a aplicacao linear C( f) transforma k-ciclos
de X em k-ciclos de Y, e k-bordos de X em k-bordos de Y, ou seja

Ce()(Ze(X,K)) € Z(V,K) e Cr(f)(Br(X,K)) € Br(Y,K) .

Logo, Ck(f) induz uma transformagao linear ao nivel das classes de homologia,
denotada por
Hy(f): Hp(X,K) — Hp(Y,K) .

A proposicao seguinte traduz a functorialidade da Homologia singular.

Proposicao 8.6.2. Sejam f: X — Y e g: Y — Z mapas continuos entre
espagos topoldgicos. Entao

(a) Hi(idx) =idg, (x),
(b) Hi(go f) = Hk(g) o H(f).

Proof. A homologia é a composicao do functor que a cada espaco topoldgico
associa o respectivo complexo de cadeias singulares (Proposigao 14.10.1) com
o functor homologia que a cada complexo de cadeias abstracto associa um
espago de homologia em cada dimensao (Proposi¢ao 14.10.2). Obviamente,
a composicao de functores é um functor. O
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8.7 Homologia singular relativa

Dado um par (X, A) de espagos topoldgicos e um corpo de coeficientes K,
Cpn(A,K) é um subespago vectorial de C,(X,K) que fica invariante pelo
operador de bordo,

OnCh(A,K) C Cp1(A,K), Vn > 1.

Define-se o espago das k-cadeias singulares relativas do par (X, A) como
sendo o espago quociente
Cn(X,K)
Cpn(X,AK) = ——"—=.
n(X, AK) Cn(4,K)
Da invariancia acima resulta que os operadores de bordo induzem aplicacoes
lineares

On: Cn(X,AK) = Co1(X, A K)

tais que 0,,—1 0 9, = 0, para todo n > 1. A sequéncia de espacos de cadeias
singulares do par (X, A) constitui um complexo de cadeias abstracto, no
sentido definido no Apéndice 14.10.

Por definigao um mapa continuo entre os pares (X, A) e (Y, B) de espacos
topolégicos, denotado por f: (X, A) — (Y, B), é uma aplicacdo continua
f: X — Y tal que f(A) € B. Dado um tal mapa, a aplicagdo linear
Cn(f): Cp(X,K) = C,(Y,K) transforma Cp (A4, K) em Cy,(B,K), induzindo
por isso uma aplicacdo linear quociente C,,(f): Cp (X, A, K) — C,(Y, B,K).
Da comutatividade na Proposigao 8.6.1 resulta claro que

Proposicao 8.7.1. Para todo o mapa continuo f: (X, A) — (Y, B),
Cn1(f) 0 0p = 9y 0 Cn(f).

Isto mostra que a familia de aplicacdes lineares {C,(f) } >0 é um morfismo
entre os complexos de cadeias associados aos pares (X,A4) e (Y,B), no
sentido definido no Apéndice 14.10.

Os espagos de n-ciclos e n-bordos de cadeias singulares relativas definem-

se respectivamente por Z, (X, A, K) = Nuc(9,,) e B,(X, A, K) = Im(0p11).
O espago de n-homologia singular relativa do par (X, A) define-se por

Zn(X, A, K)

Ii'n()(7 A,K) = m

Segue da Proposi¢ao 8.7.1 que a aplicacao linear C,(f): Cn(X, 4,K) —
Cn(Y, B,K) passa ao quociente induzindo uma aplicagao linear

Ho(f): Ha(X, A K) — H, (Y, B,K)
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que descreve a acgao de f nos n-ésimos espagos de homologia.

Finalmente, a homologia singular relativa é uma sequéncia de functores
H,(-,K): Top, — Lin(K) da categoria dos pares de espaco topolégicos na
categoria dos espacos vectoriais sobre K.

Proposigao 8.7.2. Sejam f: (X, A) — (Y,B) e g: (Y,B) — (Z,C) mapas
continuos entre espagos topolégicos. Entao

(a) Hi(id(x,4)) = idg,(x,4);

(b) Hi(go f) = Hi(g) o Hi(f)-
Proof. Segue das proposicoes 14.10.1 e 14.10.2. 0

8.8 Axiomatica de Eilenberg-Steenrod

Existem muitas teorias homoldgicas alternativas & Homologia Singular. Em [4],
S. Eilenberg e N. Steenrod, os autores da Homologia Singular, propuserem
uma axiomdtica com cinco axiomas para estas varias teorias. Numa ampla
classe de espagos topoldgicos, que inclui os CW-complexos, os complexos
simpliciais e todos os espacos que lhes sejam homeomorfos ou topoldgicamente
equivalentes, e em particular para variedades, todas as teorias homolégicas
satisfazendo a axiomaética de Eilenberg-Steenrod sao equivalentes, podendo
o calculo dos invariantes ser efectuado com base nos axiomas.

Os teoremas desta secgao correspondem a afirmagao de que a Homologia
Singular satisfaz a axiomatica de Eilenberg-Steenrod.

Teorema 8.8.1 (Aditividade). Se X = | |,.; X; é uma soma directa de
espagos topoldgicos entao

el

Proof. Ver Proposicao 14.9.1 no Apéndice. O

Dois mapas continuos f,g: (X,A) — (Y, B) dizem-se homotdpicos se
existir um mapa continuo h: [0,1] x X — Y tal que h(]0,1] x A) C B,
h(0,z) = f(x) e h(1,2) = g(z) para todo = € X.

Teorema 8.8.2 (Invariancia por homotopia). Se f,g: (X, A) — (Y, B) sdo
mapas continuos homotoépicos entao as aplicacoes lineares

H,(f),Hn(9): Hy(X,A) — H,(Y, B)
coincidem.

Proof. Ver Proposicao 14.9.2 no Apéndice. O
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Para cada par (X, A) de espagos topolégicos, e cada inteiro n > 1, existe
um morfismo de bordo

8 = 655N Hy(X, A) — Hy1(A)
tal que se f: (X, A) — (Y, B) é continua entao

Hy(x,4) 9% gy, B)

il J5

Hy ((A) — H,_ (B
1A 7= 1(B)

é um diagrama comutativo.
Seja (X, A) um par de espacgos topolédgicos.
Sejam i: A — X e j: (X,0) — (X, A) as aplicagoes de inclusao.

Teorema 8.8.3 (Exactidao). A sequéncia de espagos de homologia associada
ao par (X, A)

Hy, ()

s Hy(A) Y o0 D x, a) S

O 1 (A) = Hy1(X) —Hp1(X, A) —
o S Ho(X, A) = 0

é exacta.

Proof. Ver Proposicao 14.9.3 no Apéndice. O

Teorema 8.8.4 (Excisdo). Seja U C X tal que U C int(A). Entao a
aplicacao de inclusao i: (X \U,A\U) — (X, A) induz um isomorfismo

Ho(i): Ho(X\ U, A\ U) = Hp(X, A)

Proof. Ver Proposicao 14.9.4 no Apéndice. O

Teorema 8.8.5 (Dimensao). Se X = {p} é um espago singular,
Ho(X,K)~K e Hn(X,K)=0,Vn#0.

Proof. Ver Proposicao 14.9.5 no Apéndice. O
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8.9 Juncao de Células

Sejam D* := {z € R*: ||lz|| < 1} o disco unitério de dimensdo k, ODF o seu
bordo, OD* = {x € R*: ||z|| = 1}, e int(D*) o seu interior em R*.

Seja Y um espaco topoldgico. Chama-se k-célula de Y a um mapa
continuo ¢: D¥ — Y tal que a restricio Plint(pH) : int(D*) — ¢(int(D*))
seja um homeomorfismo.

Dados espacos topoldgicos X C Y, dizemos que Y se obtém de X por
juncao duma k-célula ¢: DF — Y se

(a) X é fechado em Y,

(b) ¢(OD*) C X,

() Y\ X = g(int(D)).
A dimensao k da célula ¢ serda denotada por dim(Y, X).

Seja Y um espaco obtido de X por juncdo da k-célula ¢: DF — Y.
Dizemos que o par (Y, X), ou a célula ¢, sao do tipo ligagcdo para K se o
morfismo de bordo 0 : Hi(Y, X,K) — Hy_1(X,K) for zero.

Considerando a orientacio canénica em D, podemos identificar a restricao

do mapa ¢ ao bordo, 9¢ = ¢|gpr: ODF — X, com um (k — 1)-ciclo 9¢ €
Zk-1(X, K).

Proposicao 8.9.1. Se (Y, X) é um par de espagos topolégicos tal que Y se
obtém de Y por juncao de uma k-célula ¢, sao equivalentes:

(a) A célula ¢ é do tipo ligagao relativamente a K,
(b) O ciclo 9¢ é homdlogo a 0 em Hy_1(X,K).

Proof. Por exactidao e excisao (Exercicio 8.1) o par (Y, X) tem a mesma
sequéncia de homologias que o par (D*,S¥=!). Em particular para qualquer
corpo de coeficientes dim Hi(Y,X) = 1. A k-célula ¢ determina uma
classe de homologia [¢] que gera o espago Hi(Y, X). Logo o morfismo de
bordo dx: Hi(Y, X, K) — Hj_1(X,K) anula-se sse dx[¢] = [0¢] = 0 em
Hy_1(X,K). N

Proposicao 8.9.2. Se X C Y sao espacgos topologicos tais que Y se obtém
de X por juncao duma k-célula ¢ entao

(a) Pi(X,K) = P(Y,K) + t* se ¢ é de tipo ligacao,

(b) Py(X,K) = P(Y,K) — tF=1  se ¢ ndo é de tipo ligacao.
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Proof. Como H,, (Y, X) = 0 para n # k, por exactidao temos uma sequéncia
exacta curta 0 — Hp(X) — H,(Y) — 0 qualquer que seja n ¢ {k — 1, k}.
Pela Proposigao 14.10.3 isto implica que 5, (X, K) = £,(Y, K) em todas estas
dimensoes.

Como Hy_1(Y,X)=0e Hi1(Y,X) =0, por exactidao temos também
a seguinte sequéncia exacta finita de espagos lineares

0 — Hy(X) = Hy(Y) = Hp(Y, X) 25 Hy_1(X) — Hy_1(Y) > 0. (8.1)

Se ¢ é do tipo ligacao, i.e., oy = 0, entao por (8.1), 0 — Hy_1(X) —
Hj_1(X) — 0 é exacta e pela Proposigao 14.10.3, fr—1(X,K) = Sr_1 (Y, K).
Por outro lado como 0 — Hp(X) — Hi(X) — K — 0 é também exacta,
da Proposigao 14.10.4 segue que S (Y, K) = Br(X,K) + 1. Logo P¢(X,K) =
Pu(Y,K) + t*.

Se ¢ nao é do tipo ligagao, como dim Hy (Y, X) = 1 o morfismo de bordo
0k Hi(Y,X) — Hp—1(X) é injectivo. Logo, por (8.1) 0 — Hp(X) —
Hi(X) — 0 é exacta e pela Proposicao 14.10.3, fi(X,K) = Br(Y,K).
Por outro lado como 0 — K — Hji 1(X) — Hp_1(X) — 0 é também
exacta, da Proposigao 14.10.4 segue que Bx—1(Y,K) = Br_1(X,K) —1. Logo
P(X,K) = P(Y,K) — tF=1, O

Se X = {A} e Y resulta de X por jungdo de uma 1-célula ¢ entao
0p=A— A =0, pelo que ¢ é sempre do tipo ligagao.

Se X = {A,B} (A # B) e Y resulta de X por jungao de uma 1-célula
¢, ligando o ponto A ao ponto B, entao 0¢ = B — A, pelo que ¢ nunca é do
tipo ligagao. De facto as classes de homologia em Hy(X) correspondem as
componentes conexas de X (demonstracao da Proposigao 14.9.5).

Se X é um disco e Y resulta de X por jungao de uma 2-célula ¢ colada
ao longo do bordo 0X entdo podemos identificar d¢ com 9X, pelo que ¢ é
sempre do tipo ligacao.

Se X é um cilindro com dois bordos, C7 e C5, e Y resulta de X por
juncdo de uma 2-célula ¢ colada ao longo do bordo C7; C dX entdo ¢ nunca
é do tipo ligacao, ja que C1 = J¢ determina uma classe de homologia nao
trivial no cilindro X.

No ultimo exemplo da Tabela 8.1, o espaco Y representa a garrafa
de Klein que serd revisitada na subsecgdo 8.10.2. A garrafa de Klein é
um exemplo de uma superficie ndo orientavel. Apsear de nao poder ser
mergulhada em R3, a garrafa de Klein pode ser construida identificando
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dim(Y, X) X Y fole) tipo de ligacao
1 o A—A=0 Sim
[ ] ~
1 A-B Nao
[ ]

2 0X Sim
2 Cl Nao

b b
, 4 . y A - Nio « K=R

a @ | a 2 Sim < K=12Z,
A A A b A

Table 8.1: Exemplos de tipos de ligacao de células com dimensoes 1 e 2.

adequadamente os dois bordos dum cilindro. Na tltima figura da Tabela 8.1,
colando os dois lados do quadrado assinalados com a letra ‘a’ obtemos um
cilindro. Colando em seguida os dois bordos que restam (assinalados com a
letra ‘b’) ao longo das orientagoes induzidas pelo cilindro obtemos a garrafa
de Klein. Os quatro vértices do quadrado sao assim identificados com o
ponto A. Sendo X = {A}UaUb o lacete formado pelas curvas fechadas a e
b, a garrafa de Klein é obtida de X por juncao do quadrado visto como uma
2-célula. O bordo do quadrado identifica-se com 0¢ = a + b —a + b = 2b.

8.10 Decomposicoes Celulares

Seja X um espaco topoldgico. Chama-se decomposicdo celular de X a uma
sequéncia (possivelmente infinita) D = (X1, Xs,..., Xy, ...) de subespagos
de X tal que

M P=XoCcX1CXoC...CX,C---CX e X =U,0Xp

(2) Cada X; é obtido de X;_1 por juncdo de uma k;-célula ¢;: DF — X,
k; > 0, para cada ¢ > 1.
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(3) F C X é fechado sse F'NX; é fechado em X;, para cada i > 1.

Vamos chamar espaco celular a um par (X, D) formado por um espago
topolégico X munido de uma decomposicao celular D.

Esta nocao desempenha um papel fulcral na Teoria de Morse. Em vez
de espagos celulares, em [16] é usado o conceito mais forte de CW-complexo,
devido J. H. C. Whitehead. Um CW-complexo é espaco topoldgico X
munido duma decomposi¢do em conjuntos fechados

PCXpCX;C...CX,C...CX=U20X,,

onde cada X, é obtido de X,,_; por jun¢dao dum ntimero arbitrario de células
de dimensao n, sendo o bordo de cada uma destas célula coberto por um
nimero finito de células com dimensao < n, e onde X tem a topologia final,
a mais fina que torna continuas as inclusoes X, — X.

Proposicao 8.10.1. Todo o espago topoldgico com uma decomposi¢ao
celular finita é compacto.

Proof. Segue por inducao, porque se X é compacto e Y se obtém de X por
juncdo duma k-célula ¢ entdo Y = X U ¢(D*) é compacto. O

Dado um espago topolégico X com uma decomposi¢ao celular D =
(X1,Xo,..., X, ...) definimos ¢, (D) como sendo o nimero de células de
dimensao n na decomposicao D,

Cn(®) = #{j > 1: dim(Xj,Xj_l) = n}

Define-se o polinémio duma decomposi¢ao celular finita D por

Corolario 8.10.1 (Férmula de Euler). Sejam (X, D) um espago compacto
com uma decomposicao celular finita. Entao
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Proof. Basta observar que em ambos os casos (a) e (b), da Proposicao 8.9.2,
fazendo ¢t = —1 obtemos

P_1(Y,K) = P_1 (X, K) + (—1)*

onde k = dim(Y, X). Logo

x(X)=7 =Y P(X;,K) - Pa(X;1,K)
7=1
— i )dim (X5, X5-1) — i(—l)"cn(D) =9 (D).
j=1 n=0

O corolério anterior mostra que num espago compacto com uma decomposicao
celular finita a caracteristica de Euler x(X) nao depende do corpo de coeficientes

K.

Nas subsecgoes seguintes fazemos o cdlculo das homologia de trés superficies:
o cilindro, a garrafa de Klein e o plano projectivo.
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8.10.1 Construcao do Cilindro
®:X0CX1CX2CX3CX4CX5CX6

Cada linha representa uma etapa na construcao do cilindro, obtido identificando

A, b 4
a a
B

os lados opostos, designados por a, do quadrado acima.

i X; k-célula ¢ 0¢ | tipo de ligagao | P(X;, K)
Ae Y |

1 A 0 Sim  (VK) 1
A. A

2 B ] Sim (VK) 2
B °B
A A

3| 4 4 a A—B| Nao (VK) 1
B B
A2 4

41 , P b 0 Sim (VK) 1+t
B B
A—b 4

50 a a ¢ 0 Sim (VK) 142t
BB
A b 4

61 4k & la ¢ b—c | Nao (VK) 1+t
B——(B

O bordo da 2-célula final é a uniao das curvas fechadas b e c.
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8.10.2 Construcao da Garrafa de Klein
®:XOCX1CX2CX3CX4

b

A A
at 9 la
b A

Cada linha representa uma etapa na construgao da garrafa de Klein,
obtida identificando de acordo com os sentidos expressos os dois pares de
lados opostos, designados por a e b, do quadrado acima.

i X; k-célula ¢ | k | O¢ tipo de ligagdo P(X;, K)
Ae oA

1 A 0| 0 Sim (VK) 1
- g °A
A A

2| a a a 10 Sim (VK) 1+t
A A
AL 4

3| a a b 110 Sim (VK) 142t
A5
AL 4 K=R = Nio 1+t

4]0 gk & la ¢ 2| 2b
A=y K=2Z; = Sim 142t +¢2

O bordo da 2-célula final é 1-cadeia a +b —a+ b = 2b, que é um bordo
em Hl(Xg,ZQ), mas nao é em Hl(Xg,R).
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Construcao do Plano Projectivo

®:X0CX1CX2CX3CX4CX5

b

A B
at & ja
b A

Cada linha representa uma etapa na construgao do Plano Projectivo,

obtido identificando de acordo com os sentidos expressos os dois pares de
lados opostos, designados por a e b, do quadrado acima.

7 X; k-célula ¢ | k 0 tipo de ligacao P(Y:, K)
Ae
1 A 0] 0 Sim  (VK) 1
°A
Ae oB
2 B 0| 0 Sim  (VK) 2
B* *A
A B
3| a a a 1| A-B Nao (VK) 1
B A
Ae—=B
41 a a b 1| B-A Sim  (VK) 1+t
B b A
A, b B K=R = Nao 1
5| 4k & la 0] 2| 2a+2b
K=7Z i 1+t+¢t2
B A 9 = Sim +t+

O bordo da 2-célula final é 1-cadeiaa+b+a+b=2a+ 2b, que é um

bordo em Hi(X4,Zs), mas ndo em Hi (X4, R).
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8.11 Relacao com a homotopia

Vejamos algumas consequéncias da propriedade homoldgica de invaridncia
por homotopia.

Proposicao 8.11.1. Seja f : X — Y uma equivaléncia de homotopia.
Entao Hi(f): Hp(X,K) ~ Hi(Y,K) é um isomorfismo para cada k € N. Em
particular, espagos homotopicamente equivalentes tém espacos de homologia
isomorfos.

Proof. Seja g: Y — X uma inversa homotépica de f: X — Y. Como go f ~
idx e fog ~ idy, tem-se Hk(g)OHk(f) = ide(X) e Hk(f>OHk(g) = ide(y),
o que mostra que Hy(f): Hp(X) — Hp(Y) e Hi(g): Hp(Y) — Hi(X) sao
aplicacoes lineares inversas uma da outra. O

Proposicao 8.11.2. Um espago X é contrictil sse for homotopicamente
equivalente a um ponto. Um espaco contractil X tem a homologia dum
ponto: Ho(X,K) ~K e Hy(X,K)={0} para todo k > 1.

Proposigao 8.11.3. Se X é simplesmente conexo entao Hi(X,K) = {0}.

Proof. Se X é simplesmente conexo entdo toda a funcao continua f : S! =
0D? — X admite uma extensdo continua f : D? — X, definida por

f(tcosb, tsinf) = hi_(cosf,sinb) ,

onde h; é uma homotopia entre hy = f e uma fungdo constante h; =
p. Isto prova que todo o 1-ciclo, definido por uma ‘curva fechada’ f, é
homologicamente trivial. O

Proposicao 8.11.4. Seja r : Y — X um retracto de Y sobre X. Entao a
aplicagao Hy(r): Hi(Y,K) — Hy(X,K) é sobrejectiva para todo k € N.

Proof. Sendo i : X — Y a inclusao de X em Y, temos r o i = idx. Logo,
ao nivel da k-homologia vale Hy(r) o Hy(i) = idy, (x), relacdo que implica a
sobrejectividade de Hy(r). O

Proposicao 8.11.5. Se X é um retracto por deformacao de Y entao Hy (X, K) ~
Hy(Y,K) qualquer que seja k € N.

Proof. Todo o retracto por deformagao é uma equivaléncia de homotopia.
O
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8.12 Exercicios

Para cada n > 0, temos
e S"71 c D" porque S*! é o0 bordo de D",
e D" C S", identificando D™ com um hemisfério da esfera S™.

Ex 8.1. Usando os axiomas de Eilenberg-Steenrod calcule as homologias
dos pares (relativas a um corpo de ceficientes arbitrério K) na sequéncia

DcSlcd!c---csS"lcD*cS*c--- .

Por outras palavras, calcule as homologias do disco D", da esfera S™, bem
como as homologias relativas dos pares (S*,D") e (D", S*1).

Ex 8.2. Usando uma decomposicao celular adequada calcule os niimeros de
Betti do n-toro (S')" =S! x --- x S,

Sugestao: Considere uma decomposicio celular para S! e construa a partir
dela uma decomposicao celular produto para o n-toro (S')™.

Ex 8.3. Sejam D;, Do, ... discos fechados disjuntos dois a dois contidos
em D?. Usando uma decomposicio celular adequada calcule os ntimeros de
Betti das seguintes superficies:

(a) o disco furado D?\ Dy,
(b) o disco com dois furos D? \ (D; U Dy),
(c) o disco com k furos D? \ (Dy U ---U Dy).

Toda superficie compacta e orientavel é homeomorfa ao bordo de um
disco sélido com g > 0 buracos. O inteiro g > 0 diz-se o género da superficie.

Figure 8.4: Superficies compactas e orientadas de géneros 0, 1, 2 e 3.
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Ex 8.4. Mostre que toda a superficie S, compacta e orientdvel de género
g tem polinémio de Poincaré P;(S,,K) =1+ 2gt + t2, qualquer que seja o
corpo de coeficientes K. Conclua que x(Sy) =2 —2g.

Sugestao: Um modelo para a superficie Sy pode ser construido colando dois
discos (iguais), com ¢ furos cada um, através do bordo. Use esta construgao
para encontrar uma decomposicao celular para 9.

by

Figure 8.5: A superficie S3 de género 3 pode ser construida colando pelo
bordo dois discos com 3 furos.

Ex 8.5. Determine os polinémios de Poincaré da garrafa de Klein e do Plano
projectivo para corpos de caracteristica 0 e de caracteristica 2, respectivamente.



152 CHAPTER 8. HOMOLOGIA



Chapter 9

Teoria de Morse

A Teoria de Morse estabelece uma conexdo entre a estrutura dos pontos
criticos duma funcao diferencidvel f : X — R e a topologia da variedade X
onde ela esta definida. Seguimos de perto a abordagem de J. Milnor em [16].

9.1 Um exemplo

Seja X C R3 um toro com eixo de revolucdo perpendicular ao eixo dos
zz (figura 9.1) e f: X — R, f(z,y,2) := z, a fungao altura. A fungao f
tem exactamente quatro pontos criticos ¢, r, s e p com indices 0, 1, 1 e 2

respectivamente.
n‘

<>
Figure 9.1: Pontos criticos da funcao altura no 2-toro
Para cada a € R consideremos o subnivel da funcao f definido por

X" ={reX: f(x)<a}.

Este conjunto é
(a) vazio se a < f(q),

153
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(b) um disco se f(q) <a < f(r),

(¢) um cilindro se f(r) <a < f(s),

(d) um toro menos um disco se f(s) < a < f(p),

(e) o toro completo se f(p) < a.

Em particular, o tipo topoldgico de X® nao muda sempre que a é um
valor regular de f variando entre dois niveis criticos consecutivos.

Vemos em seguida como varia o tipo homotoépico do subnivel X% quando
o parametro a atravessa um nivel critico (Figura 9.2).

(1) Se a < f(q) < d’ entdo X* = () e X% é um disco. Neste caso X% é
homotopicamente equivalente a {q}, espaco que é obtido de X* por jungao
duma 0-célula.

(2) Sea < f(r) < d entdao X% é um cilindro, pelo que é homotopicamente
equivalente a um espaco obtido de X por juncao duma 1-célula.

(3) Se a < f(s) < d, entdo X é o toro menos um disco. Neste caso
X% ¢ homotopicamente equivalente a um espaco obtido de X por juncio
duma 1-célula.

(4) Finalmente se ¢ < f(p) < a entdo X é o toro completo, e é obtido
de X® por juncao duma 2-célula.

00eo0

Figure 9.2: Metamorfose dos subniveis da fungao f

A Teoria de Morse estabelece os factos descritos neste exemplo para
funcoes de Morse em variedades de dimensao arbitraria.

9.2 Teoremas Basicos

Sejam X uma variedade sem bordo e f : X — R uma funcao suave.
Chamaremos subnivel ¢ da fungao f ao conjunto

Xe=f" -0, d={zeX: f(z)<c},

que é uma subvariedade com bordo de X, pelo menos desde que c seja
um valor regular de f. O primeiro resultado béasico da Teoria de Morse
estabelece que, variando ¢, o tipo topolégico e homotépico de X nao muda
enquanto ¢ nao atravesse um valor critico.
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Teorema 9.2.1. Sejam f: X — R uma funcao suave e [a,b] C R um
intervalo tal que f~![a,b] é compacto sem pontos criticos de f. Entdo

(a) X@é difeomorfo a X?,

(b) X® é um retracto por deformacio de X?.

Figure 9.3: Deformacao entre dois niveis ao longo do gradiente normalizado

Proof. Seja V uma vizinhanca compacta de f~![a, b], suficientemente pequena
para nao conter pontos criticos de f. Se € > 0 for pequeno, o compacto
VN f~la —e,b+ €] estd contido no interior de V. Vamos usar o fluxo do
campo —V f para obter o desejado retracto por deformacdo de X°® em X©.
Seja B: R — [0,1] uma funcao suave tal que B(t) = 0 para t < a — ¢ ou
t>b+e,ep(t)=1paraa <t <b (figura 94, c.f. Exercicio 7.1).

1 B

a-¢ a b b+e

Figure 9.4: Gréfico da funcao g: R — R
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Definimos entao

B(f(x))
£(x) = { —ofaE V(@) se zeV

0 se x¢V

O campo € estd bem definido, e é suave, porque:

(a) B(f(x)) =0forade VN f~lla—e,b+e], que é um compacto contido
no interior de V. Isto mostra que os dois ramos na definigao de &(x)
“colam” um com o outro.

(b) Por definigao de g, Vf(z) # 0 sempre que B(f(x)) # 0. Este facto
justifica que o primeiro ramo estd sempre bem definido.

O campo ¢ € X*°(X) tem suporte compacto contido em V. Seja ¢! o
fluxo de &, que é completo pelo Teorema 3.2.2. Quando ¢!(z) € V temos

Bf (¢ (x)))

_W ||Vf(80t(33))||2

%f(sot(x)) = Vf(¢'(2)) £(#'(2) =
= —B(f(¢'(2))) -

E claro que para o'(z) ¢ V, %f(got(x)) = 0. Em geral temos sempre
4 flph(z)) <0, e & f(p'(z)) = —1 quando ¢'(z) € f~[a,b]. Fixemos um
ponto z € f~![a, b, e consideremos

T(x) :=max{t>0: o' (z) € f a,b]}.

Como f(¢!(x)) decresce, temos f(p? @) (z)) = a. Mas para t € [0,7(z)],
temos ¢t(z) € f~![a,b], e portanto

ﬂﬁ@»—ﬂmzﬂwww—ﬂwwnz/—awz—n
0

Logo, f(¢'(z)) = f(z) —t para t € [0,T(x)]. Substituindo ¢ por T(z)
obtemos a = f(¢T®(z)) = f(z) — T(z), donde sai que T'(z) = f(z) — a.
Concluimos que

J@ @) = fl@)—t VO<t<f()—a. (9.1)

Esta conta mostra que dados a < ¢ —t < ¢ < b, o difeomorfismo
transforma o nivel f~!(c) no nivel f~!(c—t). Em particular, *=%(f~1(b)) =
f~(a). Como f decresce ao longo das érbitas de ¢'(x), segue que @?~¢
transforma o subnivel X° no subnivel X%, o que prova a alinea (a).

Para mostrar a alfnea (b) definimos hs: X — X?,

T se xe€X°®
hi(x) = {

U@ (z) se we X0\ X*=fa,b)
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A aplicagdo h: [0,1] x X — X (t,x) ~ hy(z), é continua porque nos
pontos da fronteira entre os dois ramos de h;(x), ou seja nos pontos T €
f~(a), o segundo ramo ¢é igual ao prlmelro (@)= )( ) = p0%x) = .
Para t = 0, o segundo ramo de hy(x) é /@~ (2) = LO(2) = x, qualquer
que seja ¢ € Xb. Como o primeiro ramo também é 1gua1 a x, obtemos
ho =idxs. Para t = 1, temos que

ha(z) = x se x€ X
1) = el@=e(z) se xe€ X0\ X= fa,b]

é um retracto de X sobre X¢, que fixa os pontos de X e projecta X \ X
sobre f~1(a). Finalmente, por definicio, temos h;(z) = x para todo z € X¢,
e a existéncia desta homotopia h; prova a alinea (b) do enunciado. ]

O segundo resultado bésico da Teoria de Morse diz-nos que o tipo de
homotopia do subnivel X¢, quando ¢ atravessa um valor critico correspondente
a um nivel compacto com um Unico ponto critico, ‘cresce por juncao de uma
célula’ com dimensao igual ao indice desse ponto critico.

Teorema 9.2.2. Sejam f: X — R uma funcio suave, p € f~!(¢) um ponto
critico nio degenerado de f com indice k e ¢ > 0 tal que f~[c—¢,c+¢] é
compacto e ndo contém nenhum outro ponto critico de f além de p. Entao
existe uma k-célula ¢ : D¥ — X¢ tal que:

(a) ¢(9D*F) C X%
(b) G(int(DF)) € X°\ Xo*;
(c) X 72U ¢(DF) é um retracto por deformagao de X*e.

Proof. Vamos supor que ¢ = 0. Pelo Teorema 9.2.1 podemos assumir que &
¢ arbitrariamente pequeno. Pela Proposicao 3.7.3 (Lema de Morse) existe
uma parametrizacio local ¥ : (RF x R"7* (0,0)) ~ (X, p) tal que

(f o9)(u,v) = —[lull* +|v]|?,
qualquer que seja (u,v) no disco
D. = {(u,v) € R¥ x R" % : |ju)® + ||v]? < 2¢}.

De agora em diante vamos escrever f(u,v) = —|u? + ||v||?, identificando f
com o seu representante f o1 neste sistema de coordenadas.

Seja ¢: D* — X a k-célula definida por ¢(u) := (y/eu,0) para u € DF,
Supondo que u € ID*, ou seja que |lu = 1, temos

f(o(w) = f(Veu,0) = —|[Veu|? =



158 CHAPTER 9. TEORIA DE MORSE

vE Rn—k ve ]Rn—lc

Figure 9.5: Niveis e subniveis de f(u,v) em D,
o que mostra que ¢(9DF) C f~1(—e) C X ¢, e justifica (1). Analogamente,
se u € int(D¥), i.e., ||ul| < 1, entdo
flo(w) = F(Veu,0) = —¢|ul* > —,
pelo que ¢(int(DF)) € f~1(] —¢,0]) = X0\ X~=.
Consideremos o elipséide
E. = {(u,v) e R¥ xR"™ . ||u||® + 2||v||> < 2¢} C D.
e a perturbacio f: X — R de f definida em D, por
Fluv) = flu,0) = p([lull® +20)?)
onde g : R — R é uma fungao decrescente de classe C*° tal que:
(i) p(0) >e,
(ii)) p(x) =0, Va > 2¢,
(i) =1 < p/(x) <0, Yz e R.

A funcdo f é uma perturbacio que “empurra’ f para baixo dentro do
elipsoide E., e deixa a fungao f inalterada fora de E.. Para todo (u,v) € Dy,
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(5) Se v # 0 a funcdo t — f(u,tv) é estritamente crescente no intervalo
[0, 400].

A desigualdade (1) resulta de p ser decrescente e por (ii) nao tomar
valores negativos. Por (ii) temos u(||ul|? + 2||v||?) = 0 para todo (u,v) €
D\ E., o que implica (2). Pelo Teorema do Valor Médio resulta de (iii) que
wu(x) > e —x, para todo > 0. Logo

Flu,0) = =[lul® = p(lul®) < =llul]? =& + [Jul* = —¢
o que prova (3). Para todo (u,v) € D, temos
VF(u,v) = (—2u,20) — i/ (2u,4v) = (=2 (1 + 1) u, 2(1 - 24/) v)

onde p/ = g/ (|[ul|* + 2[|v]|?). Por (iii) temos 1+ 4/ >0e1—24u > 1. Estas
desigualdades implicam o item (4), i.e., (0,0) ¢ o inico ponto critico de f em

D.. A propriedade (5) resulta de se ter 4 f(u,tv) =2t (1 —24/) [[v]|> > 0,
onde ' = p'(|Jul|? + 2 ||v||*t?), sempre que t > 0.

Figure 9.6: Subniveis de f(u,v) e de f(u,v) em D,

Dividimos o resto da prova em duas partes:

Parte I Verificamos que f‘l[—s,s] é um conjunto compacto, sem pontos
criticos de f, e aplicamos o Teorema 9.2.1 para concluir que X_. :=
{f < —€} é um retracto por deformacao de X¢ := {f < e} = X°.

Parte IT Os conjuntos X ~*Ug(D¥) X ¢ diferem apenas numa vizinhanca
do ponto p. Mostramos que X ~°U¢(ID*) é um retracto por deformacao
do subnivel X €. O argumento é localizado, sendo o retracto construido
explicitamente no disco D..

Tendo em conta que a relagao “ser um retracto por deformagao de” é
transitiva, o teorema segue destes dois factos.
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Figure 9.7: Retractos por deformacao

Parte I: Observemos que {f > ¢} = f~'[e,400[ ndo intersecta o
elipséide E. = {(u,v): ||ul|?> + 2|lv||* < 2¢}. Nos pontos de interseccio,
se existissem, teriamos

e<et|ul® <ol <e—Jull/2<e

o que é impossivel. Logo f(z) = f(x) sempre que f(z) > e. Tendo em conta
que f < f, temos f‘l[—s,s] C fl—e,¢], o que implica que f~'[—¢,e] é
compacto. Se f tivesse pontos criticos neste compacto teriam de estar na
vizinhanca D, ja que f = f fora desta vizinhanca e o Unico ponto critico
de f estd em D.. Por (3) e (4) o tnico ponto critico de f em D, estd na
origem, e satisfaz f(0,0) < —e. Logo f néo tem nenhum ponto critico em
f[—¢e,e]. Como f < f, e f = f sempre que f > &, vemos que X = X
Logo pelo Teorema 9.2.1 (Figura 9.7 a esquerda) X~¢ ¢ um retracto por
deformacio de X¢ = X°©.

Parte II: Definimos H := X ¢\ X ¢, E claro que H C D,. No sistema
de coordenadas (u,v) € D, temos

H = {(u,v) € De: —e < —|lul® +[v]* e f(u,v) < e},
Do X~ = {(u,0) € et — [l + ol < —<}
D.NX"°={(u,v) € De: f(u,v) < —e} =X °UH,
HDF) = {(,0): [lul] <&}

O conjunto H estd contido dentro do elipsoide E., pois se (u,v) € H \ E;

entdo —¢ < f(u,v) = f(u,v) <e, o que é absurdo.
Definimos o mapa r: X ™* U H — X ¢ U ¢(D¥) (Figura 9.7 & direita)

(w,0)  se ull <vE e fluv)<—e
T(UJ)) = (U,SU) se Hu” > \/Ea f(u,v) > —€ e f(u,v) < —€
(u,v) se  f(u,v) < —¢
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onde s = s(u,v) é dado por

Nuli2 —
flu,sv)=— & s= HU|I||25
v

A aplicagdo r toma valores em X ~¢ U ¢(D¥) porque 7(u,v) = (u,0) € ¢(DF)
no primeiro ramo, e r(u,v) € X ¢ no 2° e 3% ramos.

Se |lul| >z e f(u,v) > —¢e, entdo ||[v]|? > |Jul|?> —e > 0, pelo que
s = s(u,v) acima estd bem definido. Portanto, o mapa r também estd bem
definido.

Vejamos que r é continuo. Na fronteira entre o 12 e 2° ramos ||ul|? = &,
o que implica que s = 0, fazendo com que os dois ramos coincidam. Na
fronteira entre o 2° e 3° ramos f(u,v) = —¢&, o que implica que s = 1,
fazendo com que os dois ramos coincidam. Finalmente, na fronteira entre o
12 e 32 ramos temos ||ul|> = ¢ e v = 0, o que implica que também aqui os
dois ramos coincidam.

A aplicagao r é um retracto porque no 1° ramo r(u,0) = (u,0) para os
pontos (u,0) € ¢(DF), enquanto no 3° ramo r(u,v) = (u,v) para os pontos
(u,v) € X~°.

A partir deste retracto construimos um retracto por deformagcao fazendo
uma combinagdo convexa entre a identidade e a retraccao r.

(u, (1 —t)v) no 1° ramo
hi(u,v) = (1 —t) (u,v) +tr(u,v) =< (u,(1—t+ts)v) mno 2°ramo
(u,v) no 3° ramo

Observemos que 1 —¢ no 12 ramo, e 1 —t+t s no 22, estdo sempre em [0, 1],
porque t, s € [0, 1]. Da propriedade (5) da perturbagao f(u,v) obtemos

F(he(u,0)) < flu,0) < —¢,

o que prova que hy(u,v) € f~1] — 0o, —e] = XU H. A funcdo h : [0,1] x
X UH — X °UH, h(t,u,v) := hy(u,v) é o retracto por deformagao
procurado. O

O terceiro teorema diz-nos que sendo f : X — R uma funcao de Morse,
a menos duma equivaléncia de homotopia, existe uma decomposicao de X
em células com uma célula para cada ponto critico, de dimensao igual ao
indice desse ponto critico.

Teorema 9.2.3. Seja f: X — R uma funcao de Morse tal que f~!] — oo, d
é compacto para todo a € R. Entao existe um espaco topolégico Z com
uma decomposigao celular D tal que X é homotopicamente equivalente a
Z e o numero de células de D com dimensao n é igual ao ntimero de pontos
criticos de f com indice igual a n.
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Proof. Vamos considerar apenas o caso em que f tem um nimero finito N de
pontos criticos p1,...,pn € X e que os correspondentes valores criticos estao
ordenados de modo que ¢; = f(p1) < c2a = f(p2) < ... < ey = f(pn). Se
assim nao for podemos perturbar f de modo que a funcao modificada f tenha
N valores criticos, com os correspondentes pontos criticos préximos dos
originais e mantendo exactamente os mesmos indices. A perturbacao f pode
ser efectuada somando a f uma funcao polinomial de 2° grau suficientemente
pequena (Exercicio 5.27). Para cada ponto critico p; tomemos, de acordo
com Teorema 9.2.2, u ntimero positivo ¢; > 0 e uma célula ¢; de dimensao
k; = ind(f, p;) tais que:

(1) ¢:i(DM) C X*i—=,
(2) Gilint(DR)) N Xo= =0, e
(3) X~ U ¢;(DF) é um retracto por deformacio de X+,

Tomando todos os ¢; suficientemente pequenos, podemos garantir que os
intervalos [¢; — €;,¢; + &;] sejam disjuntos dois a dois. Entao ¢; + &; <
Ci+1 — €i+1, € 0s intervalos [¢; + &;, ¢;i41 — €;4+1] ndo contém valores criticos.
Definimos Yy = 0, e para cada i =1,..., N,

Y= X9 U@ (DY) e Y= XOHTE

Por (1) e (2), cada Y; é obtido de Y;_1 por juncio da k;-célula ¢;. Por (3),Y; é
um retracto por deformagao de X 1. Como [¢;+¢;, ¢i+1—&i+1] nao contém
valores criticos, pelo Teorema 9.2.1 X% é um retracto por deformacao
de Y;. Logo, por transitividade, cada Y; é um retracto por deformacao de
Y;.

Vamos agora provar que existe uma sequéncia de espacos topolégicos () =
Zy C Z1 C Zy C --- C Zn tal que cada Y; é homotopicamente equivalente a
Z;, sendo Z; obtido de Z;_; por juncao duma k;-célula.

A prova ¢ feita por indugao em i. Para ¢ = 0 nao ha nada a provar.
Suponhamos, por hipétese de inducao, que existe uma equivaléncia de homotopia
fi—1: Y1 — Z;_1 sobre um espaco topoldgico Z;_1 admitindo uma decomposicao
celular 0 = Zy C Z1 C Zy C --- C Zj—1 onde cada Z; (j < i — 1)
¢ obtido de Z;_; por jungao duma kj-célula. Pelo Lema 9.2.1 existe um
homeomorfismo g; : }7; — Y1 Upg, DFi. Pelo Lema 9.2.4 podemos estender
fi—1 a uma equivaléncia de homotopia fz 1Y 1Upg, Dk — Z, 4 Lf, 1 odg; DF: .
Definimos Z; := Z;_1U fi7103¢ID)ki. Compondo com g; obtemos a equivaléncia
de homotopia f; = fio gi : Y; = Z;. Finalmente, porque Y; é um retracto por
deformacao de Y;, obtemos a equivaléncia de homotopia f; = fior Y, — Z;,
onde 7 : Y; — Y; designa um retracto homotépico & identidade. O

Dada uma aplicacio continua ¢ : 9D* — X, vamos designar por X L D
o quociente da unido disjunta X LIDF pela relacdo que identifica cada ponto
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- Y=Y,
e OO
lZo lZo e 120 . lzo

e 13° e 120 . e lZo
3 Z,

Figure 9.8: Decomposigao celular associada a funcao altura no 2-toro

z € ODF com o ponto ¢(z) € X,

X UD*k
a

Consideramos em X Lig D* a topologia quociente, que é a mais fina topologia
que torna continuas as aplicagoes naturais ix: X — X Ly DF ¢ Do DF —
X Uy D*. Esta topologia caracteriza-se por uma aplicacio h: X L DF — Z,
com valores num espago topoldgico Z, ser continua sse forem continuas as
composicoes hoix: X — Z e hopy: DF — Z.

X|_|¢]D)k =

Lema 9.2.1. Se Y se obtém de X por juncdo duma célula ¢: D — Y,
entao Y é homeomorfo a X Ligg D*, onde O¢ = ¢|gpk-

Proof. Definimos h: X Ly D* — Y por

x se ze€X
h(z) ::{¢(x) se xcDF

Claramente h é bijectiva. Por construgao, hoix = idxy e hopy = ¢
sao continuas. Logo, como X Ll D* tem a topologia final, a aplicacdo
h: X Uy DF — Y é continua.

Dado um conjunto fechado F' C X Lyg D*, por definicdo de topologia
final, i ' (F) é fechado em X, e p;I(F) é fechado em DF. Segue que p(;l(F)
e d)(p;l(F)) sdao compactos, e, portanto, ¢(p(;1(F)) é fechado em Y.

Logo h(F) =i (F) U (b(p(;l(F)) é compacto e como tal fechado em Y.
Isto mostra que h é um homeomorfismo. ]

Lema 9.2.2 (Whitehead). Dados mapas homotépicos ¢, 1 : D* — X existe
uma equivaléncia de homotopia k: X Ly DF - X Ly D* que fixa todos os
pontos de X.
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Proof. Seja h;: O0D* — X uma homotopia entre ¢ e . Definimos k: X Lg
DF — X L, D¥

T se ze€X
k(x) = 2z se xcDF ||z|| <
h@ 2ol Z) se weDF, o] >

(9.2)

D[ =D =

O mapa k transforma o disco ]D)]f /2 de raio % em D¥, coincide com 1) em

BID)]f /2 transforma o anel DF \D’f /o 1O cilindro definido pela homotopia h;,

coincide com ¢ em OD* e finalmente fixa todos os pontos de X. Analogamente
definimos m: X Ly, DF - X Lg DF

T se xzeX
m(x) = 2x se xeDF ||z|| <
h(2llzll =1, g3p)  se €D, zf >

NI NI

O mapa composto m o k

T se zrzeX
4x se xeDF ||5U”§%
m(k(@)) =9 )] -1, &) se weDf f<lz) <5

e z€DF |z >3

w0

h(2 2|l %)

combina as homotopias h; e hi_;. Para concluir basta verificar que

T se xze€X
4o (1+3t)71 se xeDF ||z < M3
Hi(z) = x ko1est _ 1+t
hlloll — 1-3t, Z) se Db, B < o < 1t

h(2—2HmH,ﬁ) e xeDF |z > L

»n

define um mapa continuo H: [0, 1] x X L, D¥ — X Uy DF tal que Hy = mok
e Hi = id. De modo inteiramente analogo, trocando os papéis de ¢ e 1,
respectivamente de k e m, mostramos que o mapa k o m é homotdpico a
identidade. O

Seja f: X — Y um mapa continuo. Dizemos que f tem um inverso
homotopico esquerdo se existir um mapa ¢g: Y — X continuo tal que g o f
é homotopico a idx. Dizemos que f tem um inverso homotdpico direito se
existir um mapa h: Y — X continuo tal que f o h é homotépico a idy.

Lema 9.2.3. Se um mapa continuo f: X — Y tem inversos homotépicos
esquerdo e direito entao f: X — Y é uma equivaléncia de homotopia.

Proof. Este lema segue do seguinte facto geral da Teoria das Categorias
aplicado a Categoria Homotépica: Numa categoria, todo o morfismo f: X —
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Y que admita um inverso esquerdo g: ¥ — X e um inverso direito h: Y —
X, estes dois inversos coincidem. De facto se go f =idx e foh = idy entao

h=(gof)oh=go(foh)=y,
pelo que f: X — Y é um isomorfismo. O

Lema 9.2.4. Dada uma k-célula ¢ : D — X, toda a equivaléncia de
homotopia f : X — Y estende-se a uma equivaléncia de homotopia f: X Ly
DF - YU fo¢]D)k, caracterizada pela comutatividade dos seguintes diagramas

XUsDF —L s v, D XUgDF —L o ¥ L, DF
ixT Tiy anT Tpfoqb

Proof. Seja g: Y — X uma aplicacao continua tal que f o g é homotépica a
idy e g o f é homotopica a idx.

A extensdo f: X |_|¢]D)k — YU fo¢]D)k fica determinada pela comutatividade
dos diagramas acima. De modo anidlogo podemos definir uma extensao
G: Y Ufop D — X Ugopop DP.

Comegamos por mostrar que f admite um inverso homotdpico esquerdo.

Seja h; uma homotopia tal que hg = go f e h; = idx. Pelo Lema 9.2.2
existe k: X Ugofog DF — X Lg DF equivaléncia de homotopia, definida
em (9.2), que fixa todos os pontos de X. A composi¢ao destes trés mapas é
dada por

3 9(f(z)) se reX
k(g(f(x))) = 2z se zeDF |z|| <
h(2 = 2|zl o(;5)) se =z €D, |zl >

N[00

Para vermos que ko go f ¢ homotodpico a identidade em X Lig D* definimos

hi(x) se z€X
Hy(z) := 2z (1+1¢)7! se  zeDF |z <L
h(2 = 2||z| + t,¢(ﬁ)) se x €Dk |z >t

A familia H; é formada por mapas continuos e define uma homotopia H : [0, 1] x
X Uy DF — X Uy D* tal que Ho = kogo f e Hy =idy, ps. Logo f admite
um inverso homotépico esquerdo.

De modo anélogo mostramos que f admite um inverso homotépico direito.
Pelo Lema 9.2.3, f é uma equivaléncia de homotopia. O
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9.3 Desigualdades de Morse

Vamos agora estabelecer as chamadas desigualdades de Morse que relacionam
as contagens de pontos criticos duma fungdo de Morse com os niimeros de
Betti da variedade onde ela estéd definida.

Teorema 9.3.1. Seja X um espago topoldgico compacto com uma decomposigao
celular finita D. Para cada corpo K existe um polinémio &; = &:(D, K) com
todos os coeficientes > 0 tal que

(D) — P X, K)=(1+1¢) & .

Proof. Seja D=0 =Yy CY; C...C Yy = X) a decomposicao celular de
X,eparacadai=1,....,N,D; =0 =Yy CY; C...CY;) adecomposi¢io
do subespaco Y;. Entao, sendo k; = dim(Y;, Y;—1),
U(D) —=Pu(X,K) = [(Dn) = Pu(Yn,K)] = [2(Do) — Pe(Yo, K)]

~0

[9:(D;) — Pe(Y3, K)] = [Q(Di1) — Pe(Yi1, K)]

Il
,MZ

@
Il
—

|
.MZ

[(Di) — Q(Di1)] = [Pe(Yi, K) — Pe(Yi1, K]

1
=thi =thi ou —tki~!

)

=0 ou thipthi—l=(14¢)thi—!

Logo, definindo 0; = §;(D, K) como sendo 1 caso (Y;_1,Y;) ndo seja de tipo
ligagao relativamente ao corpo K, e 0 no caso contrario, temos

N
(D) = P(X,K) = Z(Si(1+t)tki_1
i=1

= (1+t)§: > 6|t
k=0 \ki=k

o0
= (148> et
k=0

onde para cada k € N, e, = ex(D,K) é o nimero de pares (Y;,Y;_1) de
subespagos consecutivos na decomposigao D tais que dim(Y;,Y;—1) = k e
que nao sao de tipo ligagao. Logo & =Y 7 ey t*=1 com e} > 0 para cada
keN. O

O polinémio &;(D,K) diz-se o K-erro da decomposi¢ao celular D. A
decomposicao celular D diz-se K-perfeita se E(D,K) = 0.
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Suponhamos agora que X é uma variedade compacta. Definimos o
polinomio de Morse duma funcao de Morse f : X — R por

Mi(f) = el f) 1",
k=0

onde para cada k € N, ¢x(f) representa o nimero de pontos criticos de f
com indice k.

Do Teorema 9.2.3 resulta que

Corolario 9.3.1. Seja f : X — R uma funcao de Morse numa variedade
compacta sem bordo X. Entao X é homotopicamente equivalente a um
espago Z com uma decomposicao celular D tal que M;(f) = Qi(D).

Corolario 9.3.2. Seja f : X — R uma funcao de Morse numa variedade
compacta sem bordo X. Entao x(X) = M_1(f) = > reo(—1)*ex(f).

Proof. Segue dos Corolarios 9.3.1 e 8.10.1. O

Chama-se K-erro duma funcao de Morse f : X — R ao tinico polinémio
E(f,K) tal que My(f) — P(X,K) = (1 +t) &(f,K). A funcao f diz-se
K-perfeita se €;(f,K) = 0. Vamos escrever &(f,K) = Y22, extF~1, onde,
como vimos na demonstragao do Teorema 9.3.1, e = ex(f,K) é o nimero
de pontos criticos de f com indice k tais que a célula associada & passagem
por esse nivel critico nao ¢é de tipo ligagao.

Teorema 9.3.2. Sejam X uma variedade compacta sem bordoe f: X — R
uma funcao de Morse. Para cada k € N,

(1) ex(f) = Be(X,K) = ex + exy1,
(2) (Desigualdades Fracas) cx(f) > fr(X,K),

(3) (Desigualdades Fortes)

k
ST () > Y (D) B(XK)

1=0 i=0

(4) (Principio Lacunar) c;_1(f) = crs1(f) =0 = cn(f) = Bu(X, K).
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Proof. (1) ¢, — B = eg + ex41 porque
[o¢]

Dl =Btt = M—P=(1+1)¢&
k=0

o
= (148> et
k=0

e}

= Z ek k1 + ek ¢k
k=0

oo o

= Zek+1tk + Zektk ( porque ey =0)
k=0 k=0
(o)

= Z(ek + ext1) tk

k=0

(2) segue de (1), pois ¢ — B, = ex + ex+1 > 0.

(3) Temos
Z(—l)]H (ci—Bi) = Z(—l)k_z (€ +eiy1)
=0 7,;0 | . |
= Y D e =) (D)
=0 i=1

= (—DFeg— (1) " ey =ep1 20,
donde Zf:o(_l)k_i ¢ 2 Z§:O(_1)k_i Bi-

(4) ck+1 = 0 implica Sr+1 = 0 porque 0 < Bry1 < cgt1. Analogamente,
cg—1 = 0 implica 81 = 0. Logo, exi2 + €xy1 = ckr1 — Bry1 = 0, 0 que
implica ey 1 = ex42 = 0, porque estes niimeros sao nao negativos, e também
er +ep_1 = cp_1 — PBr—1 = 0, o que implica e = e;_1 = 0. Resulta entao
que cp, — Py =ex +exr1 =0+0=0. O

9.4 Decomposicao celular dinamica

Através duma abordagem dinamica, fazendo uso do fluxo do campo gradiente
—V f, é possivel melhorar o Teorema 9.2.3.

Teorema 9.4.1. Seja f: X — R uma fungdo de Morse numa variedade
compacta sem bordo X. Entao X admite uma decomposicao celular D tal
que My (f) = Q(X, D).
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Sendo X compacta, o campo £ = —V f é completo. Vamos considerar o
fluxo ¢! de & que é um grupo a um parametro de difeomorfismos. Os pontos
criticos de f correspondem as singularidades de &, e, portanto, aos pontos
fixos de ¢'. Estas singularidades sdo todas hiperbélicas. Uma singularidade
&(p) = 0 dum campo ¢ diz-se hiperbdlica se a derivada D¢, : T,X — T, X
nao tiver valores préoprios com parte real igual a zero. Numa singularidade
hiperbdlica p, definem-se os conjuntos

S _ . : t . —
W) = {weX s lim |¢'@)-pll =0} e
U _ A E —t _ —
Wip) = {weX : lim o~ (@)~ pll =0},

formados pelos pontos z € X cujas 6rbitas convergem a p, quando t — +00,
respectivamente ¢ — —oo. Em singularidades hiperbdlicas, estes conjuntos
sao sempre variedades imersas de dimensoes complementares. Mais precisamente,
se X tem dimenséo n, existem imersoes suaves f, : R¥ — X e fo : R" % - X
tais que f,(RF) = W% (p) e fo(R"*) = W3(p). O conjunto W*(p) diz-se
a variedade instdvel da singularidade p, enquanto W#(p) se diz a variedade
estdvel de p. No caso do campo gradiente & = —V f, a dimensao k da
variedade instavel WP(p) é precisamente o indice do ponto critico, k =
ind(f,p). Um ponto minimo de f, com indice n, corresponde a um ponto
fixo atractor. Neste caso W*(p) = {p} e W*(p) é uma vizinhanga aberta de
p. Analogamente, um ponto maximo de f, com indice 0, corresponde a um
ponto fixo repulsor, caso em que W#(p) = {p} e W¥(p) é uma vizinhanca
aberta de p.

A

S
Wy ‘b

Figure 9.9: Exemplos de variedades instaveis.

Sobre o conjunto finito das singularidades hiperbdlicas do campo gradiente
¢ = —Vf define-se a seguinte relagao: p > ¢ sse W"(p) N W#(q) # 0.
Para campos gradientes esta é uma relagao de ordem parcial. Para fungoes
genéricas, ditas Morse-Smale, estas interseccOes sdo sempre transversais.
Como a interseccao tem dimensao > 1, porque contém pelo menos uma
orbita, segue que para fungoes Morse-Smale,

p>=q = ind(f,p)>ind(f,q) -
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Para qualquer funcao de Morse f, a variedade X é unido disjunta das
variedades instaveis dos seus pontos criticos. As variedades instdveis W*(p;)
e W"(p;), de pontos distintos p; # p;, sdo sempre disjuntas. De facto, dado
um ponto x € X, é facil mostrar que o limite p = lim;_, o ¢ () existe
sempre, sendo uma singularidade do campo. Logo x pertence a variedade
instavel W"(p). Cada variedade instdvel W"(p) corresponde a uma célula
de dimensao k£ = ind(f,p), cujo bordo OW*(p) = W(p) \ W*(p) satisfaz
OW*(p) = Ug<pW"(q). No caso de f ser Morse-Smale, pela observacao
feita acima, OW™"(p) é coberto por uma uniao de células com dimensao < k.

Ordenando os pontos criticos p1, po, ..., py de f de modo que p; > p; =
i > j, e definindo para cada i, X; := Uj_qW*"(p;), a sequéncia ) = Xo C
X1 C Xy C...,C Xy =X é uma decomposicao celular da variedade X,

onde cada X; é obtido de X;_; por juncao da “célula” W*(p;), com dimensao
igual a ind(f, p;).

Na figura 9.10 estdo desenhadas as curvas de nivel duma funcédo f: S? —
R com 4 minimos locais p1, p2, 03, ps, trés pontos sela s, s2, s3 € um
maximo q. Estao também assinaladas algumas érbitas do campo —Vf. A
decomposicao celular Morse-Smale neste exemplo é formada pelas quatro
0-células {p1}, {p2}, {p3}, {pa}, as trés 1-células W¥(s1), W"(s2), W"(s3)
e a 2-célula W*(q).

Figure 9.10: Decomposicao celular associada a um campo gradiente Morse-
Smale na esfera S?
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9.5 Funcoes de Morse proéprias

Seja X uma variedade nao compacta. Uma funcao f: X — R é propria
e limitada inferiormente se e somente se para todo ¢ € R o semi-espago
X¢ = f1]— 00, ¢] for compacto (Exercicio 9.21). A Teoria de Morse aplica-
se a fungdes que satisfazem esta propriedade (Teorema 9.2.3).

Proposicao 9.5.1. Toda a variedade (sem bordo) X admite uma fungao
suave f: X — R tal que

(a) X¢= f1] — co,¢| é compacto para todo c € R,
(b) f é de Morse, i.e., todos os pontos criticos de f sao nao degenerados.
Proof. Segue do Teorema 2.3.2 (Whitney) e das proposi¢oes 9.5.2 ¢ 9.5.3. [

Na realidade as fungoes que satisfazem a conclusao da Proposicao 9.5.1
sao densas em C*°(X,R) (Exercicio 9.22).

Dada uma variedade X C RY definimos a seguinte familia de funcdes
L,: X =R,
Ly(z) := ||z — pl,

indexada nos pontos p € RY do espaco ambiente de X.

Proposicao 9.5.2. Se X C R ¢é uma variedade fechada em RY, entdo para
todo p € RY, L,: X — R é uma funcao prépria e limitada inferiormente,
ie., L;l] — 00, ¢] é compacto para todo ¢ € R.

Proof. Basta observar que L;l] —00,c =X OE\/E(p), onde E\/E(p) designa

a bola fechada de centro p e raio v/c em RY. Quando ¢ < 0 temos L, -

00, ¢] = ). Logo, como X é fechado em R, segue que L, 11— 0, ] é fechado
em limitado em RY, e portanto compacto. O

Proposicao 9.5.3. Se X C RY ¢é uma variedade fechada em RY, entdo
para quase todo p € RV, L,: X — R ¢é uma funcao de Morse.

Para estudar os pontos criticos das fungoes L,: X — R vamos relaciona-
los com os pontos criticos do mapa E: TX+ — RN,
E(z,v) ==z +v.

Observamos que a variedade TX+ tem dimensdo N pelo que (z,v) € TX*
é um ponto critico de E sse Nuc(DE(,,)) # {0}.

Proposicao 9.5.4. Dado z € X s@o equivalentes as afirmagoes:

(a) x é ponto critico de L,: X — R,
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(b) (z,p—2) € TX", ie., (z,p—1z) € E-'({p}).
Proof. Exercicio 9.23. O

Sejam X C RY uma variedade e ¢ € X.
Definigdo 9.5.1. Dizemos que p € RN ¢ um ponto focal de (X, q) se (q,p—
q) € TX' e Nuc(DE g p—q) # {0}. A dimensdo deste miicleo diz-se a

multiplicidade do ponto focal. Dizemos simplesmente que p € RY € um
ponto focal de X se p for um ponto focal de (X,q) para algum q € X.

Figure 9.11: Ponto focal de (X, q)

Para explicar o contelido geométrico da definicdo anterior consideremos
uma funcao suave f: RF — TXL f(t) = (q(t),n(t)), tal que f(0) =
(¢(0),n(0)) = (¢,p —q) eparal<j<k,

dg 0
Dfole;) = <ag(0)’ag(0)> € Nuc(DE(g,_y) -

Entao

q(t) +n(t) = B(q(t), n(t)) = E(g,p — a) + O([[t]*) = p+ O(|ltl[*) ,

o que significa que as rectas normais a X, ¢, = {q(t) + sn(t): s € R} com
t € R, quase se intersectam no ponto focal p quando ¢ ~ 0. Assim, um ponto
focal de (X, ¢) é um ponto onde concorre uma familia de rectas normais a X
ao longo duma subvariedade de X contendo o ponto q. A dimensao duma
tal familia corresponde a multiplicidade do ponto focal.

Na proposi¢ao seguinte fazemos uso do conceito Riemanniano de segunda
derivada duma funcao suave f: X — R (Definicao 14.12.2) que é uma
aplicacdo bilinear simétrica V2f(z): T,X x T,X — R, e do conceito de
segunda forma fundamental do fibrado normal TX* (Definigio 14.12.3),
que é uma aplicacao bilinear BL: T, X+ x T,X — T, X. .
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Proposicao 9.5.5. Se (¢,p—q) € TX*, ousejase g € X é um ponto critico
de L,, entao

(a) 3V2Ly(q) (u,v) = u- (v + By (p — g, v)).

(b) Nuc(DE(y,—q) = {(v,—v) € T,X x RY: v+ By (p— ¢, v) = 0}
Proof. As duas primeiras derivadas de Ly: RY — R sao respectivamente
(DLp)v = (x —p)-v e (D?Lp)u(u,v) = 2u-v. Calculemos agora a

Hessiana de L,: X — R no ponto ¢ € X. Usando a Defini¢ao 14.12.2 ¢ a
Proposicao 14.12.13 temos

V2Ly(q) (u,v) = 2u-v+2(g—p)- By(u,v)
= 2u-v+ 2u‘BqL(p—q,v)
= 2u- (v—i—B;‘(p—q,v)) .
Quanto ao nucleo de DE,,_,) temos

Nuc(DE(,p—g) = {(v,{) € Tigp-oTX " 1 v+ (=0}

(v, —v) € T,X x RY: —UEHJ'(]) q, v)}
v,—v) € T,X xRN : v+ B (p—q,v) € T,X"}
v, — )ETXXRN ’U—{—BqL(p—q’U):()}’

{
{(
{(

a ultima igualdade porque v e BqL (p—gq, v) sdo ambos tangentes a (X,q). O

Desta proposicao obtemos:
Corolario 9.5.1. Dado ¢ € X C RY, sio equivalentes:

(a) ¢ € X é um ponto critico degenerado de L,

(b) p é um ponto focal de (X, q).

Além disso a nulidade de g enquanto ponto critico de L, coincide com a
multiplicidade de p como ponto focal de (X, q).

Demonstragao da Proposi¢ao 9.5.3. Pelo Teorema 5.1.1 (Sard) quase todo
p € R é um valor regular do mapa EF: TX+ — RY. Por outro lado,
se p é um valor regular do mapa FE entdao por definicdo de ponto focal
(Definigao 9.5.1) p nao é ponto focal de X. Logo, pelo Corolario 9.5.1,
todos os pontos criticos de L, sao nao degenerados. O

Dado um vector 7 € T;- X com ||| = 1 considere o operador
Bql(n, )T, X - T,X, v~ Bj‘(n,v)

onde B;- designa a segunda forma fundamental de TX* no ponto (g,7)
(Definigao 14.12.3). Este operador é auto-adjunto pela Proposi¢ao 14.12.13.
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Proposicao 9.5.6. Dada uma variedade X C RY, e um ponto (¢,p—q) €
TX1, sdao equivalentes:

(a) p é um ponto focal de (X, q)

(b) —|lp — ¢||~* é um valor préprio do operador Bql(n, ) com n = T=el"

Além disso, a multiplicidade de p enquanto ponto focal de (X, q) coincide
com a multiplicidade de ||p — ¢||~! como valor préprio de Bj-(n, ).

Proof. Pela Proposigao 9.5.5, p é um ponto focal de (X,q) sse existe um
vector nao nulo v € T, X tal que v + B;-(p —q,v) = 0, o que por sua vez é
equivalente a a BqL(n,v) =—|lp—ql| .

O

A terminar esta seccdo, a proposicao seguinte caracteriza os indices dos
pontos criticos da funcao L,: X — R.

Proposigao 9.5.7 (Teorema do indice para Ly). Seja ¢ € X um ponto
critico de L,. O indice de L,: X — R no ponto ¢ ¢ igual a soma das
multiplicidades dos pontos focais de (X, ¢) no intervalo aberto |q, p[ que liga
0s pontos q e p.

Proof. Sejam n =
de

|I£:ZH e p=|p — ¢||. Entao os valores préprios negativos

1
5V2L(0) (u,v) = u- (v+ Bi (p—q.v))
1
= pu- (pv+Bj(n,v)>
sdo da forma % + g onde p < —p~t é valor préprio de BqL(n7 -). Pela

Proposigao 9.5.6 os pontos focais de (X, ¢) no intervalo |g, p[ sdo precisamente

os pontos da forma g — in tais que —p < i <0 (& p< —pt), onde
u € um valor proprio de Bj-(n, -). Pela mesma proposicao, coincidem as
multiplicidades de ¢ — %77 enquanto ponto focal de (X, q) e de p enquanto

valor préprio de B;-(n, -). Logo

ind(Lp,q) = Z multiplicidade de 4 como valor préprio de BqL (n,-)
p<—p~1

1
= Z multiplicidade de (¢ — —n) como ponto focal de (X, q).
-, p
—p<p~ <0

O
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9.6 Funcoes quadraticas em S” e P”

Dada uma matriz simétrica A € Mat? 41, consideremos a funcao fa:S" —
R, definida por fa(z) := x'Az. Dada outra matriz B = A + cI, temos
fB(x) = fa(x) + c||z]|> = fa(z) +c. As funcdes fp e fa tém os mesmos
pontos criticos, com os mesmos indices, mas nao os mesmos valores criticos.

Proposicao 9.6.1. Se A tem n+ 1 valores proprios distintos A\g < ... < Ay,
e vectores préprios associados p; € S™, Ap; = A p;, para 0 < i < n, entao
fa:S™ — R é uma funcao de Morse com valores criticos A; e pontos criticos
associados +p; com ind(f4, +p;) = ¢, para cada 0 < i < n.

Em particular o seu polinémio de Morse é

Mi(fa) =242t 4+ 26 4 ...+ 2t" .

Proof. A primeira parte desta proposigao resulta do Exercicio 3.18. Vamos
aqui apenas calcular os indices dos pontos criticos p;. Podemos, sem perda
de generalidade, supor que a matriz A é diagonal, ou seja, que os vectores
préprios de A sdo os vectores p; = e; da base canénica de R"™!. Neste caso
fa(x) =Y o Aiz?. Para calcular os indices de f4 nos pontos criticos =e;,
fixamos as parametrizagoes locais da esfera ¢; + : D" — S"

(bi,:i: (.7}0, e s Li—1, Lj41y- - ,iL'n>

— § 2
= l’o,...,fbifl,j: 1-— :L'j,l'i+1,...,{[)n
JF#i

Nestas coordenadas temos

n

i#i i §=0

Logo, a Hessiana de f em +e;, relativa a carta (@',i)flv ¢é a matriz diagonal
com entradas

)\0—/\i<>\1—/\i<...<)\i_1—/\i<0<)\i+1—)\i<...<)\n—)\z‘.
Como esta matriz tem exactamente ¢ entradas na diagonal (valores préprios)

negativas, segue que ind(fa, £p;) = 1. O

A esfera S™ tem o seguinte polinémio de Poincaré, independente do corpo
K em questao, P;(S",K)=1+1¢". Logo, as fungoes quadréticas f4 nao sao
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Figure 9.12: Pontos criticos de f(x,y,2) = 2 +2y? + 3 22

K-perfeitas para nenhum corpo. A figura 9.12 mostras as curvas de nivel e
os pontos criticos duma funcdo quadratica f : S — R.

Chama-se espaco projectivo real de dimensao n ao quociente da esfera
P™ := S"/A pela relacao de equivaléncia que identifica cada ponto x € S™
com o seu antipoda A(x) = —z (ver apéndice 14.6). Um ponto em P™ é
um par nao ordenado {—z,x} C S™. Designamos por p, : S" — P" a
projeccao py(x) := {—=z,x}. Com a topologia quociente, P" é uma variedade
topolégica compacta, e a projeccao p,: S” — P™ é um homeomorfismo local.
Para cada i =0,...,n, definimos ¢} : int(D") — P,

QZS;L(LUO, sy Li—1, Tit1y - - - ,CCn)

- E 2
=DPn | X0y Ti-1, 1- xjami-i-h"wmn
JFi

O mapa ¢; : int(D") — P™ é um homeomorfismo sobre a sua imagem. As
mudancas de coordenadas ((b?)_l o ¢ sao mapas suaves. Logo, a familia de
cartas {¢;: 0 < i < n} é um atlas que define uma estrutura de variedade
abstracta no projectivo P"*. Com esta estrutura diferenciavel a projecgao
P S — P™ é um difeomorfismo local.

Existe um mergulho natural i : S"~! < S", i(x) := (0, ), que induz um
correspondente mergulho entre espacos projectivos i : P~ < P7_j([x]) :=

[(0, )]

Proposicao 9.6.2. O espaco P" obtém-se P"~! por juncdo da n-célula
¢g: D™ — P" definida por

o6 (x1, .., Tp) = Dn

n
2
1- g T, T1,...,Tn
J=1
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Além disso o par (P",P"~1) ¢ de tipo ligagao, relativamente a um corpo K,
sse n é fmpar ou K é um corpo de caracteristical 2.

Proof. A restrigio da célula ¢P ao bordo dD" = S"1 9¢% = i o p,_1,
identifica-se com um (n—1)-ciclo homélogo a ¢ '+ (—1)" ¢0 ! (Exercicio 9.10).
O

Corolario 9.6.1. A sequéncia de espacos projectivos
PPcPlc...cP”
é uma decomposicao celular de P™.
Corolario 9.6.2. Para um corpo K de caracteristica 2,
P(PVK)=14+¢+---+t"
Para os restantes corpos,

1 se n épar
1+t se n éimpar

Py (P", K) = {

Proof. Exercicio 9.11. O

Toda a fungao par f : S” — R, i.e., tal que f(—z) = f(z) para todo
x € S", passa ao cociente induzindo no espago projectivo uma funcao f :
P" — R que satisfaz f op, = f. A funcio quadrética considerada acima,
fa:S™ — R, sendo uma funcio par, determina f4 : P* — R com n pontos
criticos com indices variando de 0 até n. O seu polinémio de Morse é

Mi(fa) =1+t+t2+.. 1",

Logo, f 4 € uma funcao Zo-perfeita que nao é R-perfeita.

9.7 Teorema de Reeb

Proposicao 9.7.1. Seja X uma variedade compacta sem bordoe f : X — R
uma funcao de Morse com dois pontos criticos. Entao X é homeomorfa a
esfera S™.

LChama-se caracteristica dum corpo K ao menor inteiro p > 1 tal que p A = 0 para todo
A € K. Se ndo existir um tal inteiro, K diz-se ter caracteristica 0. O corpo Z» = {0,1}
tem caracteristica 2, enquanto @, R e C sado corpos de caracteristica 0.
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Proof. Ver [16, §4, Cap. I]. Os dois pontos criticos sao um méximo, f(p) = b,
e um minimo, f(q) = a, com a < b. Pelo Lema de Morse, se ¢ > 0 for
suficientemente pequeno, os conjuntos X = f~la,a +¢] e f1[b—¢,b]
sao difeomorfos a D™. Mas, pelo primeiro teorema da teoria de Morse, X ¢
é difeomorfo a X?~¢. Logo X é a unido de dois subconjuntos difeomorfos
aD" f~la,b—e]e fi[b— ¢, b, identificados ao longo da sua fronteira
comum f1(b—¢) ~ S 1 E agora fdcil construir um homeomorfismo entre
X e S" (Exercicio 9.2). O

9.8 Exercicios

Ex 9.1. Sejam f : X — Y uma funcao suave, e U C Y um aberto conexo
tal que f *1(U) é um compacto sem pontos criticos. Mostre que, quaisquer
que sejam v,y € U, f~1(y) e f~1(y') sdo variedades difeomorfas.
Sugestao: Observe que este é um resultado local. Basta mostrar que
fHy) ~ f~1(v'), sempre que y e ' estio suficientemente préximos. Assim,
podemos logo supor que Y = RF. Observe que dados y,y' € U, existe
uma sequéncia de pontos intermédios y(i) € RF (1t =0,1,...,k), tal que
y© =y, y®*) =y eparacadai=1,....k, y difere de y"~1) apenas na
i-ésima coordenada. Para provar que todas as pré-imagens destes pontos
y® sdo difeomorfas entre si, ficamos reduzidos a considerar o caso em que
os pontos y,y’ € U diferem apenas na i-ésima coordenada. Escrevendo
f={(f1,---, fx), veja que se pode aplicar o 1° Teorema da Teoria de Morse
a funcdo f; sobre a variedade Nj4;(f;) " (y;)-

Ex 9.2. Termine a prova do Teorema de Reeb (Proposigao 9.7.1) construindo
um homeomorfismo entre X e S™ a partir de difeomorfismos entre D" e os
semiespacos f~[a,b—¢] e f7l[b—¢,b].

Ex 9.3. Calcule a homologia da esfera S™ através duma decomposicao
celular.

Ex 9.4. Dé um exemplo duma funcao K-perfeita na esfera S™.

n

. e e
Chama-se n-toro ao produto cartesiano T" =T x ... x T, onde T = R/Z
é uma variedade de dimensdo um difeomorfa a S!.

Ex 9.5. Mostre que f : T" — R, definida por f(z1,...,2,) = > i sin(2mwx;),
¢é K-perfeita.

Sugestao: Os numeros de Betti do n-toro sao £;(T",K) = ('), para
i=0,1,...,n.

Ex 9.6. Mostre que para qualquer funcao de Morse:
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(1) ei(f) Zcolf) =1 e co(f) 2 es(f) —1se f:S° >R,
(2) ci(f) >co(f)+2 e cof) >c3(f)+2se f:T3 =R

Sugestao: Use as desigualdades de Morse fortes.

Figure 9.13: Pontos criticos da fungao altura h: S3 — R.

Ex 9.7. Seja S, uma superficie orientada de género g.

(a) Mostre que existe uma fungao de Morse h: S; — R que tem exactamente
2g + 2 pontos criticos. Sugestao: (Figura 9.13).

(b) Prove que toda a fungdo de Morse f: S; — R tem pelo menos 2g + 2
pontos criticos.

(c) E K-perfeita qualquer funcao de Morse f: S; — R que tenha exactamente
2g + 2 pontos criticos?

Ex 9.8. Seja X™ uma variedade compacta sem bordo de dimensao n. Mostre
que:

(a) Se n é fmpar x(X™) = 0.

(b) Se K é um corpo e existe uma fungao de Morse K-perfeita f : X — R
entao para cada i =0,1,...,n, B;(X",K) = £,-;(X", K).

Sugestao: Compare os pontos criticos de f e —f.

Ex 9.9. Sejam X e Y variedades compactas sem bordo.

Mostre que x(X xY) = x(X) x(Y).

Sugestao: Tome fungdes de Morse f em X, e g em Y. Veja que h(z,y) =
f(x)+g(y) é uma fungao de Morse em X x Y, tal que o conjunto dos pontos
criticos de h é o produto cartesiano do conjunto dos pontos criticos de f
pelo de g, e relacione os respectivos indices.
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Ex 9.10. Considere a extensdao P"~! C P" obtida por juncdo duma n-célula

@5 : D™ — P™. Mostre que a restrigao 0¢f de ¢ ao bordo identifica-se com

um (n — 1)-ciclo homélogo a ¢f ' + (—=1)" 0.

Sugestao: Visto como um (n — 1)-ciclo, o mapa 9¢§ : S"t — P" ¢

homdlogo a soma da sua restricao ao hemisfério norte, identificavel com
n=1 com a sua restrigio ao hemisfério sul, identificdvel com (—1)" ¢p~t.

Note que a aplicacdo antfpoda A : S*~! — S"~! tem sinal sgn(A) = (-1)".

Ex 9.11. Mostre que P;(P"K) =1+t+ --- 4+ t", para qualquer corpo K
de caracteristica 2, e que, para os restantes corpos,

1 se n épar
n _
P (P, K) = { 1+t" se n éimpar

Sugestao: Use a Proposicao 9.6.2, ou o Exercicio 9.10.

Ex 9.12. Seja f : S* — R uma funcao de Morse invariante pela aplicagao
antipoda A : S — S™, x — —z. Mostre que f tem pelo menos dois pontos
criticos de cada indice 1 = 0,1,--- ,n.

Ex 9.13. Considere a seguinte decomposicao celular da esfera S™,
PcD’cS’chDcStc...cD*cs,

do Exercicio 8.1. Calcule os polinémios de Poincaré de cada um dos subespacos
desta decomposicao, identificando se as células correspondentes sao, ou nao,
de tipo ligagao.

Os dois exercicios seguintes referem-se & matriz

10 --- 0

02 --- 0
A= ,

00 -~ n

e s fungoes quadrdticas fa : "1 > R e f4 : P! 5 R por ela
determinadas.

Ex 9.14. Mostre como identificar a decomposicdo celular da esfera SP—1
associada a ordenacao (—eq, €1, —€2, €9, ..., —€,, €,) dos pontos criticos
de f4:S"! -5 R, com a decomposicao celular do exercicio anterior.

Ex 9.15. Veja como identificar a decomposigao celular do espago projectivo
P"~1 associada & ordenacdo ([e1], [ez], ..., [en]) dos pontos criticos de fa :
P*~! 5 R, com a decomposicio celular P° c P! c ... c P 1,
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Ex 9.16. Existe alguma fungdo de Morse f : S* — R com M;(f) = 2+t+t3?
E com M(f) = 2 + 2 + 32 Justifique a ndo existéncia, ou faca um esboco
das superficies de nivel duma tal fungao.

Sugestao: Identifique S* com R3 U {co}, via projeccio estereogrifica, e
suponha que p = co é o Unico maximo da funcao.

Ex 9.17. Seja f : R? — R uma funcdo suave tal que

1 hm(acy —00 f($ y) —00,
2) (0,0), (—1,0) e (1,0) sao os tnicos pontos criticos de f,

f(0,0) = =2, f(=1,0) = 4, f(1,0) = 0,

s Hessianas de f nos pontos (0,0), (—1,0) e (1,0) sdo respectivamente

i) T BTt

Para cada ¢ € R escrevemos

Me:={(z,y) €R® : f(x,y) > c}.

(a) Mostre que M, é compacto, para todo ¢ € R,

3

)
)
)
4) A

(b) Determine a topologia dos conjuntos Ms, M_1 e M_3, i.e., modelos
aos quais estes conjuntos sejam homeomorfos.

(c) Calcule os polinémios de Morse My (f|ar,), Me(flar_,) € Me(flar5)-

(d) Esboce as curvas de nivel de f (incluindo as linhas criticas).

Ex 9.18. Seja f: S? — R uma funcdo de Morse com seis pontos criticos p1,
P2, P3, P4, P5 € pe tais que

f(p1) <1< f(p2) < flps) <2< flps) < flps) = f(ps);
e f71(] — 00,2]) é difeomorfo ao disco D? = {(z,y) € R?: 22 +¢% < 1}.
(a) Mostre que ps e ps ndo podem ser minimos locais.
(b) Determine os indices de todos os pontos criticos.

(¢) Identificando S? com R?2U{oc}, suponha que p; = 0o e f~1[1,+oo[=
D?. Esboce o retrato das curvas de nivel de f no disco D?.
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Ex 9.19. Considere a funcao f: S? = R, f(z,y,2) := = + 22.

(a) Mostre que os pontos criticos de f sao:

<_17070)7 (17070)a (%70’_§) € (%’0’ é)

(b) Mostre que f é uma fungao de Morse.
Sugestao: Escolha cartas apropriadas.

(c) Determine os indices dos pontos criticos de f.
(d) Escreva o polinémio de Morse da funcao f.

(e) Mostre que f~1[0,+oo[ é uma variedade com bordo difeomorfa a um
disco.

(f) Faca um desenho representando f~1[0,4o0[ como um disco D?, os
pontos criticos de f em D? = f~1[0, +-00[, e os seus respectivos niveis.

Ex 9.20. Seja X uma superficie compacta e orientada de género g >
0. Mostre que dados nimeros inteiros (cg,c1,c2) € N3 satisfazendo as
desigualdades de Morse

co>1, co>1 e c1=cy+co+2g—2,

existe uma funcdo de Morse f: X — R tal que My(f) = co + c1t + cot?.
Sugestao: Seja

F:z{co+clt+02t2: co>1,co>1, c1 =co+ca+ 29 —2}.

Todo o elemento de I' pode ser alcancado somando a po(t) = 1 + 2gt + t>
miiltiplos inteiros dos polinémios u(t) = 1+t e v(t) = t + t2. Assim, basta
ver que po(t) é o polinémio duma fungao de Morse f, e que é sempre possivel
modificar localmente uma fungao de Morse f com polindémio p(t) = M;(f)
de modo a que o seu polinémio de Morse passe a ser p(t)+u(t) ou p(t)+v(t).

Ex 9.21. Seja f: X — R uma funcdo continua numa variedade X nao
compacta. Mostre que f é prépria e limitada inferiormente se e somente se
f~1] — o0, c] for compacto para todo ¢ € R.

Ex 9.22. Dada uma funcao suave f: X — R, mostre que existe uma funcgao
suave F': W x X — R, onde W é um espaco Euclideano, tal que f = F(0,-)
e para quase todo w € W,

(a) Fy:=F(w,"): X = R é uma funcao de Morse,

(b) F;'] — oo, c] é compacto para todo c € R.

w
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Sugestdo: Seja i: X — RY um mergulho tal que i(X) é fechado em RV
(Teorema 2.3.2). Sejam ¢: X — RY*L o0 mapa suave ¢(z) := (i(z), f(z)) e
X ¢ RV g imagem X := ¢(X), que é fechada em RV x R. Considere a
funcio L: X — R, L(z,y) := y, que satisfaz Lo ¢ = f (Exercicio 1.11).
Pode assim supor que X = X e flx,y) = L(z,y) =vy.
Seja W = RN x R e defina para cada (¢,v) € W, few: X > R,

feo(@) =y +v-2+ey® +elz)?
Veja que foo = f e que, parae >0, fo, = c+ €L, onde p = —2—18 (v,1) e

c= (||v]|*> +1)/(4¢). Aplique entdo a Proposiciao 9.5.3.

Dada uma variedade X C RY e um ponto p € RY, os exercicios seguintes
referem a funcdo L,: X — R, L,(z) := ||z — p||%.

Ex 9.23. Dado x € X, mostre que sao equivalentes:
(a) x é um ponto critico de Ly,
(b) p—z €T, X", ousejase (v,p—x)c TX .

Ex 9.24. Determine os pontos focais (com as respectivas multiplicidades)
das seguintes superficies em R3:

(a) S?={(z,y,2) €ER3: 22 +y? + 22 = 1} (esfera)
(b) C? ={(z,y,2) € R®: 22 + y?> = 1} (cilindro)
() T?={(x,y,2) € R3: (a — /22 +y?)? + 22 = 1} (toro, a > 1)

Ex 9.25. Sejam X uma das superficies do Exercicio 9.24, e p € R? um ponto
nao focal de X. Descreva geometricamente os pontos criticos de L,: X — R
e caracterize os respectivos indices.
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Chapter 10

Teoria do Grau

A Teoria do Grau atribui um invariante topolégico (numérico) a cada mapa
continuo f: X — Y entre variedades compactas, sem bordo e com a mesma,
dimensao. Este invariante chamado o grau do mapa f é denotado por
deg(f). Na realidade o grau é um invariante homotépico no sentido em
que dois mapas homotdpicos tém sempre o mesmo grau. O grau dum
mapa f : X — Y ‘mede’ o nimero de vezes que a imagem f(X) cobre
Y. Desta interpretagao resulta claro que o grau é multiplicativo. Dados
mapas continuos f : X - Y eg:Y — Z, entre variedades X, Y e Z nas
condigoes acima, tem-se sempre

deg(g o f) = deg(g) deg(f).

A Teoria do grau de Brouwer, que iremos tratar aqui, introduz o conceito
de grau para mapas suaves, no contexto da Topologia Diferencial.

Existem outras abordagens ao conceito de grau, como a Teoria homoldgica
do grau que a seguir descrevemos em tracos gerais.

Sejam X e Y variedades compactas, conexas, sem bordo e com a mesma
dimensao n.

Suponhamos primeiro que X e Y sao orientdveis. Para qualquer corpo
os espagos de homologia H,(X) e H,(Y) tém dimensao 1. Estes espagos
admitem geradores candnicos [Ax] e [A\y] definidos por ciclos Ax € Z,(X) e
Ay € Z,(Y) que podem ser construidos a partir de triangulages orientadas
de X e Y respectivamente (ver apéndice 14.11). Prova-se que para cada
aplicagao continua f: X — Y existe um tnico inteiro deg(f) € Z, dito o
graude f, tal que a aplicagao H,(f): Hp(X) — Hy,(Y) satisfaz H,(f)[Ax] =
deg(f) [A\y]. Ambas as propriedades, a invariancia por homotopia e a multiplicatividade,
sao muito faceis de verificar no dmbito da Homologia Singular. A relagdo
de homologia entre ciclos fidx ~ n Ay, com n = deg(f), traduz de forma
precisa a ideia pouco rigorosa de que a imagem de f cobre n vezes a variedade
Y.

Quando X é uma variedade nao orientdvel de dimensao n podemos ter
H,(X,K) = {0} para alguns corpos K. De qualquer modo H,(X,Zs)
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tem sempre dimensao 1. Este espaco admite um gerador candnico [Ax]
definido por um ciclo A\x € Z,(X,Z3) construido a partir duma tridngulacao
de X (ver apéndice 14.11). Pode-se assim replicar a definicdo anterior
introduzindo a no¢ao homoldgica de grau mddulo 2 dum mapa continuo
f: X — Y entre variedades nao necessariamente orientaveis. KEste grau
moédulo 2 goza das mesmas propriedades de invariancia por homotopia e de
multiplicatividade. Ele é definido como a tunica ‘paridade’ degy(f) € Zo
tal que a aplicagdo H,,(f): Hn(X,Zo) — H,(Y,Zs) satisfaz H,(f)[Ax] =
degs(f) M.

10.1 Teoria do Grau Modulo 2

Sejam X e Y variedades compactas, sem bordo, com a mesma dimensao
n=dmX =dimY.

Dado um mapa suave f : X — Y, vamos denotar por Vy o conjunto
dos seus valores regulares. Se y € Vy entao Df, : T, — T,)Y é isomorfismo
para cada z € f~!(y). Pelo Teorema da Funcio Inversa o conjunto f~!(y)
é formado de pontos isolados. Como X é compacto resulta que f~!(y) é
finito.

Define-se o grau mddulo 2 de f em y como sendo a ‘paridade’ do niimero
de pré-imagens

degy(f,y) = #/ 7 (y) (mod 2).

O conjunto V; é aberto (Exercicio 2.11).

Proposicao 10.1.1. Para cada valor regular y € Y domapa f: X - Y, a
funcao degy(f,-) : V§ — Za, y +— degy(f,y) é localmente constante.

Proof. Pelo Exercicio 2.9, para cada valor regular y € Y existe uma vizinhanga
aberta U C Y de y tal que f~'(U) se escreve como unido disjunta de
abertos V; C X, f}(U) = V1 U... UV, onde a restricio fly, : V; — U
¢ um difeomorfismo para todo i = 1,...,k. Segue que #f (y) = k, e
degy(f,y) = kmod 2 para todo y € U. O

A proposicao seguinte serd usada para demonstrar a invaridncia por
homotopia do grau moédulo 2.

Proposicao 10.1.2. Sejam X e Y variedades compactas sem bordo, da
mesma dimensdo, e Z uma variedade compacta com bordo tal que 07 = X.
Se f: X — Y admite uma extensdo suave f : Z — Y entdo degy(f, y)=0
para todo y € V.
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Proof. Seja y € Vi N Vf. Pelo Teorema 4.2.1 fﬁl(y) é uma variedade com
bordo de dimensdao n + 1 —n = 1, tal que df *(y) = f~'(y) N IZ =

f~1(y). Cada componente conexa da pré-imagem f~!(y) é uma curva
fechada o; difeomorfa a S', ou uma curva aberta 7; difeomorfa ao intervalo
[0,1], com 0v; = {a;, b;} (Exercicio 7.8). Vamos designar por y1,...,%m as

componentes conexas abertas de f~1(y).

7

Figure 10.1: Pré-imagens de f ¢ da sua extenséo f

A unido dos bordos dv; forma o conjunto pré-imagem

FHy) ={a1, by, am, b}

com um numero par de elementos (Exercicio 7.9). Logo degs(f,y) = 0.
Finalmente, se y € Vy mas y nao ¢ um valor regular de f , tomamos
pela Proposi¢ao 10.1.1 uma vizinhanca U C V; de y onde degy(f,-) seja
constante. Pelo Teorema de Sard existe y' € U valor regular de f . Logo,
pelo o caso anterior, degy(f,y) = degy(f,y') = 0. O

Proposicao 10.1.3. Sejam f,g: X — Y mapas suaves, homotdpicos entre
siey e VyNV, Entao degy(f,y) = degy(g,y).

Proof. Seja Z o cilindro [0,1] x X o cilindro cujo bordo é dado por 07 =
({0} x X) U ({1} x X).

Comecemos por supor que f e g sdo suavemente homotdpicos, i.e., que
existe uma homotopia suave h: Z =Y entre feg SeyeVynV,entaoy
é também valor regular da restricao hlpz : 0Z — Y. Temos (h|oz) (y) =
{0} x f~Yy) U {1} x g71(y), sendo esta uma unido disjunta. Logo pela
Proposicao 10.1.2, 0 = degy(hloz,y) = degs(f,y) + degs(g,y), o que
implica degy(f,y) = degy(g,y).

Consideremos agora o caso geral em que as aplicagoes suaves f e g sao
homotdpicas. Seja h: Z — Y uma homotopia continua entre f e g. Pela
Proposicao 7.1.2 existe uma aplicagdo suave h: Z — Y arbitrariamente
proxima de h. Esta aproximacao suave nao é uma homotopia entre f e g mas
as restricoes f,§: X — Y definidas por f(z) := h(0,z) e §(z) := h(1,z) sdo
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aplicagbes suaves respectivamente préximas de f e de g. Pelo Exercicio 7.14
segue que f é suavemente homotdpica a f e que g é suavemente homotdpica
a ¢. Finalmente da transitividade do Exercicio 7.15 concluimos que f é
suavemente homotdpica a g, o que nos reduz ao caso anterior. O

Dois difeomorfismos f,g : X — Y dizem-se suavemente isotopicos se
existir um mapa suave h : [0,1] x X — Y tal que h(0,-) = f, h(1,-) =g e
para cada t € [0, 1] a aplicagdo hy: X — Y, hy := h(¢, ) é um difeomorfismo.
O mapa h diz-se uma isotopia entre f e g.

Designamos por Dif*°(X) o grupo de todos os difeomorfismos f: X —
X e por Difi°(X) o subgrupo dos difeomorfismos f € Dif**(X) que sao
isotdpicos & identidade (Exercicio 10.2).

Todo o difeomorfismo isotépico a identidade preserva a orientacao (e-
xercicio 10.3). A reciproca nao é verdadeira. O grupo Difi°(X) é em geral
um subgrupo préprio do grupo dos difeomorfismos de X que preservam a
orientacao. Todo o difeomorfismo f € Diff°(X) é homotdpico a identidade,
pelo que induz a aplicagao identidade Hy(f) = idg, (x) em cada espago
de homologia Hy(X). Logo qualquer difeomorfismo f € Dif*(X) que
preserve a orientacdo mas induza uma acgao nao trivial num certo espaco
de homologia Hy(X) nao pode ser isotépico a identidade.

O grupo de difeomorfismos Difg°(X) actua naturalmente no espago X,
sendo a accdo definida por Diff?(X) x X — X, (p,x) — ¢(z). Esta
accao diz-se tramsitiva ou homogénea se para quaisquer x,y € X existir
¢ € Difg°(X) tal que p(z) = y.

Lema 10.1.1. Toda a variedade conexa sem bordo X é homogénea, no
sentido que para quaisquer z,y € X existe ¢ € Dif§°(X) tal que ¢(x) = y.

Proof. Para qualquer campo & € X°°(X) com suporte compacto, o seu fluxo
gpé é completo (Teorema 3.2.2). Como @2 = idx temos 902 € Dif§°(X) para
todo t € R.

Consideremos a relacdo = ~ y se existir ¢ € Difg°(X) tal que p(z) = v.
Porque Dif°(X) é um grupo, esta é uma relagao de equivaléncia. Basta
mostrar que a relacao ~ é aberta, i.e., que as suas classes de equivaléncia
sao abertas em X, pois como X é conexo este facto implica que haja apenas
uma classe de equivaléncia.

Dado p € X vejamos entao que a classe de equivaléncia de p contem
uma vizinhanca de p. Denotemos por B, C R" a bola de centro na origem e
raio r e seja ¢: By — U um difeomorfismo sobre uma vizinhanca aberta U
de p em X. O conjunto V = ¢(B/2) é uma vizinhanga aberta de p. Dado
g€ Vsejav=0¢1(q) € B /3. Consideremos uma fungao de classe C°°, nao
crescente, f: R — R tal que f(t) = 1set <1/4e f(t) =0set>3/4. O
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campo & € X*°(R") definido por &,(z) := B(||z|*) v tem suporte compacto
contido em B e é constante ,(x) = v sobre a bola B /. Logo go%v (0) = .
O push-forward deste campo £ = ¢.&, estende-se a um campo & € X*°(X)
com suporte compacto tal que goé (p) = ¢(tv) para t € [0,1], e em particular,
ga% (p) = q. Isto mostra que p ~ ¢, e, portanto, que o aberto V estd contido
na classe de equivaléncia de p. ]

Vamos agora concluir que o grau degs(f, y) é independente da escolha do
valor regular y € V¢, o que permite definir o grau mddulo 2 de f, denotado
por deg,(f), como valor constante de degy(f,-): Vi — Zo.

Proposicao 10.1.4. Sejam X e Y variedades nas condi¢Ges anteriores, mas
Y conexa. Dado um mapa suave f : X — Y, a aplicagao degy(f,-) : Vi — Zo
é constante.

Proof. Como Y é conexa, fixados y,y’ € V; existe um difeomorfismo ¢ €
Difg°(Y) tal que p(y) = y/. Segue que f é suavemente homotépica a ¢ o f
e, pela Proposicao 10.1.3,

degy(f,y') = degy(po f,y) = #(po /)7'(¥) (mod2)
=#/'(y) (mod 2) = degy(f,y) .

Notamos que (0 £)~L(y') = £~ 1(y)- =
Da Proposicao 10.1.3 segue a invariancia por homotopia: se f,g: X — Y

sao aplicagoes suaves suavemente homotdpicas entao degy(f) = degy(g).

Proposicao 10.1.5. Sejam X, Y e Z variedades compactas e conexas sem
bordo. Dadas f : X = Y eg:Y — Z suaves, degy(gof) = degy(g) degs(f).

Proof. Sejam z € Vyor um valor regular e g~ (2) = {y1,...,yn}. Para

cada i = 1,...,n, seja f~H(y) = {®i1,...,Tig}. Como a composigao
D(go f)a;, : T, ;X — T.Z é um isomorfismo segue que D fy, ; : Tx”X —
T,Y e Dgy, : T,,,Y — T,Z sao também isomorfismos, quaisquer que sejam
i=1,....,n,7=1,...,k;. Assim z € Z é um valor regular de g e cada y; é

um valor regular de f, donde degy(g) = n(mod 2) e degy(f) = ki (mod 2),
para todo i =1,...,n. Logo

degy(go f Z (mod 2) = n degy(f) (mod 2)

= degz(g) degy(f) -
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Vejamos agora alguns exemplos e aplicacoes.

Exemplo 10.1.1. Qualquer difeomorfismo f: X — Y tem grau degy(f) =
1, porque #f~*(y) = 1 para todo y € Y. Em particular degy(idx) = 1.

Exemplo 10.1.2. Qualquer mapa nao sobrejectivo f: X — Y tem grau
zero, degy(f) =0, porque cada y € Y \ f(X) C Vi, #f 1 (y) = 0.

Vamos agora re-demonstrar o Teorema 7.2.1 como aplicacao da Teoria
do grau modulo 2.

Proposicao 10.1.6. Seja X uma variedade compacta com bordo. Entao
0X nao é um retracto de X.

Proof. Se existisse uma retracgao r : X — 9X, pela Proposicao 10.1.2,
0 = degy(r]ox) = degy(idgx) = 1.
O

O famoso Teorema do ponto fixo de Brouwer segue facilmente do resultado
anterior (Exercicio 7.17).

Teorema 10.1.1 (Brouwer). Todo o mapa continuo f : D" — D" tem pelo
menos um ponto fixo.

Proof. Seja f : D™ — D™ um mapa continuo sem pontos fixos. Por compacidade
do disco D™ temos e := mingepn ||f(z) — x| > 0. Pelo Corolario 14.3.1
(Teorema de Stone-Weierstrass) podemos aproximar f por uma fungao polinomial
p: D* — D" Notamos que se tivermos uma aproximacao polinomial p :

D™ — R™ de f tal que ||p||cc > 1, entdo p/||p||oo Serd uma nova aproximagcao

de f com imagem contida em D™. Se a aproximagao p : D™ — D™ satisfizer
|f(z) = p(x)|| < §, entao para todo z € D",

Ip(2) — 2| > |If(z) — all - |f() - p@)] > e — = = < >0,

2 2
Logo a aproximacao suave p : D™ — D" também nao tem pontos fixos. Posto
isto, vamos assumir que f é suave sem pontos fixos. Definimos uma aplicagao

g: D" — 9D" = S" ! por g(z) = f(x)—{—t(x)%, sendo t = t(x) o tnico

escalar positivo tal que ||f(x) +¢ Hi:fg;l\ |? =1 (figura 7.6).

Como g(x) é o ponto de interseccao da semi-recta de f(x) para x com
a esfera S"~! temos g(x) = z para todo x € S"~!. Logo g : D" — 9D" é
uma retracgao, o que contradiz a Proposi¢ao 10.1.6. 0
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10.2 Teoria do Grau de Brouwer

Nesta seccao X e Y sao variedades compactas e orientadas sem bordo com
a mesma dimensao n. Supomos também que a variedade Y é conexa.
Seja f: X — Y um mapa suave e designamos por V; o conjunto dos
valores regulares de f. Este conjunto é aberto em Y (Exercicio 2.11).
Dado y € Vy, como vimos na seccao anterior que a pré-imagem f~Xy)
¢ um conjunto finito. Definimos

deg(f,y) = sen(Dfs),
zef~(y)

onde sgn(Df,) designa o sinal do isomorfismo D f, entre os espacos lineares
orientados T, X e T,Y. Observemos que o sinal sgn(Df;) corresponde a
orientacdo induzida na pré-imagem f~!(y), de acordo com a definicao dada
na seccao 6.4 (Exercicio 6.13).

O1O|O

& ©

Y Y

Figure 10.2: Orientacao das pré-imagens por um mapa com duas dobras

Proposicao 10.2.1. A funcao deg(f,-) : Vy — Z, y — deg(f,y), é localmente
constante.

Proof. Pelo Exercicio 2.9, para cada y € Vy existe uma vizinhanca aberta
U C Vy de y tal que f~1(U) se escreve como unido disjunta de abertos
V; € X, f7Y(U) = ViU...UV,, onde a restrigao fly, : V; — U é um
difeomorfismo para todo i = 1,..., k. Escrevendo ¢; := sgn(f|y;), segue que
deg(f,y) =e1+ -+ e, para todo y € U. O

A proposicao seguinte serd usada para demonstrar a invaridncia por
homotopia do grau de Brouwer.
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Proposicao 10.2.2. Sejam X e Y variedades compactas orientadas sem
bordo, e Z uma variedade compacta orientada com bordo Z tal que 07 = X.
Se f: X — Y admite uma extensio suave f : Z — Y entdo deg(f,y) =0
para todo y € V.

Proof. Seja y € Vy e suponhamos também que y € Vf. Pelo Teorema 4.2.1,
f_l(y) ¢ uma variedade com bordo de dimensao n + 1 —n = 1, tal que
of Y(y) = f(y)ndZ = f~(y). Cada componente conexa da pré-imagem
f~Y(y) é uma curva fechada o; difeomorfa a S', ou uma curva aberta ~;
difeomorfa ao intervalo [0,1], com 0v; = {a;,b;}. Vamos designar por
Y1,...,%m as componentes conexas abertas de f‘l(y).

Figure 10.3: Pré imagens orientadas de f e da sua extensao f

Cada arco ~; C fﬁl(y) estd orientado como pré-imagem e induz uma
orientagdo no bordo 9v; = {a;,b;} tal que sgn(a;) = —1 e sgn(b;) = +1.
A unido de todos estes bordos forma o conjunto pré-imagem f~1(y) =
{a1,b1,...,am,bn}. Mas pela Proposicao 6.4.2 estas orientagoes de Gf_l(y)
coincidem com a orientacdo induzida na pré-imagem f~!(y) por f. Como
a orientacdo induzida por f na pré-imagem x € f~1(y) é o sinal sgn(Df,),
resulta que sgn(Df,,) = —1 e sgn(Dfy,) = +1, para cada i = 1,...,m.
Logo,

deg(f,y) = > sen(Dfs)

z€f~1(y)

= > sen(Dfa,) +sen(Dfy,) =0
i=1 I

=0

Finalmente, se y € Vf\Vf tomamos pela Proposi¢ao 10.2.1 uma vizinhanga
U C Vy de y onde deg(f,-) seja constante. Pelo Teorema de Sard existe
yeUn V. Logo pelo o caso anterior deg(f,y) = deg(f,y') = 0. O
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Proposicao 10.2.3. Sejam f,g: X — Y mapas suaves, homotdépicos entre
sieye ViNV,. Entao deg(f,y) = deg(g,y).

Proof. Consideremos o cilindro Z = [0,1] x X com a orientagdo produto,
cujo bordo 0Z é a uniao de duas cépias de X, {0} x X munida da orientagao
oposta de X e {1} x X, com a orientacdo de X (Exercicio 6.18).

Suponhamos agora que h : [0, 1] x X — Y é uma homotopia suave entre f
e g. Como vimos na demonstragao da Proposicao 10.1.3 uma tal homotopia
suave existe sempre que os mapas f e g sejam homotdpicos.

Se y € Vy NV, entao y é também valor regular da restricao h|sz : 02 —
Y. Temos que deg(h|{1}xx,y) = deg(g,y) uma vez que h(1,r) = g(x) e {1}x
X tem a mesma orientagao que X. Analogamente, temos deg(h|{o}x,¥y) =
—deg(f,y) porque h(0,x) = f(x) e {0} x X tem a orientagao oposta de X.
Logo pelo teorema anterior 0 = deg(hloz,y) = deg(g,y) — deg(f,y), o que
implica deg(f,y) = deg(g,y). O

Vamos agora concluir que o grau deg(f,y) é independente do valor re-
gular y de f, o que permite definir o grau de f, denotado por deg(f), como
valor constante de deg(f,y) para y € V.

Proposicao 10.2.4. Sejam X e Y variedades compactas e orientadas com
a mesma dimensao, Y conexa. Dado um mapa suave f : X — Y, a aplicacao
deg(f,-) : V; — 7Z é constante.

Proof. Como Y ¢ conexa, fixados y,y’ € V; existe um difeomorfismo ¢ €
Difg°(Y) tal que ¢(y) = . Segue que f é suavemente homotépica a ¢ o f
e, pela Proposicao 10.2.3,

deg(f,y) =deg(po f,4/) = Y. sen(Dgyy) o Df.)
z€F(pof) 1Y)
= Y sgu(Dfy) =deg(f.y).

zef~1(y)

Notamos que (po f)~1(y') = f~1(y) e sgn(Dy,) = +1, porque ¢ preserva
a orientagao. ]

Da Proposi¢ao 10.2.3 segue a invariancia por homotopia: se f,g: X — Y
sao aplicagoes suaves suavemente homotépicas entao deg(f) = deg(g).

Proposicao 10.2.5. Sejam X, Y e Z variedades compactas orientadas sem
bordo, Y e Z conexas e todas elas com a mesma dimensao. Dadas f : X — Y
e g:Y — Z suaves, deg(go f)=deg(g) deg(f).
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Proof. Sejam z € Vyor € g '(2) = {y1,...,y}. Paracadai=1,...,1, seja
f_l(yi) ={xi1,...,xi . Entao

(go )72 =F o' (2) = Ui{zig, - @i}

wi; ¢ Ly ; X — T,Z é um isomorfismo segue

Como a composicao D(g o f)

que Dfy, Ty, ; X = T,,Y e Dgy, : T,,Y — T.Z sao também isomorfismos,
quaisquer que sejam i = 1,...,[, j = 1,...,k;. Assim, como z € Vs temos
zeVyey; € Vs, paracadai=1,...,1, donde deg(g) = ;" ,sgn(Dyg,,) e

deg(f) = Z?’:l sgn(Dfy, ), para todo i =1,...,l. Logo

l

k;
deg(go f) = Z Z sgn(D(g o f)l’”)

i=1 j=1

l k;
= Z Sgn(Dgyi) Z Sgn(Dfl‘i,j)
i=1 j=1

l
= deg(f) > _sgn(Dg,,) = deg(g) deg(f) .
i=1

Vejamos agora alguns exemplos e aplicagoes.

Exemplo 10.2.1. Seja f : X — Y um difeomorfismo entre variedades
orientadas compactas e conezxas. Se f preserva a orientacao entdo deg(f) =
1, e se f inverte a orientagao entao deg(f) = —1. Em particular deg(idyx) =
1.

Exemplo 10.2.2. Qualquer mapa ndo sobrejectivo f : X — Y tem grau
zero, deg(f) = 0, porque os valores y € Y\ f(X) C V§ nao tém pré-imagens.

Exemplo 10.2.3. Dada A € GLn + 1), o difeomorfismo Fa : ST — §",

Fy(x) = ”1‘2;"”, satisfaz  deg(F4) = sgn(det A) (Exercicio 6.20).

Seja C = CU{oo} a esfera de Riemann, que podemos identificar com S2
via projeccao estereografica. Todo o mapa polinomial p: C — C,

1—1—...+a0,

p(Z) =2t a1 2"
com grau n > 1, é uma aplicacao propria porque

p(o0) := lim p(z) = oo.

Z—00
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Logo p: C — C estende-se a um mapa continuo p: C — Ctal que p(00) = oo.
Além de continua a extensdo p: C — C é um mapa analitico. A aplicacdo
¢: (C,00) — (C,O), #(z) := 21 6 um automorfismo involutivo de C que
pode ser visto como uma carta da esfera de Riemann no ponto co. O
representante de p nesta carta, que é dado por

p(z) :==(¢opo¢)(z)

Zn

T 1tan1z+... +ap2”

¢ um mapa analitico em z = 0.

Proposicao 10.2.6. O mapa p: C = C tem grau de Brouwer deg(p) = n.

Proof. Dado y € C valor regular de p, as pré-imagens de y sao os zeros
simples da equacéo polinomial p(z) —y = 0 (de grau n) pelo que p: C — C
tem exactamente n pré-imagens. Seja z € p~!(y) um ponto regular de p.
A derivada Dp,: C — C, Dp,v = p/(z) v, é uma aplicagdo conforme que
em particular preserva a orientacao, i.e., sgn(Dp,) = +1. Logo deg(p) =
#p ' (y) = n.

Alternativamente, deg(p) = n porque o mapa polinémial py(z) = 2" é
homotépico a p(z) = 2" +a,_1 2" ' +...+ag através da homotopia p,(z) :=
2+ t(ap_12" ... +ag), com 0 <t < 1. Assim deg(p) = deg(p,) = n
porque 1 é um valor regular de p, cujas n pré-imagens sao as n-ésimas raizes

da unidade. ]

n

O Teorema Fundamental da Algebra é um corolério facil da Proposigao 10.2.6.

Teorema 10.2.1. Todo o polinémio de grau n > 1 e coeficientes em C tem
pelo menos uma raiz em C.

Proof. Seja p(z) um polinémio de grau n > 1. Entdo o mapa p: C — C tem
grau n # 0, pelo que p: C — C tem de ser sobrejectiva. Logo existe zp € C
tal que p(zp) = 0. O

Vamos chamar mapa antipoda & aplicagdo A: S* — S", A(z) = —ux.
Notamos que A = F_j é o automorfismo da esfera induzido pela matriz —1I,
e em particular o seu grau é deg(A) = sgn(det(—1I)) = (—1)"*!. Logo, se n
é par entdo A ndo é homotodpico a identidade. A reciproca desta implicacao
também é valida como iremos ver em seguida.

O teorema seguinte é também conhecido como o Teorema da esfera des-
penteada, onde ‘pentear a esfera’ significa encontrar um campo de vectores
suave &: S® — R™*! sem ‘cabelos em pé’, i.e., tal que &(z) ¢ T,S* para todo
x € S". Tomando a componente tangente £7 € X>°(S™) de um tal ‘penteado’
vemos que a possibilidade de pentear a esfera equivale a existéncia dum
campo & € X*°(S™) sem singularidades.

A esfera S! pode ‘ser penteada’ conforme se pode ver na figura 10.4.
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Figure 10.4: Penteado da esfera S*

Teorema 10.2.2. Dado um inteiro n > 1 sao equivalentes:
(a) A esfera S™ admite um campo £ € X*°(S™) sem singularidades.
(b) O mapa antipoda A: S"™ — S™ é homotdpico a identidade.

(¢) n é impar.

£(x)
1€l

Figure 10.5: Homotopia entre A e idgn

Proof. (a) = (b) Se existir £ € X*°(S") sem singularidades podemos definir
uma homotopia A : [0,1] x S — S™ entre idg» e 0 mapa antipoda A por

§(x)

h(t,x) = cos(mt) x + sin(mt) @

Logo A é homotépico a idgn.
(b) = (c) Se A é homotdpico a idg» entao

(1) = deg(A) = deg(idgn) =1,
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e portanto que n é impar.
(c) = (a) Sen=2k—1¢éimpar

E(z1, ..., wok) := (T2, =1, T4, —X3, ..., T2k, —T2k—1)

é um campo sem singularidades em X*°(S™). O

10.3 Exercicios

Ex 10.1. Seja f : X — Y um difeomorfismo entre duas variedades compactas
conexas e orientadas. Mostre que deg(f) = sgn(f). Conclua que f nao é
homotdpica a uma aplicacdo constante. Se f for apenas um difeomorfismo
local, continuard véalida esta igualdade?

Ex 10.2. Mostre que Difg°(X) é um subgrupo de Dif*(X).

Ex 10.3. Seja X uma variedade orientavel. Mostre que todo o difeomorfismo
f € Dif?(X) preserva a orientagcao.

Ex 10.4. Seja X uma variedade. Mostre que a relacdo x ~ y se existir
¢ € Difg°(X) tal que ¢(x) = y, é uma relacao de equivaléncia.

Ex 10.5. Sejam f, g : X™ — S"™ aplicagdes continuas. Mostre que se
para todo x € X", ||f(x)—g(x)|| < 2 entdo f e g sao homotdpicas,
respectivamente suavemente homotdpicas se f e g forem suaves.
Sugestao: Veja a figura 10.6.

(1-9f(x)+1g(x)

Figure 10.6: Homotopia entre f,g: X — S™

Ex 10.6. Mostre que se f : X — S™ é um mapa suave nao sobrejectivo
entao é f homotdpico a uma aplicacao constante.

Ex 10.7. Seja f : X™ — S" continua. Mostre que se m < n entao f é
homotdpica a uma aplicacao constante.
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Ex 10.8. Seja f : S™ — S™ uma aplicagio continua com deg(f) # (—1)"*1.
Mostre que entao f tem pelo menos um ponto fixo.

Sugestao: Se f nao tem pontos fixos entao, pelo Exercicio 10.5, é homotépico
ao mapa A :x— —uz.

Ex 10.9. Seja f : S™ — S™ continua com degy(f) = 1. Mostre que entdo
f leva algum par de pontos antipodas noutro par de pontos antipodas, i.e.
existe p € S™ tal que f(—p) = —f(p).

Sugestao: Se f(—xz) # —f(x) para todo = € S™ entao, pelo Exercicio 10.5,

f(z) é homotdpica & fungao par g(z) := %

Ex 10.10. Seja f: S™ — S™ um mapa suave e par, i.e., f(—x) = f(x) para
todo x € S™. Mostre que

(a) degy(f) =0.
(b) deg(f) =0 sen é par.

Ex 10.11. Seja X" uma variedade compacta, orientada, sem bordo, n > 2.
Mostre que se existe f : S” — X com deg(f) = 1 entdo X é simplesmente
conexa.

O exercicio seguinte mostra que o grau mddulo 2, e o grau de Brouwer,
podem ser estendidos a mapas continuos.

Ex 10.12. Sejam X e Y variedades compactas sem bordo, e f: X — Y um
mapa continuo homotdpico a mapas f1, fo : X — Y suaves. Mostre que

(a) degy(f1) = degy(f2),

(b) deg(f1) =deg(f2), se X e Y estiverem orientadas.

Seja m: R — S! a projecgdo canénica 7(x) := 2™, Dado f:~S1 — St
continua, chama-se levantamento de f a qualquer mapa continuo f: R — R
tal que mo f = fom.

Ex 10.13. Dado um mapa f : S' — S! continuo mostre que se zg € R for
tal que m(xo) = f(1,0):

(a) Existe um tinico levantamento f : R — R de f tal que f(0) = zo.
(b) O levantamento f é suave se f o for.

(¢) Sendo m = deg(f), f satisfaz f(z + 1) = f(z) + m, para todo = € R.
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Ex 10.14. Mostre que dois mapas suaves f,g: S' — S! tém o mesmo grau
sse sao suavemente homotdpicos.

Sugestao: Obtenha a homotopia entre f e g por combinacao convexa entre os
respectivos levantamentos f e g.

Ex 10.15. Mostre que a existéncia de um campo continuo sem singularidades
na esfera S equivale a existéncia de um campo suave £ € X*°(S") sem
singularidades.

Chama-se transformacgdo racional a uma funcao f: C — C que se exprima
como quociente de dois polinémios nao nulos

2" 4 12"V 4+ -+ ap
b 2™ + b1 2m L 4+ 4 by

f(z) =

com coeficientes ag, ..., an,bg, ..., by € C.

Ex 10.16. Mostre que a transformacao racional f(z) determina um mapa
suave da esfera de Riemann C nela prépria com grau igual a max{n,m}.

Chama-se transformacao de Mdbius a um mapa f: C — C que se exprima
como quociente de dois polinémios nao nulos de grau < 1

az+b

f(z) = et d

com a, b, c,d € C satisfazendo ad — be # 0.

Ex 10.17. Mostre que as transformagoes de Mobius formam um grupo de
difemorfismos da esfera de Riemann C com grau igual a 1.

Chamam-se circunferéncias da esfera de Riemann C as rectas e circunferéncias
no plano complexo. O nome justifica-se porque as circunferéncias de C
correspondem de facto as circunferéncias de S? via projeccio estereogrifica

. 2 . [ 2Rez  2Imz |2[*-1
p: C— 8% p(z) := (1+|z‘27 T+ 1422 )

Ex 10.18. As transformagoes de Mobius transformam circunferéncias de C
em circunferéncias de C.
Sugestao: Toda a transformacao de Mdbius é composicao de transformacoes

de Mobius da forma 2z + az, 2+ 2z +be 2+ 275

Ex 10.19. Mostre que para todo o inteiro k € Z existe um mapa suave
f:S™ — S™ tal que deg(f) = k.
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Ex 10.20. Mostre que para todo o inteiro k € 7Z existe um mapa suave
f: X" — S™ tal que deg(f) = k.

Sugestao: Use o Exercicio 10.19 para reduzir o problema ao caso k = 1.
Fixe um n-disco D C X™ (subvariedade difeomorfa a D") e um ponto p € S".
Considere um mapa f: D — S" tal que f = pem 9D, fliyy(p): int(D) — S™\
{p} seja um homeomorfismo e estenda-o a um mapa continuo f: X" — S"
tal que f(x) = p para todo z € X™\ D.

Ex 10.21. Sejam X e Y variedades compactas de dimensao n. Assuma
que X é conexa e simplesmente conexa, e que Y admite um espago de
recobrimento universal Y difeomorfo a R™. Mostre que toda a aplicacio
suave f: X — Y é homotépica a uma funcao constante, e em particular que

deg(f) = 0. . B
Sugestao: Considere um levantamento f: X — Y do mapa f: X — Y

relativo a uma aplicacao de recobrimento p: Y Y (Proposigao 7.5.3).

Ex 10.22. Mostre que todo o mapa suave f:S" — T" com n > 2, tem
grau 0.
Sugestao: Exercicio 10.21.

_ Chama-se levantamento dum mapa f: T" — T" a qualquer mapa continuo
f:R" = R" tal que po f = f op, onde p: R" — T™ representa a projeccao
canonica.

Ex 10.23. Dado um mapa f : T" — T"™ continuo mostre que se g, yg € R”
forem tais que p(yo) = f(p(20)):

(a) Existe um tinico levantamento f : R” — R™ de f tal que f(z0) = yo.
(b) O levantamento f é suave se f o for.

(c) Existe uma matriz A € Mat,(Z) tal que f(x + k) — f(ac) = Ak,
quaisquer que sejam xz € R" e k € Z".

(d) A matriz em (c) representa o morfismo 7(f): 7(T", z) — =(T", f(x))
relativamente as bases canénicas dos grupos m(T", z) ~ Z".

(e) A matriz A € Mat,(Z) em (c) é tal que deg(f) = det A.

(f) Dois mapas f,g: T" — T" sdo homotépicos sse admitirem levantamentos
f,g: R® — R™ tais que

fa+k) = flo) = Ak = gz + k) — §()

para todo x € R", k € Z", com A € Mat,(Z).



Chapter 11

Teorema de Poincaré-Hopf

O Teorema de Poincaré-Hopf estabelece uma férmula que relaciona a caracteristica
de Euler duma variedade compacta com a soma dos indices das singularidades
dum campo de vectores definido nessa variedade. Este teorema foi demonstrado
por H. Poincaré para superficies, e depois de alguns resultados parciais de

L. Brouwer e J. Hadamard foi demonstrado por Heinz Hopf em 1926.

11.1 Indice duma singularidade

Comegamos por introduzir e trabalhar o conceito de indice duma singularidade
para campos vectoriais definidos em abertos de R”. Adiante mostramos a
invariancia do indice por mudanca de coordenadas, e s6 entao estendemos
o conceito de indice a campos vectoriais definidos em variedades. Como
veremos, a Proposicao 10.2.2 do capitulo anterior desempenha um papel
ubiquo na prova do Teorema de Poincaré-Hopf.

Sejam U C R™ um aberto e £ € X*°(U) um campo de vectores, ao qual
associamos o mapa @¢: U \ £71(0) — S*~1 definido por

&)
fe@I

Seja Z™ C U uma variedade compacta e com bordo, de dimensao n, tal
que o campo £ nao se anule ao longo do bordo 0Z. Designaremos por

deg(p¢, 2)

o grau do mapa restringido y¢loz: 07 — S*~1. Nesta definicdo a esfera
S"=1 é orientada como bordo do disco D", enquanto 9Z é orientada como
bordo de Z. Tanto Z™ como D" recebem a orientacao candnica de R™.

pe(x) :

Proposicao 11.1.1. Seja Z" C U uma variedade compacta e com bordo,
de dimensao n, tal que £ # 0 em Z. Entao deg(y¢, Z) = 0.

201
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Proof. Por hipétese p¢: Z" — S"~! é um mapa suave. A conclusao segue
da Proposicao 10.2.2. 0

Dada uma singularidade isolada p € U, {(p) = 0, chamamos indice do
campo ¢ na singularidade p ao grau de Brouwer

Ind,(€) := deg(¢, D:(p)),

onde D.(p) := {z € R": ||z —p|| < €} é um disco de raio suficientemente
pequeno de modo a isolar a singularidade p, i.e., tal que D (p)NE~1(0) = {p}.

Para justificar a independéncia do raio € > 0 escolhido consideremos
0 < e < €' tais que D (p)NE~L(0) = {p}. Como Z = Dy (p)\int(D.(p)) é um
anel sem singularidades de &, pela Proposi¢ao 11.1.1 temos 0 = deg(yg¢, Z) =

deg (¢, Der(p)) — deg(pg, De(p)). Logo deg(pe, D (p)) = deg(pg, De(p)), o
que mostra que o indice em p é independente do raio & escolhido.

A figura seguinte ilustra alguns exemplos de singularidades de campos
vectoriais em R? com fndices 2, 1 e —1. O Exercicio 11.1 tem exemplos de
singularidades com outros indices.

@F *

Ind=2 Ind=1
Ind=1 Ind=-1

Figure 11.1: Indices de algumas singularidades em R?
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Proposicao 11.1.2. Seja p € U uma singularidade nao degenerada dum
campo § € X*°(U). Entao Ind,(§) = sgn(det DE,) = £1.

Proof. Supondo que p = 0 é uma singularidade nao degenerada, A = D¢ :
R™ — R™ é um isomorfismo. Pelo desenvolvimento de Taylor na origem
temos ¢(x) = Ax + O(||z|?) quando * — 0. Seja D um pequeno disco
centrado na origem, e consideremos o mapa @4: 0D — S"! definido por
va(x) = Hf“ljﬁ\\' Quando o raio do disco D é pequeno as aplicacoes ¢¢|op e
w4 estao préximas uma da outra. De facto, tomando constantes positivas
C e c tais que |€(z) — Az]| < C [lz]]%, [ Az]| = cllo]l e €@)] = cllz| para
todo & € D, e supondo por exemplo que ||£(x)| < ||Az|| (o caso contrério é
analogo, bastando trocar os papéis de £(x) e Ax) temos

B A = ()  Ax
lee(a) = eatoll = I = 5l
I€(x) — Az|] Az Az
ST @ e
le(@) — Az |l Az] - &)
<T@ T @Ay 14

min{|[{(2)]], Az} — ¢

Logo, pelo Exercicio 10.5, p¢|sp € ¢4 sao homotdpicas sempre que o raio
r do disco D satisfizer %r < 2. Por outro lado, como g: 0D — S"1,
g(z) := z/||z||, ¢ um difeomorfismo que preserva a orientagao e ¢4 = Fqog
onde Fy: S"~! — S"=1 Fy(z) := Ax/| Az||, pelo Exercicio 6.20, segue que

sgn(pa) = sgn(F4) = sgn(det A). Logo,

Indp(§) = deg(p¢) = deg(pa) = sgn(pa) = sgn(det A) .
O

Proposicao 11.1.3. Seja p € U um ponto critico ndo degenerado duma
funcao suave f : U — R. Os indices de p como ponto critico de f e como
singularidade de Vf satisfazem Ind,(Vf) = (—1)md(f:p),

Proof. Supondo que p = 0 é um ponto critico ndo degenerado da funcao f, a
matriz Hessiana A = %(0) ¢ nao singular. Pelo desenvolvimento de Taylor
na origem temos f(z) = £ 27 Az +O(||z[|®) e V f(z) = Az+O(||z|?) quando
x — 0. Sejam A\ < ... < A <0 < Agy1 < ... < Ay, o0s valores préprios
de A. O determinante de A é o produto dos valores préprios de A, i.e.,
det A= A1+ Ay. O indice de A é o niimero ind(A) = k de valores préprios
negativos. Desta caracterizacio resulta que sgn(det A) = (—1)"4(4), Logo,

Ind,(V f) = sgn(det A) = (—1)4A) = (—1)ind(fp)
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O resultado seguinte estabelece a estabilidade do indice dum campo de
vectores numa singularidade.

Proposigdo 11.1.4 (Estabilidade Local do Indice). Sejam p € U uma
singularidade isolada dum campo { € X*°(U) e € um nimero positivo tal
que D-(p) N&~1(0) = {p}. Entdo existe § > 0 tal que para todo o campo de

Morse £ € X°°(U) com || — €| < 6,

Ind,(£) = > sgn(det DE,) .

2€€~1(0)NDe(p)
Proof. Seja D = D.(p) e fixemos § > 0 tal que

min [[¢(2)]| > 26

Se £ € X>°(U) é um campo de Morse tal que ||€ — €||oo < & entdo

IE@)I > (@)l = ll€@@) — (@)l > 26— 6 =46,

para x € 0D, erepetindo a conta efectuada na demonstracao da Proposicio 11.1.2
obtemos para todo x € 9D,

|1€(z) — E(2)| 20
z) — @z 2 ¢ 5 2
Ie(@) —we@)ll < 2 0 e e o @] = 3

Logo, pelo Exercicio 10.5, os mapas ¢¢|op € <pE~|aD sao homotopicos.

Seja {p1,...,pm} =DnN £71(0). O campo & nao tem singularidades em
0D porque ||§:(as)|| > § para todo x € 0D. Sejam Dy,...,D,, pequenos
discos fechados respectivamente centrados no pontos pi,...,pm, disjuntos
dois a dois e contidos no interior de D. Entao Z = D\ (int(D;)U. . .Uint(D,,))
é uma variedade com bordo tal que 32 = dD UdD; U...UdD,, Cada
componente interior do bordo 0D; recebe de Z a orientacdo oposta a que
lhe é induzida pelo disco D;. Pela Proposicao 11.1.1 segue entao que

0 = deg(ipg, Z) = deg(pg, D) = Y _ deg(pzDi)
i=1
donde
Ind, () = deg(pe, D) = deg(pg, D) = Y _ deg(ig, Dy)
=1

= Z Ind,(§) = Z sgn(det DE,) .

zeDNE-1(0) zeDNE1(0)
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3

SR

De(p)

Figure 11.2: Uma singularidade degenerada de indice 2 que se desdobra em
duas singularidades nao degeneradas, de indice 1

Uma singularidade degenerada p € U dum campo & € X*°(U) pode ser
vista como o resultado de colapsar varias singularidades nao degeneradas.
Perturbando ¢, obtemos um campo de Morse £ € X®(U), perto de &, no
qual a singularidade p se desdobra em varias singularidades nao degeneradas
D1, Pm. O teorema acima diz-nos que o indice Ind, (&) ‘guarda memoria’
do somatério dos indices das singularidades p; de §~ colapsadas na singularidade

pde €.

Vejamos agora que o indice dum campo vectorial numa singularidade é
invariante por mudancas de coordenadas.

Proposicao 11.1.5. Seja ¢ : U — V um difeomorfismo entre abertos U e
V de R™. Se £ € X*°(U) é um campo com uma singularidade isolada p € U

entdo Indy ) (¢«&) = Ind,(§).

Proof. Consideremos o campo 1 = ¢.& € X*°(V) que tem uma singularidade
isolada no ponto ¢ = ¢(p). Fixemos ¢ > 0 tal que D.(p) N £71(0) =
{p} e D.(¢) N~ 1(0) = {q}. Seja & um campo de Morse préximo de &
satisfazendo as hipéteses da Proposicao 11.1.4 e consideremos o campo de
Morse 7} := ¢,&. Por definicao de ‘push-forward’ temos 7j(¢(z)) = Do, (£(x))
para todo x € U. Derivando esta relacao numa singularidade .fN(w) =0
obtemos D17jg(,) © Doy = Doy o Déa;, o que implica que D7jy,) = D¢y o
DéE, o (D¢,)~ L. Logo det(Dijg(p)) = det(DE,), e em particular Indg() () =
Indx(é). Como o difeomorfismo ¢ estabelece uma correspondéncia bijectiva
entre as singularidades de & em D.(p) e as singularidades de 7 em D.(q),

temos

Ind,(n) = > sgn(det D7j,) = > sgn(det DE,) = Ind,(€) .
z€De(q)N7~1(0) €D (p)NE—1(0)

O



206 CHAPTER 11. TEOREMA DE POINCARE-HOPF

Seja X uma variedade e £ € X°°(X) um campo de vectores com uma
singularidade isolada no ponto p € X.

Define-se o indice de & em p, como sendo o indice na origem dum
representante ¢.& de £ relativo a uma carta local ¢ : (X, p) ~ (R",0). Pela
Proposicao anterior esta definicao é independente da carta local escolhida.

11.2 Teorema de Poincaré-Hopf

Antes de enunciar o Teorema de Poincaré-Hopf necessitamos de mais um
conceito. Seja X uma variedade compacta com bordo e v € XT°(9X) o seu
campo normal exterior a X (Teorema 4.1.1).

Dizemos que um campo § € X*°(X) aponta para fora de X se tivemos
&(x) - v(x) > 0 para todo z € 90X.

Teorema 11.2.1 (Poincaré-Hopf). Seja X uma variedade compacta com
bordo e £ € X*°(X) um campo com singularidades isoladas que aponte para
fora de X. Entao

X(X)= ) Indg(6).

z€61(0)

Dada uma variedade compacta com bordo X™ C R™ com campo normal
exterior v € X°(0X), chama-se mapa de Gauss da hipersuperficie 0X a
aplicacdo suave N: 9X — S"~! definida por N(z) := v(zx), qualquer que
seja x € 0X.

Lema 11.2.1 (Hopf). Seja X" C R™ uma variedade compacta com bordo
de dimensao n. Dado um campo £ € X°°(X) com singularidades isoladas
que aponte para fora de X,

deg(N) = Y Indg(¢) .

z€£=1(0)

onde deg(N) representa o grau do mapa de Gauss N : 9X — SP~1,

Proof. Seja {p1,...,pm} = £ 1(0) o conjunto das singularidades do campo
§. Como g¢(x) - N(x) > 0, para todo x € 0X, pelo o Exercicio 10.5 a
restricao pg: 0X — S"—1 é homotépica ao mapa de Gauss N: 90X — S 1,
Logo deg(IV) = deg(p¢lax)-

Sejam D1, ..., D,, pequenos discos fechados centrados respectivamente
no pontos pi, ..., pm, disjuntos dois a dois e contidos em X \ 0X. Entao
Z = X\ (int(D1) U ... Uint(D,,)) é uma variedade com bordo tal que
0Z =0XUdD1U...UdD,,. Cada componente 0D; do bordo 0.X recebe de
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Figure 11.3: Um campo com trés singularidades no disco

Z a orientacao oposta a que lhe é induzida pelo disco D;. Pela Proposicao
11.1.1 segue entao que

0 = deg(e, Z) = deg(pe, X) — > _ deg(pe, Dy) ,
i=1
donde

deg(N) = deg(pelox) = deg(pe, X) = > _deg(pe, Di) = Y Inda(€) .
i=1 2e6-1(0)

Lema 11.2.2. Dada uma variedade compacta com bordo X, existe uma
funcao suave f: X — R tal que

(1) f71(0) = 90X,
(2) f<0em X,
(3) 0 é um valor regular de f, e

(4) f é uma fungao de Morse.

Proof. Sejam v € X7°(0X) o campo normal exterior de X ao longo de 0.X,
Vz(0X) uma vizinhanca tubular de 0X e 7: V.(0X) — 90X a projeccao
associada. Definimos f: X NV, (0X) — R por

f(@) = (x = m(2)) - v(7(2)).
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Dado z € XNV.(0X), os vectores v(7(z)) e z—m(x) s@o colineares e apontam
em sentidos opostos. Logo f(z) = —||lz — w(z)|| < 0 porque |v(m(z))|| = 1.
Este facto prova o item (2). Por outro lado f(z) = 0 equivale a x = 7(z),
ou seja ¢ € 0X, o que prova (1).

Se xz € 0X = f~10), e u € RV temos

Dfa(u) = (u = Dvy(u)) - v(z) = u-v(z)

pelo que 0 é valor regular de f. O item (3) fica assim estabelecido.

Deixamos como exercicio (Exercicio 11.9) a verificagdo de que é possivel
estender f a uma funcao suave f: X — R satisfazendo as propriedades
(1)-(3) e que seja constante fora da vizinhanca V.(0X).

Diminuindo & podemos supor que |V f]| > ¢ em X N V.(0X). Pela
Proposicao 5.4.2 existe uma funcao de Morse f : X — R tal que para todo
z € X se tem ||[Vf(z) — Vf(x)|| < e/2. Com mais uma perturbacio, sem
alterar o gradiente, podemos supor que f <f.

Seja agora : R — R uma funcao suave nao crescente tal que

Bt)=1 se t<—g/2
{B(t):O se t>—¢g/4

Definindo

fl@) = (1= B(f(x)) f(x) + B(f(x)) f (=)
temos f(z) = f(x) em X N V./4(0X), pelo que a funcao f satisfaz as
propriedades (1)-(3). Temos também f(z) = f(x) em X \ V,,2(0X), pelo
que os pontos criticos de f em X \ Vz(90X) sdo todos ndo degenerados.
Finalmente, temos

Vi=(-B+B(~NVI+BVS
comfB=pofef =p0of. Comoﬁ’(f—f)ZO, em X NV.(0X) vale
IVFIl = (L +B'(f = IIVE = BIVE = V]I

> (1+B(f-fe-B525>0,

pelo que todos os pontos criticos de f estdo em X \ V.(8X). Logo f é uma
funcao de Morse. O

Demonstracao do Teorema 11.2.1. Dividimos a prova em trés casos:

12 Caso X € uma variedade compacta com bordo de dimensdo n em R™.
Pelo Lema 11.2.1, 0 somatério } -, c¢c—1(g) Indz(£) € independente do campo
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£. Basta-nos agora dar um exemplo dum campo onde a soma dos indices seja
igual & caracteristica de Euler x(X). Seja f : X — R como no Lema 11.2.2,
e consideremos o campo de Morse £ = Vf. Da Teoria de Morse, corolarios
1 e 2 da secgdo 9, temos x(X) = >_p_,ck (=1)F, onde ¢ é o niimero de
pontos criticos de indice k da fungao f: X — R. Logo

) =YD= 3 (CmUP = 3 d,(e),
k=0

peCrit(f) peE=1(0)

onde a ultima igualdade segue da Proposicao 11.1.3.

22 Caso X CRYN ¢ uma variedade compacta sem bordo.
Sejam V-(X) uma vizinhanca tubular de X, e 7 : V.(X) — X a projecgao
associada (Teorema 4.3.1). A ideia neste caso é estender o campo £ a
vizinhanga tubular V.(X) e reduzir a prova ao caso anterior. Definimos
£:Vi(X) = RN, i

§(x) ==z —m(x) + E(n(x)) -

—_——— ——
7L X Tr (o)X

7 (x)

O bordo da vizinhanga tubular V(X)) é o conjunto de nivel da func¢ao suave
h(z) = distx (z)?, OV.(X) = h=1(?), pelo que o campo gradiente Vh(z) =
2 (x — m(z)) aponta para fora de V(X) ao longo de 0V(X). Como

£(x) - Vh(z) =2z —7(2)[* =26 >0,

Vemos que 0 campo ¢ também aponta para fora de V.(X) ao longo de dV;(X).
Os campos £ e £ tém as mesmas singularidades porque

Ep)=0 & p=n(p) e &(x(p)) =0 & pe X e &(p)=0.

Em particular todas as singularidades de 5 estao em X. Pelo Teorema 11.1.4
(estabilidade do indice local) podemos supor, substituindo se necessério £
por um campo de Morse proximo, que todas as singularidades de £ sao nao
degeneradas. Vamos mostrar que os campos & e 5 tém os mesmos indices
em cada singularidade p € X. Numa singularidade temos 7(p) = p, e as
aplicacoes lineares D), : RN - T, pX eid—Dm, : RN — T;-X Sa0 projeccoes
ortogonais. Derivando obtemos

Déy(u) = u— Dmy(u) + D&y Drp(u)
= (Id — Dmp)(u) + D&y Dmp(u) .

€THX €Ty X

Numa base ortonormada de RN em que os primeiros vectores formem uma
base de TPLX e os ultimos uma base de T}, X, a matriz Jacobiana de D¢, tem
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0 Z } , onde A representa a matriz Jacobiana de D¢, : T, X —

T, X na base correspondente. Logo

a forma [

Tnd, (€) = sgn(det [ L }) — sgn(det A) = Tnd, (¢) .

Finalmente, como X é um retracto por deformacao de V.(X), pelo caso
anterior aplicado ao campo £ temos

XX) =x(Ve(X) = ) MIde(§)= > Inda(€).

ze€—1(0) z€&~1(0)

39 Caso (Caso Geral) X € uma variedade compacta com bordo.

A prova do caso geral faz uso duma generalizacao do Teorema da vizinhanca
tubular (Teorema 4.3.1) para variedades compactas com bordo sendo, dificuldades
técnicas a parte, andloga a do caso anterior.

Figure 11.4: Vizinhanca tubular duma variedade com bordo

Dada uma variedade compacta com bordo X € RYM, e um ndmero
positivo e suficientemente pequeno, a e-vizinhanca

Vo(X):={z eRY : disty(z) <e}

é tal que existe um mapa continuo 7 : V-(X) — X satisfazendo distx (z) =
|z — 7(x)|. A fungdo h: Vo(X) — R, h(x) := distx(x)? é de classe C! com
gradiente Vh(z) = 2 (z —m(x)). A vizinhanca tubular V;(X) decompoem-se
na uniao das duas regioes

VHX)={zeViX):z—7(z) e T+ X}
VFH0X)={zeV.(X) : 7(x) €0X}.
A primeira destas duas regides corresponde ao fecho topoldgico da vizinhanga

tubular da variedade aberta X \ 0X, enquanto a segunda estd contida na
vizinhanca tubular do bordo 9X. Tanto o mapa 7 como a funcgdo h sdo
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suaves no interior de cada uma destas regioes. A quebra de diferenciabilidade
ocorre apenas ao longo da hiper-superficie H := VX (X)NV.F (0X) interseccio
destas duas regides.

Definimos do mesmo modo a extensiio do campo € : Vo(X) — RV,

§(x) =z —m(x) +&(n(x)) .

Este campo é continuo em V.(X) e de classe C* em V(X) \ H. Como
J;: # 0 em H podemos aproximar 5 por um campo suave é: V.(X) — RN
que, tal como £ aponte para fora de Vz(X) ao longo de dV.(X), que tenha
exactamente as mesmas singularidades que §~ e &, e finalmente que coincida
com 5 numa vizinhanga compacta destas singularidades. O teorema segue
de aplicar o primeiro caso ao campo f . ]

11.3 Exercicios

Ex 11.1. As aplicagoes z — 2™ e z — Z"™ definem campos vectoriais em
C = R? com um zero isolado na origem. Mostre que os indices destes campos
na origem sao respectivamente m e —m.

Ex 11.2. Seja f : U € C — C uma funcao holomorfa com um zero em
29 € U. Mostre que, como campo vectorial em X*°(U), o indice de f na
singularidade zg é igual & ordem k do zero zy. A ordem de zq é, por definicao,
um inteiro k € N tal que f(2) = (z—20)" g(2) com g(zg) # 0 e g(z) holomorfa
em U.

Ex 11.3. Seja p(z) = a2? + bz + ¢ um polinémio de grau < 2. Mostre que

(a) p induz um campo suave na esfera de Riemann C = C U {oc}.
Sugestao : Considere as cartas locais ¢; : (C,0) — (C,0), ¢1(2) = z,
e ¢g: (C, o0) = (C,0), ¢2(z) = 1/z, e a transformacao de coordenadas
$2 0 ¢ (2) = 1/2. Sendo p(z) o representante dum campo na carta
¢1 calcule o respectivo representante na carta ¢s.

(b) Quando é que este campo tem uma singularidade no ponto co?
(c) Nas condigoes da alinea (b), qual o indice de p em oo?

(d) Desenhe as singularidades e linhas de fluxo dos campos definidos pelos
polinémios 22 — 1, 22, z e 1.

2

Sugestao: Resolvendo as equacoes diferenciais 2/ = 22 e 2/ = 22 — 1
z

obtemos os fluxos ¢'(z) = 2 e V! (z) = %

Pelo Exercicio 10.18 podemos concluir que as trajectorias destes fluxos
sao segmentos de recta, semi-rectas ou arcos de circunferéncia.

respectivamente.
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Ex 11.4. Mostre que a esfera S?* 71 admite um campo tangente sem singularidades.
Sugestao : Para k = 1, use o campo {(z,y) = (—y, x).

Ex 11.5. Mostre que o n-toro T" = (S!)" admite um campo tangente sem
singularidades.

Ex 11.6. Mostre que a esfera S?* ndo admite campos tangentes sem singularidades.

Ex 11.7. Sejam & € X°°(X) um campo de vectores tangente a uma variedade
X de dimensao n, e p € X uma singularidade isolada de £. Mostre que

Indy(—¢) = (—1)" Ind, () .
Ex 11.8. Considere o campo &(z, y) = (23 +22—y%, 22 y+y3), € € X°(R2).

(a) Calcule as singularidades do campo &.
Sugestao: Todas as singularidades ficam sobre o eixo y = 0.

(b) Qual o grau de ¢¢ : I' = S definida por p¢(z,y) = &(x,v)/||&(2, v) ],
onde sobre I' = { (z,y) € R? : 22 +¢y? =2}7?
Sugestao: Compare com o grau do mapa correspondente ao campo
n(z,y) = (#3,y3). Se necessitar pode também aumentar o raio de T

(c) Quais os indices das singularidades encontradas?
Sugestao: De (b) infira qual a soma dos indices das singularidades
no interior de I'.

(c) E um campo de Morse &7

(d) Se £ for um campo de Morse perto de ¢ tal que deg(igr) = deg(ee|r),

qual o nimero minimo de singularidades que pode garantir para £ no
interior de I'? Quais os respectivos indices?

(e) Desenhe as singularidades e as trajectérias dum campo de Morse ¢
nas condicoes da alinea anterior.

Ex 11.9. Sejam X uma variedade compacta com bordo, £ um nimero
positivo tal que V-(0X) é uma vizinhanga tubular de 90X, e f: XNV (X) —
R uma fungao suave tal que f = 0em 90X e f = —e em XNIV.(0X). Mostre
que existe uma funcdo suave f: X — R tal que f = f em X N Vo2(0X) e
que seja constante fora da vizinhanga V.(0X).
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Teorema de Jordan-Brouwer

Toda a curva simples fechada C' C R? divide o plano em duas componentes
conexas, uma limitada, dita o interior de C, e outra ilimitada, chamada o
exterior de C'. Este é o contetido do classico Teorema da curva de Jordan,
demonstrado pelo matematico francés C. Jordan no fim do século XIX.
Neste capitulo estabelecemos a seguinte versao suave do Teorema de
separagao de Jordan-Brouwer que generaliza o teorema da curva de Jordan.

Teorema 12.0.1. Seja X" C R™*! uma variedade compacta e conexa, sem
bordo e de dimensao n. Entao R™"1\ X tem exactamente duas componentes
conexas, uma limitada e outra ilimitada.

Além disso, a unido de X com a componente conexa limitada de R\ X
¢ uma variedade compacta com bordo igual a X.

Corolario 12.0.1. Toda a variedade compacta e conexa, sem bordo e de
dimensdo n X™ C R**! é orientavel.

Proof. Exercicio 12.5. O

12.1 Componentes conexas
Nesta seccdo vamos supor que X C R™! é uma variedade compacta e

conexa, sem bordo, de dimensao n.

Proposicao 12.1.1. Sejam p ¢ X, x € X e U uma vizinhanca aberta de z
em R""!. Entdo existe um caminho continuo 7: [0,1] — R*™1\ X tal que

7(0)=per(l)€el.

Proof. Ver exercicio 12.3 e figura 12.3. O

213
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Corolério 12.1.1. O complementar R™\ X tem no maximo duas componentes
conexas.

Proof. Tomando um disco aberto U, suficientemente pequeno, centrado num
ponto de X, o complementar U \ X tem exactamente duas componentes
conexas. Pela proposigao 12.1.1, cada componente conexa de R™\ X contem
uma das componentes de U\ X. Logo R™\ X tem no maximo duas componentes
conexas. ]

12.2 Winding numbers

Sejam X™ uma variedade compacta sem bordo de dimensdo n e f: X —
R™1 um mapa suave. Dado p € R"\ f(X), definimos ¢,: X" — S",

_ flx)—p
er®) = el

Sendo X™ uma variedade orientada, chama-se winding number (nimero
de voltas) de f em torno de p ao grau W (f,p) := deg(¢y,p)-

Mais geralmente, chama-se winding number mod 2 (ntimero de voltas
mod 2) de f em torno de p ao grau Wa(f,p) := degy(¢y,p)-

Figure 12.1: Numero de voltas do mapa f em torno dum ponto.

Proposicao 12.2.1. Seja X" uma variedade compacta sem bordo de dimensao
ne f: X" — R um mapa suave. Se pp,p; € R"\ f(X) estdo na mesma
componente conexa de R™\ f(X) entao

(a) W(f,po) =W(f,p1), se X™ estiver orientada.

(b) Wa(f,po) = Wa(f,p1).
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Proof. Os mapas ¢y, ¢t p 1 X — S™ sao homotdpicos através da homotopia
h:[0,1] x X — S™,

@)

SN HEEETOT}
onde 7: [0,1] — R\ f(X) designa um caminho que liga v(0) = po a
(1) =p1. O

Dados p € R*"! e v € S”, designemos por
lpo={p+tv:t>0}
a semirecta de origem p e direccao v.

Proposicao 12.2.2. Sejam X" uma variedade compacta sem bordo, e
f: X™ — R*™! um mapa suave. Dados v € S" e p € R*"T1\ f(X),

4)0]7,110(”) = f_l(gp,v)-

Além disso f th £y, sse v é um valor regular de ¢s,: X — S". Em
particular, f th¢,, para quase todo v € S™.

Proof. Dados v € S" e p € R*1\ f(X), m = @y p(x) = v se e somente
se f(x) =p+||f(z) —pllveElpy.

Como ¢y, é a composicao de f com uma projeccao radial, para cada
u € T, X temos (Dyyp)e(u) = 0 se e somente se D fy(u) for colinear com v
(ver exercicio 12.4). Logo x € X é um ponto critico de ¢y, se e somente se
v € Dfy(T,X), ou seja, se e somente se £y, nao ¢é transversal a D f, (T, X).
Isto mostra que v € S” é um valor regular de ¢y, se e somente se f M £p,.

Pelo teorema 5.1.1 (Teorema de Sard) segue que f i ¢, ,, para quase todo
v e S O

Proposicao 12.2.3. Seja X" uma variedade compacta sem bordo e seja
f: X" — R suave. Dados v € S” e p € R\ f(X) tais que f M £,.,

(a) W(f,p) = Zmeffl(gpm) sgn(Dyysp(x)) se X™ estiver orientada,

(b) Wa(f,p) = #f""({pn) (mod 2).

Proof. Como W (f,p) = deg(yysp) e Wa(f,p) = degy(¢y,p), usando a proposicao 12.2.2,
a conclusao desta proposicao segue da definigao do grau mod 2 (secc¢ao 10.1)
e do grau de Brouwer (seccao 10.2). O

Corolario 12.2.1. Seja X™ uma variedade compacta sem bordo e seja
f: X" — R"! suave. Sejam po,p1 € R*\ f(X) e v = \\Ziizgu e s
tais que X M £y 0.
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(8) W(f,p0) = W(f,p1) + Yoo pr 580 Do 2)).

(b) Wa(f,po) = Walf,p1) + #f([p,p']) (mod 2).

Proof. Como lp, = {p, » U [po, p1] temos a seguinte decomposigao em uniao
disjunta f~1(lpy») = f 1 (lp, ») U f~1([po, p1]), que reduz a conclusdo deste
corolario a proposicao 12.2.3. ]

12.3 Prova do Teorema de Jordan-Brouwer

Seja X C R™! uma variedade compacta e conexa, sem bordo, de dimensao
n. Vamos aplicar os conceitos da seccao anterior a aplicagao de inclusao
f: X" — R"M f(z) := =, escrevendo Wa(X,p) em vez de Wa(f,p), e
escrevendo ¢x , em vez de ¢r,. Definimos

Up={p e R""\ X: Wp(X,p) =0}
Up={peR"™\ X: Wy(X,p) =1}

A familia {X, Uy, U;} constitui uma particdo de R**1. Os conjuntos Uy e
U; sao abertos (porqué?). Resta-nos ver que sdo nao vazios.

Proposicao 12.3.1. Os conjuntos abertos Uy e U; sdo conexos nao vazios.

Proof. Fixemos p € R"*!1\ X e comecemos por justificar que o conjunto
imagem ¢x,(X) C S" tem interior nao vazio na esfera S™. De facto,
escolhendo xo € X tal que ||zg — p|| = mingex ||z — p|| temos que o vector
v = pxp(xo) é perpendicular a Ty X. Logo (Dox p)ag: Ty X" — T, S™ €
um isomorfismo, e pelo teorema 1.3.1 (da funcao inversa) vo = @x p(xo) €
interior a ¢x ,(X).

Pelo teorema 5.1.1 (teorema de Sard) existe um valor regular v € S" do
mapa px,: X" — S em int(¢x ,(X)). Pela proposicao 12.2.2 a semi-recta
lp intersecta transversalmente a hipersuperficie X". Além disso, como
v € pxp(X), essa interseccao é nao vazia. Pelo corolario 12.2.1, ao longo
da semi-recta ), o winding number Wo(X,z) muda de sinal (pelo menos
uma vez) nos pontos em que ¢, intersecta X". Logo Uy e U; sdo ambos
nao vazios.

Pelo corolario 12.1.1, os abertos Uy e Uy tém de ser conexos. O]

A proposicao 12.3.1 dé-nos um critério simples para verificar se um ponto
p € R"1\ X ¢ interior ou exterior a X. Um ponto p ¢ X é interior a X
se e somente se para uma (qualquer) semi-recta ¢ C R"*! com origem p e
transversal a X, #(¢ N X) for impar.

Proposicao 12.3.2. O conjunto Uj é limitado. O conjunto Uy ¢ ilimitado
(o seu complementar é limitado).
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Figure 12.2: p € int(X)?

Proof. Seja B(0, R) € R™*! uma bola contendo a variedade compacta X™.
Se p ¢ B(0,R) tomando v = Hz%ll € S" temos ¢, N X = 0, o que implica
Wo(X,p) =0, ou seja p € Uy.

Logo U; C R"\ Uy € B(0, R) é um conjunto limitado. O

Deixamos ao cuidado do leitor a conclusao da prova do teorema 12.0.1
(exercicio 12.6).

12.4 Exercicios

Ex 12.1. Seja D C R™! um disco centrado em g € R"*! e f: D — R*H!
um mapa suave tal que f: D — f(D) seja um difeomorfismo. Mostre que

(a) W(flap, f(q)) =sgn(Df), considerandoem 9D a orientagao induzida
como bordo de D C R*+1,

(b) Wa(flop, f(q)) = 1.

Sugestao: Se D tiver um raio suficientemente pequeno entao ¢¢,: 0D —
S™ é um difeomorfismo, que preserva a orientagao sse f preserva a orientacao.

O exercicio seguinte relaciona o winding number W(f,p) de um mapa
f: X" = R"! com o “grau de Brouwer” de uma extensao f: Z"t1 — R+l
de f a uma variedade compacta Z"*! com bordo igual a X™. Note que este
“grau de Brouwer” estd relacionado mas nao corresponde exactamente a
defini¢ao de grau dada no capitulo 10.

Ex 12.2. Seja f: X" — R"! um mapa suave e p € R\ f(X™). Suponha
que X" = 0Z™*! é o bordo duma variedade compacta 7" e a funcdo f
admite uma extensdo suave f: Z"Tt — Rt Mostre que
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(a) Caso Z"*! seja orientada, considerando em X" a orientagao induzida
como bordo de Z"! temos W(f,p) = D f-1(p) S (D fa)-

(b) Em qualquer caso, Wa(f,p) = #f ' (p) (mod 2).

Sugestao: Use o exercicio 12.1 e as proposicoes 10.2.2 e 10.1.2 nas alineas
(a) e (b) respectivamente.

Figure 12.3: Caminho sugerido (exercicio 12.3)

Ex 12.3. Sejam X" C R"*! uma variedade compacta e conexa sem bordo,
p¢ X,z € X e U uma vizinhanca aberta de z em R"*!. Mostre que p pode
ser conectado a um ponto de U por um caminho que nao intersecte X.

Sugestao: Escolha o ponto ¢ € X que minimiza a distancia a p e considere

uma vizinhanca tubular V2(X) de X. Ligue p a um ponto ¢’ perto de g em
V.(X), para depois ligar ¢" a U por um caminho em V.(X) (figura 12.3).

Ex 12.4. Sejam f: X" — R""! um mapa suave e p € R*1 \ X. Mostre
que paratodoz € X eu € T, X,
_ Dfe(u) = (v-Dfs(u))v

N T

onde v = @y () € S™.

Ex 12.5. Mostre que toda a variedade X™ C R™"! compacta, sem bordo
de dimensao n é orientavel.

Sugestao: Use o Teorema de Jordan Brouwer (Teorema 12.0.1).

Ex 12.6. Scja X™ C R™*! uma variedade compacta e conexa, sem bordo e
de dimensao n. Mostre que

Z :={zx cR": 2 X ou Wy(X,2) =1}

é uma variedade compacta com bordo tal que 07 = X.
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Sugestao: Dado p € X", tome um difeomorfismo local ¢ : (R"*10) —
(R™*1 p) que induza um difeomorfismo local ¢ : ({0} x R™,0) — (X", p).
Veja entao que, a menos de trocar o sinal da primeira componente, ¢ induz
um difeomorfismo local ¢ : (H"*1,0) — (Z"*L,p).

Seja f: X™ — R™! um mapa suave numa variedade compacta orientével
e sem bordo X" de dimensao n. Duas componentes conexas C' e C’ de
R\ f(X) dizem-se adjacentes se existir um segmento de recta s ligando
um ponto de C' a um ponto de C’ tal que s C CU f(X)UC’, f M se
#f1(s) = 1.

Dadas duas componentes conexas C' e ¢’ de R"*1\ f(X) vamos associar
um sinal sgn(C, C”) ao par ordenado (C,C"). Seja v € S" um vector unitério
com a direccao e sentido do segmento de recta orientado s associado a
adjacéncia entre C' e C’ e seja {x} = f~1(s). Por transversalidade vale
a seguinte decomposicao em soma directa

R"M = (v) @ Df, (T, X),

estando os trés espacos desta decomposicao naturalmente orientados: o
espaco R"*! munido da orientacio canénica, (v) com a orientacio determinada
pelo vector v e Df,(T,X) com a orientagao induzida por T, X. Definimos
sgn(C, C") := +1 se estas trés orientagoes forem compativeis (ver secgao 6.1).

Caso contrério, sgn(C,C") := —1.

Figure 12.4: Winding numbers

Os winding numbers na figura 12.4 podem ser calculados usando a férmula
do exercicio seguinte.

Ex 12.7. Seja f: X™ — R™! um mapa suave numa variedade compacta,
orientavel e sem bordo X" de dimensao n. Mostre que sendo C e C’
componentes adjacentes de R\ f(X), vale a seguinte relacdo entre os
winding numbers nas componentes C e C’

W(f,C)=W(f,C") +sgn(C,C").
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P1—po
llp1—poll’
C" e f71(s) = {z}. Aplique entdo o coroldrio 12.2.1 (a), mostrando que

sgn(C, C") = sgn(Dgj p, (x)).

Sugestao: Suponha que s = [pg,p1], v = com pg € C, p1 €



Chapter 13

Teorema de Gauss-Bonnet

O Teorema de Gauss-Bonnet versa sobre superficies Riemannianas compactas
e orientadas X, relacionando a curvatura total (integral da curvatura Gaussiana
K) com a caracteristica de Euler-Poincaré x(X) dessa superficie:

/ K dA = 27 x(X).
X

13.1 Grau, volume e orientacao em R"

Seja B = B(R™) a o-algebra dos Borelianos de R™. B é a menor o-algebra
que contem todos os conjuntos abertos de R".

Uma medida de Borel em R™ é uma funcao p: B — [0, +00] que além de
ser g-aditiva, i.e.,

WU An) = 3 (A,
n=1

qualquer que seja a familia numerédvel {A;, As,...} C B de conjuntos A,
disjuntos dois a dois, satisfaz u(K) < 400 para todo o compacto K C R™.
Dizemos que uma medida de Borel p em R"™ é invariante por translagoes
se u(x + A) = u(A), quaisquer que sejam x € R" e A € .
A medida de Lebesgue em R", que designaremos por vol,,, ¢ um exemplo
duma medida de Borel em R"™ invariante por translagoes. A menos dum
factor positivo, vol,, é a inica medida de Borel invariante por translagoes.

Proposicao 13.1.1. Se p: B — [0, 4+00] é uma medida de Borel invariante
por translagoes entao u = p([0, 1)) vol,.

Proof. A prova desta proposicao baseia-se no facto de qualquer Boreliano
A € B poder ser aproximado por uma uniao (finita ou numeravel) de cubos
disjuntos dois a dois da forma z + [0, %]” com p € N. Esta proposicao é
um caso particular do Teorema de Haar, sobre a existéncia e unicidade de
medidas de Borel invariantes por translacao em grupos topolégicos localmente
compactos [6, Chapter XI]. O

221
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Dada uma base {v1,...,v,} de R™ definimos o paralelepipedo
n
Puy,...,v0) =4 tju;: 0<t; <1, VI<j<np CR™
j=1

Proposicao 13.1.2. A medida de Lebesgue vol,, satisfaz as seguintes propriedades
sobre a classe dos paralelepipedos.

(a) vol, (P(v1,..., AV, ..., vn)) = || vol, (P(vi, ..., 04 ..., 0p)), qualquer
que seja A € R.

(b) vol, (P(viy...,vi+ h,...,v,)) =vol, (P(vy,...,v;,...,vy)), qualquer
que seja h =) ot Ajvj combinacao linear dos vectores v; com j # 1.

Proof. Exercicio 13.1. O

Fixada uma orientacao o: B(R") — {—1,1} em R", chamaremos forma
de volume orientado & funcao V,: (R™)" — R,

Vo(v1,..y0p) i=0(v1, ..., 0n) VOl (P(v1,...,0p)).

Proposicao 13.1.3. Qualquer que seja a orientacao o de R", a forma de
volume orientado V,: (R™)" — R é uma forma multilinear alternada. Em
particular V, = £ det.

Proof. Exercicio 13.2. 0

Toda a matriz M € Mat,(R) determina uma aplicacdo linear M : R" —
R™. A proposicao seguinte identifica c(M) := |det M| como factor pelo qual
a ac¢do de M multiplica os volumes. Chamaremos a este nimero c¢(M) o
coeficiente de dilatagdo volumica da matriz (aplicagao linear) M.

Proposicao 13.1.4. Dada M € Mat,,(R), para todo o Boreliano A € B,
vol, (M A) = |det M| vol,(A).

Proof. Se M néao for invertivel a imagem M A estd contida num hiperplano,
e ambos os lados da igualdade acima sao iguais a 0.

Suponhamos agora que M € GL,, é invertivel. Pela proposicao 13.1.3,
qualquer que seja A € B,

|det M| = |det(M ey,...,Me,)| =vol, (P(Mey,...,Mey,))
= vol, (M P(eq,...,en)) = vol, (M [0,1]"),
onde (ey,...,e,) designa a base candnica de R".

Consideremos em seguida a medida p: B — [0, +00], u(A) := vol, (M A),
que se verifica ser uma medida de Borel invariante por translacgoes.
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Pela proposicao 13.1.1, temos
w = p([0,1]") vol,, = vol,, (M [0,1]") vol,, = |det M| vol,,
como queriamos concluir. ]

Proposicao 13.1.5. Seja V, uma forma de volume orientado associada a
uma orientagao o em R"™. Dados M € Mat,(R), v1,...,v, € R",

Vo(Muvy,...,Muvy,) = (det M) Vy(v1,...,0,).

Proof. A igualdade dos valores absolutos segue da proposi¢ao 13.1.4. Vimos
no capitulo 6 que o sinal sgn(M) do automorfismo M : R™ — R™ satisfaz,
qualquer que seja a base (v1,...,v,) € B(R"),

o(Muvi,...,Muv,) =sgn(M)o(vy,...,v,).

A igualdade entre os sinais da relacao enunciada segue desta tltima porque
sgn(M) = sgn(det M). O

Corolario 13.1.1. Quaisquer que sejam M, M’ € Mat,,(R),
det(M’' M) = (det M) (det M).

Proof. Segue da proposigao 13.1.5. 0

Enunciamos a seguir o Teorema de mudanca de varidvel, cujo conteido
é uma consequéncia natural da proposi¢ao 13.1.4.

Teorema 13.1.1. Sejam U e V abertosde R" e f: U — V um difeomorfismo.
Entao

(a) Para todo o Boreliano A C V,

vol,(A) = / |det D f,| dx
¢=1(4)

(b) Para toda a fungdo h: V' — R Borel mensuravel e limitada,
[ #rdy= [ hota)) et Df.|ds

Proof. Ver por exemplo [13]. O
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13.2 Volumes Euclideanos

Seja E' = (E, (-, -),0) um espaco Euclideano orientado de dimensao n.
Definimos volg: B(E) — [0, +0oc] como a tnica medida de Borel, sobre
a o-algebra B(E) dos Borelianos de E, que é invariante por translacdo

e satisfaz volg(P(vi,...,v,)) = 1 qualquer que seja a base ortonormada
(v1,...,v,) € B(E). Definimos a forma de volume orientado Vg: E™ — R,
VeE(vi,...,vn) :=0(v1,...,vp) volg (P(v1,...,v5)).

Todo o espaco Euclideano de dimensao n é isométrico a R™, pelo que as
proposigoes 13.1.1, 13.1.3 e 13.1.4 permanecem vélidas neste contexto.

Sejam agora F e E’ espacos Euclideanos orientados de dimensao n.
Dada uma aplicacao linear L: E — E’ definimos o seu coeficiente de
dilatacao volimica como
VOlE/(L(A))

C(L) = VOIE(A)

qualquer que seja o Boreliano A € B(E).
Dada uma aplicagao linear L: E — E’, chama-se adjunta de L & tnica
aplicacao linear L*: E' — FE tal que quaisquer que sejam u € F e v € F/,

(L(u),v)" = (u, L*(v)).
Proposigao 13.2.1. Dada L: E — E’ linear,

c(L) = +/det(L* o L).

Proof. Vamos supor que L: E — E’ é um isomorfismo.
O operador L* o L: E — E é um automorfismo auto-adjunto e positivo,
pelo que existe uma base ortonormada (vy,...,v,) € B(E) tal que

(L*o L)(v;) = M, 1<i<n.

Esta relacao implica que A; = || L(v;)|| para cadai = 1,...,n. Estes nimeros
sao conhecidas como os wvalores singulares da aplicagao L.
Para cadai=1,...,n temos

(Lo L*)(L(vi)) = L((L* o L)(v)) = X} L(vy),

o que mostra que as imagens L(v;) sdo vectores préprios do operador Lo L* €
L(E'). Tal como L* o L, este operador é também auto-adjunto, pelo que as

imagens L(v;) s@o ortogonais duas a duas. Logo definindo v} =
{v},...,v}} é uma base ortonormada dos espago E’ tal que

L(vi) = M\v;, V1<i<n.
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Estas relagoes implicam que

¢(L) = volg: (LP(vy,...,v,)) = volg (P(L(vy), ..., L(va)))
= volgr (P(A1v],..., A\ p,))
— ()\1 Ay -- )\n) vol g (P(UI, e 1)*))

=1/A2A3-- X2 = y/det(L* o L).

Moral: o coeficiente de dilatagdo volimica é o produto dos valores singulares
de L, que por sua vez é capturado pelo determinante em causa. ]

Dada uma aplicagao linear L: E — E’ entre espacos Euclidianos orientados
de dimensao n, definimos o seu determinante como sendo

det L :=sgn(L)c(L),

onde o isomorfismo L tem sinal sgn(L) = +1 se L preserva a orientagio, e
tem sinal sgn(L) = —1 se L inverte a orientagao.

Proposigao 13.2.2. Sejam E e E’ espacos Euclideanos orientados de dimensao
n. Dada uma aplicacao linear L: E — E’ e vectores vy,...,v, € E,

Ve (L(vy), ..., L(vy)) = (det L) Vg (v, ..., vp).

Proof. Como |det L| = c¢(L), a igualdade dos valores absolutos segue da
propria definicao de coeficiente de dilatagao volimica. Vimos no capitulo 6
que o sinal sgn(L) do isomorfismo L: E — E' satisfaz, qualquer que seja a
base (v1,...,v,) € B(R™),

o (L(vy),...,L(vy)) =sgn(L) o(vy,...,vp),
onde o e ¢’ representam as orientacoes de E e de E’ respectivamente. A

igualdade entre os sinais da relagao enunciada segue desta udltima porque
sgn(L) é, por defini¢ao, o sinal de det L. O

Coroldrio 13.2.1. Sejam F, E’, E" espacos Euclidianos orientados de dimensao
n. Dadas aplicacoes lineares L: £ — E' e L: B/ — E”,

det(L o L) = (det L") (det L).

Proof. Segue da proposicao 13.2.2. O
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13.3 Volume Riemanniano

Seja X C RY uma variedade. Designamos por B(X) a o-élgebra dos
Borelianos de X. Vamos agora introduzir o volume Riemanniano de X
na o-algebra B(X).

Para cada parametrizacao ¢: U — X da variedade X e cada Boreliano
A C ¢(U) definimos

vol§ (A) == / ¢(Dgy) da.
6=1(A)

Esta expressao determina uma medida na o-dlgebra B(¢(U)). A proposicao
seguinte mostra a consisténcia destas medidas.

Proposicao 13.3.1. Dadas duas parametrizagoes ¢: U = X e ¢p: V — X
da variedade X, para todo o Boreliano A C ¢(U) Ny (V),

VOI?( (A) = Volﬁ (A).

Proof. Como A C ¢(U)Ny(V), o difeomorfismo de mudanca de coordenadas
Vo gi 6 (W(V)) — §H(G(U)) transforma ¢} (4) em 1 (A). Logo,
efectuando a mudanca de varidvel y = (1) "'o¢)(x) obtemos pelo teorema 13.1.

VOlﬁ(A) :/ (D) dy
$H(A)
= D ~lod)(x det D(v~1 o 2| d
/qs_l(A)C( Vw-tog)(@)) |[det DY 0 §)o| du
= D, -1 = D -1 D - d
/QS_I(A)C( Yy-1(9(@))) (D)) (D) dx
= / c(D¢y) dz = vol§ (A).
o=1(4)

Usamos acima a multiplicatividade do coeficiente de dilatagao volumica,

C(D’(vbw_l(qﬁ(x))) C(D’QD(;(;)) = C(DW ° ¢_1)¢(1')) = C(idT(ZS(z)X) =1,

que segue por exemplo da proposicao 13.2.1.
O

Proposicao 13.3.2. Seja X C RY uma variedade. Existe uma tnica
medida de Borel p: B(X) — [0,+00] tal que para toda a parametrizacao
¢: U — X de X e para todo o Boreliano A C ¢(U), u(A) = Volff((A).

Proof. Seja {¢n: Uy, — X },>1 uma familia de parametrizacoes da variedade
X cujas imagens ¢, (U,) tenham volume finito, i.e., Volgﬁ("(qﬁn(Un)) < +4ooe
cubram X, i.e., X = Up>10n(Uy).
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Definindo X := ¢1(U1) e recursivamente X := ¢;(U;) \ (Uf llX ), para
J > 2, obtemos uma parti¢ao de X em Borelianos X; C ¢;(U;) disjuntos
dois a dois.

Vejamos primeiro a unicidade. Sejam p,v: B(X) — [0, +00] duas medidas
satisfazendo a condigao enunciada. Dado A € B(X), como para cada j > 1,
n(ANX;) = vol?g(A NX;) =vr(ANXj), temos

o

oo

ZMAHX => V(AN X;) =v(A).
7j=1

Para provar a existéncia definimos p: B(X) — [0, +o0],

u(A) =Y volY (AN X;).
j=1

Esta funcdo é claramente uma medida. E uma medida de Borel porque
todo o compacto K C X pode ser coberto por um ntimero finito de imagens
¢j(U;). Como todas estas imagens tém volume finito segue que p(K) < +oo.

Sejam ¢: U — X uma parametrizacdo de X, A C ¢(U) um Boreliano.
Queremos ver que u(A) = vol? % (A). Para cada i > 1, temos AN X; C

#(U)N@;(Uj) e pela proposicao 13.3.1, V01¢] (ANX;) = vol? S (ANXj;). Logo

= Zvolfg(AﬁXj) = Zvol?((AﬂXj) = vol% (4),

j=1 j=1
o que conclui a demonstragao. O

A tnica medida da proposicao anterior diz-se o volume Riemanniano de
X e é denotada por voly.

13.4 Formula integral para o grau

Nesta seccao estabelecemos uma férmula integral que descreve o grau dum
mapa suave f: X — Y como o nimero de vezes que f cobre a variedade Y.
Por outras palavras, o volume orientado varrido por f é um multiplo inteiro
do volume de Y.

Teorema 13.4.1. Sejam X e Y variedades compactas orientadas sem bordo
da mesma dimensao, e f: X — Y um mapa suave. Entao

/X det(Df) dvolx = deg(f) voly (V).
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Proof. Seja Vy C'Y o conjunto dos valores regulares do mapa f: X — Y.
Vamos chamar aberto f-regular a um aberto U C Y tal que f~1(U) =
ViU...UV; seja uma unido disjunta de abertos V; C X onde f|y,: Vi = U
é um difeomorfismo para cada ¢ = 1,...,k. Todo o aberto f-regular esta
contido no conjunto V.
Dado U C Y aberto f-regular e um Boreliano A C U, como fly,: V; = U
¢ um difeomorfismo temos (exercicio 13.3) para cadai=1,...,k,

/ det(Df]y;) dvoly = voly (A).
(v 1)

Logo

/ det(Df) dvolx = Z/ det(Df) dvolx
F71(A)

L(A)NV;

= ngn Dflv;) voly (A)
i=1

= deg(f) voly (A).

Pelo exercicio 2.9 para cada y € Vy existe um aberto f-regular U, C V}
que o contém. A familia de abertos f-regulares {Uy} ey, forma assim uma
cobertura de V.

O conjunto V¥, como toda a variedade, ¢ um espaco de Lindel6f (exerci-
cio 13.4). Assim podemos cobrir V; com uma familia numeravel {U;: j > 1}
de abertos f-regulares. A partir desta cobertura construimos uma particao
de Vy em Borelianos disjuntos dois a dois, definindo A; := U; e depois
(recursivamente) A; := U; \ (Uf _1 i), para todo j > 2.

Pelo Teorema 5.1.1 (Teorema de Sard), voly (Y') = voly (Vf). Logo, como
A; C U; temos

/ det(Df) dvolx = Z / det (Df) dvolx
=1 (Vy)

= Zvoly(Aj) = voly (V) = voly (Y).
Para concluir resta-nos justificar que

/ det(Df)dvolx = 0.
X\f=H(Vy)

Sejam C' := {z € X: det(Df,) = 0} o conjunto dos pontos criticos de f, e
¥ := f(C) o conjunto dos respectivos valores criticos. Temos Vy =Y \ ¥ e

X\ UV = fH(E) =Cu((X\O)n fH(®)).
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Por um lado a fungao integranda det(Df) anula-se em C. Por outro o
conjunto (X \C)Nf~1(X) tem medida nula, i.e., volx ((X\C)Nf~1(X)) = 0,
porque % tem medida nula em Y e f|x\¢: X \ C — Y é um difeomorfismo
local (exercicio 5.5). Estes factos mostram que é nulo o integral acima. [

13.5 Mapa de Gauss e Operador de forma

Seja X™ C R"! uma variedade compacta e sem bordo com dimensdo n.
Pelo Teorema de separagao Jordan-Brouwer (12.0.1), X™ é o bordo uma
variedade compacta Z"t1 C R"*!. Em particular X" é uma variedade
orientada com a orientacio induzida por Z"™! no bordo (exercicio 12.5).

Consideremos de novo o mapa de Gauss N: X™ — S, introduzido na
secgao 11.2, definido por N(z) := v(x) € S", onde v € XT°(X") é o campo
normal exterior de Z"*1.

Proposigao 13.5.1. Dadoz € X", aderivada DN, : T; X — T (;)S" induz
um operador auto-adjunto DN, : T, X — T, X no espaco Euclideano T, X.

Proof. A derivada do mapa de Gauss DN, : T; X — Tiy(,,)S"™ transforma os
espaco tangente T, X em T (,)S" = N(z)t =T, X.

Dada uma parametrizacao ¢: U — X,, da variedade X", definida num
aberto U C R", temos

9¢
N . =
(6@) - 5 () =0
para todo x € U. Derivando esta relacao em x; obtemos
9¢ 9¢ o
- DNy =—— N . =
Logo
o¢p 0¢ 0%¢
— DNy y=—(x) =—N .
_ 0¢ 99
= 87](35) 'DN¢(x))a7i($),
paratodoxz € U, i,5=1,...,n. Como {aa—fl(w), ol %(3:)} ¢ uma base de
Ty X, isto prova que o operador DNy, ¢ auto-adjunto. O

Chama-se operador de forma da hipersuperficie (X, z) ao operador auto-
adjunto —DN,: Tx — T,X. Este nome resulta da seguinte relacao entre
a segunda forma fundamental (Definigao 14.12.1) de (X, z) e o operador de
forma (exercicios 13.8 e 13.9):

B (u,v) = — (u- DN4(v)) N(x) u,v € T, X.
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Dados z e v € T, X com |[v|| = 1, seja II;(v) o plano normal a (X, z)
I;(v) :=={tN(z) +sv: t,s € R},

e designemos por k;(v) a curvatura da curva plana X NII,(v) no ponto z,
i.e., o produto interno do vector de curvatura de X NII;(v) no ponto x com
o vector normal N(x). Chamaremos a k;(v) a curvatura normal de (X, x)
segundo a direccao v € T, X.

N(z)

Figure 13.1: Curvatura normal x,(v) segundo uma direcgao v.

As curvaturas normais de (X, x) sdo dadas pela forma quadratica associada
ao operador de forma.

Proposicao 13.5.2. Dados z € X e v € T, X com |jv]| =1,

kz(v) = —v - DN(v).
Proof. Seja v(t) uma parametrizacao suave de X N1I,(v) pelo comprimento
de arco, i.e., [|[7/(t)| = 1, tal que 4(0) = z e 7/(0) = v. Derivando a relacao

v (t) - N(y(t)) = 0, como v”(0) é o vector curvatura de X NII,(v) no ponto
x, obtemos

O]

Os valores préprios do operador de forma — DN, dizem-se as curvaturas
principais da hipersuperficie (X, x).
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Pelo exercicio 3.18, as curvaturas principais sao os pontos criticos da
forma quadratica k. : S; — R, v+ k;(v), definida sobre a superficie esférica

Sy i={veT, X:|v| =1}
Em particular as curvaturas normais méxima e minima

Fmax(Z) = max K, (v) €  Kpin(T) := min K, (v)
VES, VESy
estdo entre as curvaturas principais. Destas consideracoes resulta o facto
seguinte.

Proposicao 13.5.3. O determinante de operador de forma det(—DN,) é o
produto das curvaturas principais de (X, z).

Em dimensao dois, n = 2, o niimero K (z) := det(DN, ) diz-se a curvatura
Gaussiana de (X, z). Neste caso,

K(ﬂf) = /{max(x) /{min(x)

é o produto das curvaturas normais maxima e minima.

As curvaturas principais duma superficie X C R3 descrevem o modo
como ela se curva no ambiente R3 sendo por isso conceitos de geometria
extrinseca. Surpreendentemente a curvatura Gaussiana K, definida em
termos das curvaturas principais, é um conceito de geometria intrinseca.
Ela é preservada por isometrias entre superficies, resultado provado por Carl
Friedrich Gauss em 1825, conhecido como o seu Teorema Egregium.

Dada uma parametrizacao ¢: U — X duma superficie X chama-se
matriz da métrica de X (no sistema de coordenadas definido por ¢) & fungao
matricial Gg: U — Mat3,

o) = (2 20)

Esta matriz representa o produto interno no espaco tangente T¢(I)X . A
derivada D¢y : R" — Ty,) X ¢ uma isometria se considerarmos em R™ o
produto interno definido pela matriz G4(x). O Teorema Egregium segue do
seguinte facto:

Teorema 13.5.1 (Gauss). Sejam X C R3 uma superficie e K: X — R a
sua curvatura Gaussiana. Dada uma parametrizacao ¢: U — X de X, é
possivel exprimir a curvatura Gaussiana (K o ¢)(x) em funcao das derivadas
da matriz da métrica Gy: U — Mat5.

Proof. Ver [3, Seccao 4-3]. O
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13.6 Teorema de Gauss-Bonnet

Teorema 13.6.1. Seja X" C R"! uma hipersuperficie compacta, sem
bordo de dimensao n par. Entao X™ tem curvatura total

/ det(DNV) voly = X5 sy
N 2

Proof. Basta aplicar o Teorema 13.4.1 ao mapa de Gauss N: X™ — S" e
depois usar o Lemma 13.6.1. ]

Lema 13.6.1. Seja X C R™"! uma hipersuperficie compacta, sem bordo
de dimensao n par. Entao
X(X)

deg(N) = 5

Proof. Dado v € S™ seja &, € X°°(X) o campo de vectores definido por
&v(x) = Pr,x(v) =v— (v- N(x)) N(x).

Observemos que sdo equivalentes as afirmacoes z € N~ {—v,v}, N(z) = £v
e (&)(x) =0, pelo que N~H{—v,v} = N~H{v} U N~ ~v} é o conjunto as
singularidades do campo &,.

Se N(z) = +v, dado um vector w € T, X, pela Proposi¢ao 13.5.1 temos
v- DN, (w) =0 e entao

(D&y)z(w) = —v - DNy(w) N(z) — (x - N(z)) DN (w)
= —(z-N(z)) DN, (w) = FDN,(w).

Logo v é um valor regular dos mapas N e —N se somente se todas as
singularidades do campo &, sao nao degeneradas, i.e., & é um campo de
Morse.

Pelo Teorema de Sard (5.1.1) existe um vector v € S que seja simultdneamente
um valor regular dos mapas N e —IN, e o campo &, é de Morse. Pelo Teorema
de Poincaré-Hopf (11.2.1)

X(X") = Z sgn(det(DE&y),) = Z sgn(det(£DN,))

z€€y 1 (0) zeN~1{—v,v}
= Z sgn(det(—DN,)) + Z sgn(det(DN,))
zeEN—1{—v} zeN—1{v}

= deg(N) + deg(N) = 2 deg(N).

No 1ltimo passo calculamos o grau de Brouwer do mapa N, usando que
v e —v sao valores regulares de N. Porque n é par temos det(—DN,) =
det DN,. O
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Em dimensao 2 o Teorema 13.6.1 é precisamente o Teorema de Gauss-
Bonnet.

Corolario 13.6.1. Seja X C R3 uma superficie compacta, sem bordo.
Entao

/ K dA =27 x(X).
X

Uma demonstragao do Teorema de Gauss-Bonnet usando um argumento
de geometria intrinseca pode ser vista em [3].

13.7 Exercicios

Ex 13.1. Mostre que a medida de Lebesgue vol,, satisfaz as seguintes propriedades
sobre a classe dos paralelepipedos. Quaisquer que sejam ¢ =1,...,n, A € R,
eh=> ot Aj v; combinacao linear dos vectores v; com j # 1,

(a) voly (P(v1,...,Avi,...,0n)) = |A|vol, (P(vi,...,05...,0p)),

(b) wvol, (P(v1,...,vi+ h,...,v5)) = vol, (P(vi,...,0i,...,0p)).

Ex 13.2. Seja o uma orientagdo em R". Mostre que a funcao volume
orientado V: (R™)” — R é uma forma multilinear alternada, i.e., quaisquer
que sejam i,7 =1,...,n (i < j), v1,...,vp,u; ER" e A € R,

(@) Vo(vi, .o v, 05, .. 0p) = =Vo (U1, .0, 05,00, 04y .0 . Up),

(b) Vo(viyeo oy Avgy o yvpn) = AVo(v1, 00,05, 0.0, 0p),

(¢) Vo(vi,.woyvitty .o yvn) = Vo(v1, ooy Uiy ooy 0n) Vo (01, oo Uiy e Un),
(d) Vi(vi,...vn)=0sevy,...,v, forem linearmente dependentes.

Sugestao: Use o exercicio 13.1 (a) para provar a alinea (b) deste. Observe
que (b) implica (c) no caso em que u; e v; sdo colineares. Use o exercicio 13.1
(b) para reduzir a alinea (c) a (b).

Ex 13.3. Seja f: X — Y um difeomorfismo. Mostre que todo o Boreliano
AeB(Y),

/f o et (D) dvolsc = vl (4),

Um espaco topoldgico X diz-se um espaco de Lindeldf se toda a cobertura
aberta de X admitir uma sub-cobertura numeravel.
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Ex 13.4. Mostre que toda a variedade é um espago de Lindel6f.

Sugestao: Veja que para todo a aberto U C R" existe uma sucessao
crescente de conjuntos compactos K1 C Ko C ... tal que U = U;j>1 Kj.
Conclua que U é um espago de Lindelof. Finalmente, toda a variedade de
dimensao n é uma uniao numeravel de conjuntos difeomorfos a abertos de

R™.

Ex 13.5. Seja X C RY uma variedade de dimensdo 1 e f: [0,1] — X um
difeomorfismo. Mostre que o volume Riemanniano da curva X coincide com
0 seu comprimento

1
voly (X) = / 17/ dt.

Ex 13.6. Seja X C R? uma superficie e ¢: U — X um difeomorfismo,
definido num aberto U C R%. Mostre que o volume Riemanniano da superficie
X coincide com a sua area

Vle(X) = /U 8¢) a¢

Xi

— dxy dxs.
8$1 8x2 11

Sugestao: Dados u,v € R3, ||u x v|| é a drea do paralelogramo P(u,v).

Ex 13.7. Dada uma aplicagao suave f: [0,b] — R, seja X a superficie de
revolucao obtida rodando o gréfico Gy := {(x,4,0): x € [a,b],y = f(x)} em
torno do eixo dos xx em R3. Mostre que a drea (volume Riemanniano) de
X é dada por

b
Vol (X) = 27 / FOVITF P02 dt.

Os dois exercicios seguinte justificam o nome dado ao operador de forma:

Ex 13.8. Seja X™ C R™*! uma hipersuperficie compacta sem bordo. Prove
a seguinte relacao entre a segunda forma fundamental e o operador de forma
de X no ponto p € X:

By(u,v) = — (u- DNp(v)) N(p) u,v € T, X.

Sugestao: Dados u,v € T, X considere o campo &, € X*°(X") definido por
§u(x) :=u— (u- N(z)) N(z). Veja que &u(p) =u e

(D&u)p(v) = = (u- DNp(v)) N(p).

Ex 13.9. O gréfico da forma quadratica k,: T,X — R, k,(v) = —v-DNp(v),
descreve numa aproximacao de segunda ordem a forma da hipersuperficie
X no ponto p.

Sugestao: Use a Proposicao 14.12.2.

Ex 13.10. Seja X™ C R™*! a superficie duma esfera de raio R, e N: X" —

S™ o seu mapa de Gauss. Mostre que det DN é constante igual a RLN.
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Ex 13.11. Dados 0 < a < b, seja C a circunferéncia no plano z = 0 de
centro na origem e raio b, e X o 2-toro formado pelo bordo da vizinhanca
tubular V,(C). Descreva os conjuntos de pontos onde a curvatura Gaussiana
de X é respectivamente, nula, positiva e negativa, e qual o comportamento
do mapa de Gauss N: X — S? em cada uma destas regioes.

Uma superficie simplicial é um complexo simplicial X (ver definigdo no
apéndice 14.11) de dimensao 2 tal que |X| seja uma variedade topoldgica
(sem bordo) de dimensao 2.

Dada uma superficie simplicial X, Ky é um conjunto de pontos, os
vértices de K, X1 é um conjunto de segmentos de recta, as arestas de X, e
Ko é um conjunto de triangulos, as faces de K.

Dado v € XKy, designamos por Vi(v) a unido de todos os tridngulos
A € X, tais que v € A. O conjunto Vi (v) é uma vizinhanga do vértice v
em |XK|. Designamos por Sx(v) o bordo desta vizinhanca, que é a uniao de
todos os lados opostos a v nos triangulos A € K9 com v € A.

Ex 13.12. Seja KX uma superficie simplicial. Mostre que

(a) Para cada aresta ¢ € X; existem exactamente duas faces A, A’ € Ky
tais que £ = AN A’

(b) Para cada vértice v € Ky, o conjunto Sk (v) é conexo.

Sugestao: Seja ¢ € K; uma aresta de X e tome um ponto p € |X| interior
a esta aresta. Supondo que ¢ estd contida no bordo de exactamente 0, 1
ou k > 3 tridangulos A € Ky, encontre (em cada caso) uma propriedade
topoldgica que permita diferenciar (|X|,p) de (R?,0).

Supondo que para um vértice v € Ko, Sx(v) é desconexo, mostre que
Vic(v) \ {v} é também desconexo. Conclua que (Vi (v),v) ~ (|X|,v) néo é
localmente homeomorfo a (R?,0).

Ex 13.13. Seja K um complexo simplicial de dimensao 2 simplicial satisfazendo
as condicoes (a) e (b) do exercicio 13.12. Mostre que X é uma superficie
simplicial.

Sugestao: Para cada v € Ky, (Vi (v),v) é localmente homeomorfo a (R?,0).

Dada uma superficie simplicial K e um vértice v € Ky define-se a
curvatura k(v) de (|X|,v) como sendo

k(v) =27 — Z Z(Av),
AeXKo
vEA
onde Z(A,v) representa o angulo do tridngulo A medido no vértice v. Nos
pontos interiores as faces em XKy é natural considerar que a curvatura é nula.
Nas arestas em X; também (porqué?).
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Ex 13.14. Seja X uma superficie simplicial. Prove a seguinte versao discreta
do Teorema de Gauss-Bonnet,

S k() = 2 X(IX]).

veXp

Sugestao: Escrevendo V = #XKy, A = #XK1 e F = #XK5, pela férmula de
Euler (corolério 8.10.1) temos V — A + F = x(|X]). Use a conclusao (a) do
exercicio 13.12 para relacionar A com F.

Chama-se poliedro a qualquer intersecgao finita de semi-espagos
H={zeR":z-v<c}.
Um poliedro compacto diz-se um politopo.
Ex 13.15. Mostre que para qualquer politopo P C R3 com interior nio

vazio,
Z k(v) =4,

v vértice de P

com k(v) definido do mesmo modo que no exercicio anterior.
Sugestao: Reduza o problema ao exercicio 13.14.
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Apendices

14.1 Derivadas Totais

Nesta seccao propomos alguns problemas de célculo diferencial sobre a manipulagao
algébrica de derivadas totais. Vamos considerar fungoes parciais f : V — V’
entre espacos vectoriais reais de dimensao finita V' e V' cujos dominios serao
sempre conjuntos abertos.
Uma aplicacao f : U C V — V' diz-se diferencidvel se para cada p € U
existir uma aplicacao linear D f, € L(V,V’) tal que
i 4 (@) = f(p) = Dfp(z — p)
T—=p |z —pl|
Chama-se derivada total de f & aplicacao Df : U — L(V,V'), p — Df,.
A aplicacdo f : U C V — V' diz-se de classe C' se for diferencidvel e
Df:U — L(V,V') for continua. Mais geralmente dizemos, recursivamente,
que f é de classe C*, com k € N, k > 1, se f for de classe C' e Df for

de classe C*~!. Finalmente, f diz-se de classe C* se for de classe C* para
todo k£ € N.

Proposigao 14.1.1 (Regra da Cadeia). Dadas aplicagoes f : U C V — V'
eg:U CcV' — V" diferencidveis tais que f(U) C U’, a aplicagao go f :
U — V" é diferenciavel e Vo € U,v € V,

D(go f)z(v) = Dgs(a)(Dfz(v)).

Usaremos a notagao D[e(x) |,—p(v) para designar a derivada total duma
aplicagao f definida pela expressao f(z) := e(z) sem ter de a nomear.

Ex 14.1 (Derivadas Parciais). Dada uma aplicacao f: U C V x V/ — V"
diferencidvel mostre que V (a,b) € U, (u,v) € V x V',

D f(ap)(u;0) = D[ f(2,b) la=a(u) + D[ f(a,y) ly=b(v)-

As expressoes D[ f(x,b) |z=q € D[ f(a,y) |y—s representam as derivadas parciais
de f.

=0.

237
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Ex 14.2 (Regra de Leibnitz). Dada uma aplicacao bilinear 8 : Vi x Vo — V3
ef:UCV —=V,g:UCV — V, aplicagoes diferenciaveis, a aplicagao
U sz B(fi(x), f2(x)) € V3 é diferencidvel e

D[B(f1(x), f2()) lo=p(v) = BUDf1)p(v), f2(p)) + B(f1(p), (D f2)p(v)).

Ex 14.3. Considere a aplicagao i : U C Mat,(R) — Mat,(R), i(4) :== A~}
definida sobre o aberto U das matrizes invertiveis. V A € U, B € Mat,,(R),

Dig(B)=—-A"1BA™ L
Sugestao: A aplicagao ¢ é definida implicitamente pela relacao i(A) A = I.

Seja f : U ¢ V — V' uma aplicacio de classe C?. Chama-se sequnda
derivada total de f no ponto x € U & aplicacdo bilinear D?f, : V xV — V',
definida por D?f,(u,v) := D(Df):(u)(v).

Ex 14.4. Se f : U CV — V' for de classe C?,Vz € U, u,v € V,

D(Df)z(u)(v) = D(D[)z(v)(u).

Em particular a aplicacdo bilinear D?f, : V x V — V' é simétrica.

Sugestao: Defina ¢(s,t) := f(z + su + tv) e mostre que as duas derivadas

. . 824p _ 82@
acima coincidem com 52 (0,0) = 5=2>(0,0).

Ex 14.5 (Segunda derivada da composta). Dadas aplicagées f: U C V —
Vieg:U c V' — V" de classe C? tais que f(U) C U’, a aplicacio
gof:U—=V"édeclasse C?eVz € Uu,vcV,

D*(g0 f)a(u,v) = D*ga)(Dfu(u), Dfe(v)) + Ds(a) (D* folu,v)).

14.2 Formas Normais de Jordan

Resumimos aqui alguns conceitos da teoria espectral das matrizes reais e
complexas. A versao complexa desta teoria estd muito bem resumida no
livro de Algebra Linear [10].

Dada uma matriz A € Mat,(C), o polinémio

pa(N) == det(A — \I)

diz-se o seu polindmio caracteristico. As raizes deste polinémio dizem-se
os wvalores prdprios de A. A ordem de um valor préprio enquanto raiz do
polinémio pa(A) diz-se a sua multiplicidade algébrica.

Chama-se espectro de A ao conjunto dos seus valores préprios

spec(A) :={A € C: det(A—\I)=0}.
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Dado A € spec(A) o subespago vectorial
Nuc(A—A):={veC": (A-AN)v=0}={veC": Av= v}

diz-se o subespaco priprio associado a A e os vectores nao nulos deste
subespaco dizem-se vectores proprios de A.
Mais geralmente, a cadeia ascendente de subespagos vectoriais

Nuc[(A — AI)] € Nuc[(A — AI)?] C --- € Nuc[(A — AXI)F] C ---

estabiliza a partir da multiplicidade algébrica de A num subespaco que
denotaremos por F)(A) e se diz o subespago proprio generalizado associado
a A. Os vectores nao nulos deste subespago dizem-se wectores proprios
generalizados de A.

Teorema 14.2.1. Para qualquer matriz A € Mat,, (C), os subespagos complexos
E\(A) sao invariantes por A e vale a seguinte decomposigao:

C'= P E4)
A€spec(A)

Proof. Ver teorema A2.3 em [10]. O

Dados A € C e k € N, uma matriz da forma

A1 0 -+ 00
0 A1 - 00
00 Ax -+ 00
k)=, . . . .| €Mat(C)
000 -~ X1
00 0 -+ 0 A

diz-se um bloco de Jordan (complexo). Chama-se forma normal de Jordan
compleza a qualquer matriz diagonal por blocos

J 0 - 0
0 Jo - 0

J=1. . € Maty(C)
0 0 - Jp

cujos elementos na diagonal, J;, sejam blocos de Jordan.
Chama-se cadeia de vectores proprios generalizados de A a uma sequéncia
de vectores {vy,...,vp} C E)\(A) tal que e

(A—)\I)’Ulzo e (A—)\I)Uj_H:Uj V1<j<k.

Os elementos de uma cadeia de vectores préprios generalizados sdo sempre
linearmente independentes formando por isso uma base do subespaco por
eles gerado. A accdo de A deixa este subespaco invariante sendo representada
pela matriz, bloco de Jordan, Jy (k). Prova-se que o subespago E(A) admite
uma base formada por cadeias de vectores préprios generalizados,
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Teorema 14.2.2. Para qualquer matriz A € Mat,,(C), existe uma base na
qual A é representada por uma formal normal de Jordan.

Proof. Ver teorema A2.5 em [10]. O

Este teorema mostra que toda a matriz em Mat,,(C) é conjugada a uma
forma normal de Jordan. As formas normais de Jordan sao os representantes
canénicos das classes de conjugacao em Mat, (C).

Dada uma matriz A € Mat,(R) e um valor préprio A € spec(A4), seja
Ex\(A) := Re[E\(A)] + Im[Ey\(A)].

Quando A\ € R, Ey(A) = Re[E\(A)] = Im[E)(A)] é um subespaco real
invariante por A. Neste caso podemos tomar uma base de formada por
cadeias de vectores proprios generalizados em E)(A). Relativamente a esta
base, a accdo de A neste subespacgo é representada por uma forma normal
de Jordan, constituida por de blocos de Jordan reais associados a .

Caso contrario, se A € C\ R, temos que

E)(A) = Re[Ex(A)] @ Im[Ex(A)] = Ex(A)
é um subespaco real invariante por A.

Teorema 14.2.3. Para qualquer matriz A € Mat, (R), os subespagos reais
E)(A) sao invariantes por A e vale a seguinte decomposigao:

R'= P Er4)
A€Espec(A)
ImA>0
Dado A = o +i8 € C\ R, definimos J, g(2k) € Mato,(R) como sendo a
matriz obtida de Jy (k) efectuando as seguintes substituigoes

00 10 a —pf
O|—>[O O}’ 1»—>[0 1], )\'_)[,B @].

Chamam-se blocos de Jordan reais as matrizes Jy(k) com A € R e J, 5(2k)
com ¢, 8 € R. Finalmente, chama-se forma normal de Jordan real a qualquer
matriz diagonal por blocos em Mat,, (R) cujos elementos na diagonal sejam
blocos de Jordan reais. indexmatriz!bloco de Jordan real indexmatriz!forma
normal de Jordan real

Dado A = a+1if € spec(A), A ¢ R, seja {v1 +iwy, va+iwa, ..., v +iwg}
uma cadeia de vectores préprios generalizados em F)y(A). Entao os vectores
conjugados {v; —iw;: 1 <[ < k} formam uma cadeia de vectores préprios
generalizados em Ey(A). A familia de vectores {vi, w1, vz, ws, ..., vk, wy}
gera um subespaco de EA(A) que é invariante por A e no qual a accao
desta matriz é representada pelo bloco de Jordan real J, g(2k). Destas
consideracoes e dos teoremas espectrais 14.2.1 e 14.2.2 obtemos o resultado
seguinte:
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Teorema 14.2.4. Para qualquer matriz A € Mat,,(R), existe uma base na
qual A é representada por uma formal normal de Jordan real.

Este teorema mostra que toda a matriz em Mat, (R) é conjugada a uma
forma normal de Jordan real. Tal como no caso anterior, as formas normais
de Jordan reais sao os representantes candnicos das classes de conjugacao
em Mat, (R).
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14.3 Teorema de Stone-Weierstrass

Dado um espago topolégico compacto X, o espago C(X,R) das fungoes
continuas f: X — R é uma &algebra de Banach comutativa com a operagao
de multiplicacao de fungoes usual e a norma do méximo

1lloo := max |f(x)].

Seja A uma sub-élgebra de C(X,R). Dizemos que A separa pontos se
quaisquer que sejam p # g em X, existe uma funcdo h € A tal que h(p) #
h(q). Dizemos que A se anula num ponto p € X se h(p) = 0 para toda a
fungao h € A.

Teorema 14.3.1 (Stone-Weierstrass). Toda sub-algebra de A C C(X,R)
que separe pontos e nao se anule em nenhum ponto é densa em C(X,R).

Proof. Ver [20, Theorem 7.33]. O

Consideremos o espaco (X, R") dos mapas continuos f : X — RY. A
multiplicacao de aplicacdes componente a componente,

(f o)) = (fr(@) gi(x), .., fn(z) gn(2))

faz deste espago uma algebra comutativa, cuja unidade multiplicativa é a
fungao constante 1 = (1,...,1) com todas as componentes iguais a um.
Consideremos neste espago a norma do maximo

| flloo := rggg@%\fi(x)\

que faz dele um espaco de Banach. Com a multiplicagao introduzida acima
o espaco C(X,RY) é também uma algebra de Banach comutativa, porque

Moo =1 e [[fgllc < [Iflloc llglloo -

Existe um isomorfismo (isométrico) de algebras de Banach

0: C(X,RY) = (X x {1,...,N},R)

que identifica o mapa f = (fi,...,fn) : X — RY com a funcio f =

O(f): X x{1,...,N} = R, definida por f(z,i) := fi(z).

Suponhamos que X é um subespaco compacto de R”™. Seja Pol(R™, RV)
a lgebra das fungdes polinomiais P : R — RV e Pol(X,RY) a sub-dlgebra
de C(X,RY) formada pelas restricdes a X de funcdes em Pol(R",RN).
Esta sub-algebra nao se anula em nenhum ponto, porque contém a fungao
constante 1, e separa pontos uma vez que contém as restricoes a X das
fungoes lineares m; : x — x;, com 1 < i < N.

Aplicando o Teorema 14.3.1 a élgebra de Banach C(X x {1,..., N} R)
obtemos:

Corolario 14.3.1. A subalgebra Pol(X,R") ¢ densa em C(X,R").
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14.4 Categorias e Functores

Uma categoria € consiste num conjunto de objectos Obj(€) e num conjunto
de morfismos M(€), munidos de uma aplicacao

Mor: Obj(€) x Obj(€) — 2™ (X, V) — More(X,Y),

que a cada par de objectos X, Y € Obj(C€) associa um subconjunto More(X,Y) C
M(C) de morfismos, e uma operagao de composigao

o: More(Y, Z) x More(X,Y) — More(X,Z), (f,9)— fog,

definida para cada triplo de objectos X,Y,Z € Obj(C), satisfazendo os
seguintes axiomas:

(a) (Associatividade) Dados morfismos f € More(X,Y), g € More(Y, Z)
e h € More(Z, W),

(hog)of=ho(gof)

(b) (Identidade) Para cada objecto X € Obj(€) existe um morfismo idyx €
More(X, X) que é o elemento neutro da composicao, i.e., tal que

idy Of = f = foidX Vf S MOI’@(X,Y).

Alguns exemplos:

(a) Categoria dos Conjuntos:

e Obj:={X: X éum conjunto }
e Mor(X,Y):=YX ={f: X - Y: f é uma aplicacao}

(b) Categoria dos Espagos Lineares:

e Obj:={FE: E é um espaco linear }
e Mor(E,F):=L(E,F)={L: E— F: L élinear }

(c) Categoria dos Grupos:

e Obj:={G: G é um grupo }
e Mor(G,G) := Hom(G,G') ={f: G — G': f é um morfismo de grupos }

(d) Categoria Topoldgica:

e Obj:={X: X éum espago topoldgico }
e Mor(X,Y):=CX,Y)={f: X = Y: f écontinua }

(e) Categoria das Variedades:
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e Obj:={X: X é uma variedade }
e Mor(X,Y) :=C®X,Y)={f: X = Y: f ésuave }

(f) Categoria das Variedades Pontuadas:

e Obj:={(X,z): X é uma variedade e z € X}

e Mor((X,x),(Y,y)) = { germes de mapas f: (X,z) — (Y,y)}
Chama-se germe de um mapa suave f: (X,z) — (Y, y) a sua classe de
equivaléncia

[f]:=Hg: (X,2) = (V,y): g=a [}

onde g =, f se existir um aberto U C X com z € U tal que f|y = g|v.
(g) Categoria Homotopica:

e Obj:={X: X é um espago topoldgico }
e Mor(X,Y) = { classes de homotopia de mapas f: X — Y}

(h) Categoria dos Fibrados Vectoriais:

e Obj:={FE: E é um fibrado vectorial }
e Mor(E,F)={f: E— F: f é morfismo de fibrados }

Chama-se grupoide a uma categoria € cujos morfismos sejam todos isomorfismos.
Num grupéide o semigrupo G(X) := Mor(X, X) é um grupo, qualquer que
seja o objecto X € Obj. Além disso G(X) ~ G(Y), quaisquer que sejam
X,Y € Obj. De facto, escolhendo f € Mor(X,Y), temos G(Y) = {foho
f~t: h € G(X)}, sendo a correspondéncia G(X) > h+ foho f~1 € G(Y)

um isomorfismo de grupos.

Dadas duas categorias € e € chama-se functor de C para €’ a um par
de aplicagoes §: Obj(C) — Obj(C') e F: M(C) — M(C') satisfazendo as
propriedades seguintes:

(a) F(idx) = idgx) para todo X € Obj(C),
(b) F(More(X,Y)) C More (§(X),5(Y)), para quaisquer X,Y € Obj(C),

(©) (fog) = 3(f)oF(g), para quaisquer f € More(Y; Z), g € More(X, )
e X,Y,Z € Obj(C).

A derivada é um exemplo de um functor entre a categoria das variedades
pontuadas e a categoria dos espagos lineares, que a cada par (X, z) associa o
espago tangente T, X e cada mapa f: (X,z) — (Y,y) associa a sua derivada
Df,: T, X — T,Y. Este facto resulta da regra da cadeia (Proposicao 1.1.4).
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Como segundo exemplo, da Proposicao 1.1.5 segue que a correspondéncia
que a cada variedade X associa o fibrado tangente T'X e a cada mapa suave
f: X — Y associa o morfismo de fibrados Tf: TX — TY, é um functor da
categoria das variedades na categoria dos fibrados vectoriais.

Finalmente existe um functor projectivo da categoria dos espagos lineares
(e das aplicacoes lineares injectivas) na categoria das variedades que a cada
espago linear E associa o espago projectivo P(F) e cada monomorfismo
L: E — F associa o mapa projectivo P(L): P(E) — P(F).

Dados functores §, § : € — D entre categorias C, D, chama-se transformacao
natural entre os functores § e § a uma correspondéncia f que a cada
objecto X € Obj(C) associa um morfismo 0x € Morp(F(X),F (X)) tal
que o seguinte diagrama comuta

5(x) 2 5y)

| Jo

F(X) —— F(Y)
3(f)
quaisquer que sejam X,Y € Obj(C) e f € More(X,Y).

As transformagoes naturais ocorrem abundantemente no ambito da Topologia
Algébrica. Vejamos um exemplo geométrico ilustrando o conceito. Consideremos
a categoria Lin cujos objectos sao os espacos lineares de dimensao finita
e cujos morfismos sdo as aplicagbes lineares injectivas (monomorfismos).
Consideremos por outro lado a categoria Var cujos objectos sao as variedades
(abstractas ou nao) e cujos morfismos sao as aplicagoes suaves.

Um functor trivial entre estas duas categorias associa a cada espago
linear E a variedade E \ {0} e cada aplicacao linear injectiva L: E — F a
aplicacao suave L: E'\ {0} — F'\ {0}.

A projectivizacao dos espagos lineares e dos monomorfismos (secgao 14.6)
determina um segundo functor P: Lin — Var.

A relagao (14.1) mostra que a correspondéncia que a cada espago linear
E associa o mapa quociente mg: E \ {0} — P(E) é uma transformagao
natural entre estes dois functores.
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14.5 Variedades Abstractas

Seja X um espago topolégico.

Recordemos duas definicoes do ambito da Topologia geral: O espago
X diz-se Hausdorff se quaisquer que sejam x,y € X com x # y existirem
abertos U,V C X taisque x € U,y € Ve UNV = 0. O espaco X diz-se
separdvel se admitir uma base numeravel de abertos.

Definigao 14.5.1. Chama-se variedade topolégica de dimensio n (n € N)
a um espacgo topoldogico Hausdorff e separdvel X tal que para cada © € X,
(X, z) seja localmente homeomorfo a (R™,0), i.e., existem abertos V. C X
comzxz €V, U CR" com0 € U, e um homeomorfismo ¢: U — V tal que

»(0) = x.

Um homeomorfismo ¢: U — V entre um aberto U de R™ e um aberto
V de X diz-se uma parametrizacio de X. Dadas duas parametrizagoes
¢1: Uy — Vi e ¢o: Uy — V5 de X tais que V4 N Vs # (), o homeomorfismo
() Logr: (1) L (ViNV2) — (#2) "1 (ViNV2) diz-se a mudanca de coordenadas
entre ¢1 e ¢o. Duas parametrizacoes ¢1 e ¢o dizem-se C'°-compativeis se a
mudanca de coordenadas (¢2) ! o ¢1 for de classe C™.

Definicao 14.5.2. Chama-se variedade abstracta de dimensdo n (n € N)
a uma variedade topoldgica X de dimensdo n munida duma familia de
parametrizagoes {¢;: Uy — Vi}ier, definidas em abertos U; C R™, tal que

(a) X = UiEI‘/;i
(b) ¢; e ¢j sao C>°-compativeis, quaisquer que sejam i,j € I.

A familia A = {¢;: U; — V; }ier de parametrizagdes na defini¢ao anterior
diz-se uma estrutura diferenciavel em X. Relativamente a esta estrutura
diferenciavel, uma funcao f: X — R diz-se diferencidvel se o mapa f o ¢;
for diferencidvel para todo i € I.

Proposicao 14.5.1. Sejam X um espaco topoldgico, Y € RY uma variedade
e f: Y — X um homeomorfismo local sobrejectivo. Entao X é uma variedade
abstracta quando munida da estrutura diferenciavel A = {fo¢p: ¢ € I}, onde
J é o conjunto das parametrizagoes suaves de Y, ¢: U — Y com U C R"
aberto, tais que f|4@): ¢(U) — f(¢(U)) é um homeomorfismo.

Proof. Dadas parametrizagoes 1, ¢ € J, como ¢ e 1) sdo suaves, a mudancga
de coordenadas entre fo e fo¢

(fo)to(fog)=9log

é de classe C°°. OJ



14.5. VARIEDADES ABSTRACTAS 247

Sejam X uma variedade e G C Dif**(X) um grupo de difeomorfismos de
X. Dizemos que G é propriamente descontinuo em X se para cada x € X
existir um aberto U C X com x € U tal que para todo g € G, g # idx, se
tem UNg(U) = 0.

Todo o grupo finito G C Dif*(X) é propriamente descontinuo em X.
Chama-se translagdo ao difeomorfismo 75: R" — R", 7 (z) := z + k. O
grupo das translagdes G = {7: k € Z"} ~ Z™ é um exemplo dum grupo
infinito propriamente descontinuo em R".

O grupo de difeomorfismos G determina uma relacao de equivaléncia
~ em X. Dois elementos x,y € X dizem-se equivalentes se existir um
difeomorfismo g € G tal que y = g(z). A classe de equivaléncia de =z € X,

G(z) :={g(x): g € G},
diz-se a G-drbita de x. Designamos por X/G o espaco quociente
X/G :={G(z): x € X}

e por p: X — X/G a projecgao associada p(x) := G(z). O espago X/G é
munido da topologia final, a mais fina de todas as topologias que tornam
continua a projecgao p: X — X/G. Por defini¢ao, um conjunto U C X/G é
aberto se p~(U) é aberto em X.

Proposigao 14.5.2. Sejam X uma variedade de dimensaon e G C Dif*°(X)
um grupo de difeomorfismos propriamente descontinuo em X. Entao

(a) p: X — X/G é um homeomorfismo local,
(b) X/G é uma variedade topolégica de dimensao n,

(¢c) X/G admite uma estrutura de variedade abstracta tal que f: X/G —
R ¢é diferenciavel sse fop: X — R for diferenciavel.

Proof. Dado x € X, seja U C X um aberto tal que z € U e para todo
g€ G, g#idx, Ung(U) = 0. Segue que g(U) N ¢ (U) = B quaisquer que
sejam g,¢' € G com g # g'. Logo, definindo U := p(U) temos que p~1(U) =
Ugeag(U) é a unido disjunta dos conjuntos abertos g(U), e plyy: g(U) = U
é um homeomorfismo para cada g € G. Isto prova (a), que p: X — X/G é
um homeomorfismo local.

As alineas (b) e (c) seguem da Proposi¢ao 14.5.1. O
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14.6 Espaco Projectivo

Dado um espaco linear F, o espago projectivo P(E) é o quociente do conjunto
E\ {0} pela seguinte relagao de equivaléncia: dois vectores nao nulos u,v €
FE sao equivalentes, e escrevemos u = v, se u = Av para algum escalar
A € R* := R\ {0}. Cada elemento 0 € P(E) ¢ a classe de equivaléncia
de um vector ndao nulo v € E, v := {\v: A € R*}, que se identifica com a
recta gerada por v. Logo P(E) pode ser visto com o conjunto de todos os
subespacos vectoriais de E com dimensao igual a 1.
Em cada espaco linear £ ha uma aplicagao quociente natural

mg: B\ {0} = P(E)

que a cada vector nao nulo v € E associa o ponto projectivo wg(v) = 0
determinado por v. A topologia quociente de P(E) caracteriza-se pelos seus
abertos: um subconjunto U C P(E) diz-se aberto sempre que (7g) ' (U)
seja aberto em E \ {0}.

Consideremos agora a esfera

S(E) := {v e E: |lv]|* =1}

que é uma variedade compacta e conexa de dimensao n — 1 onde n =
dim E. Por restrigao a projeccao ng: E \ {0} — P(E) induz uma aplicagao
sobrejectiva
mp: S(E) = P(E).

Como cada ponto v € P(E) tem exactamente duas pré-imagens na esfera,
(rg)~t = {v, —v}, esta aplicagio é localmente injectiva, e sendo continua
¢ um homeomorfismo local. Este argumento prova que o espago projectivo
P(F) é uma variedade topoldgica compacta e conexa de dimensao n — 1.

O espago projectivo P(E) pode também ser obtido como quociente da
esfera S(E) pelo grupo G = {id, A} onde designamos por A: S(E) — S(E)
o mapa antipoda A(v) := —v. Como A é uma involucdo, i.e., A? = id,
G é um grupo de ordem 2 propriamente descontinuo em S(E). Logo,
pela Proposicao 14.5.2, o espago projectivo P(E) admite uma estrutura de
variedade abstracta tal que f: P(E) — R é uma fungao diferencidvel sse
fomg: S(E) — R for diferencidvel.

Qualquer monomorfismo L: E — F induz uma aplicacao dita projectiva
P(L): P(E) — P(F), P(L)(%):= Lv
que se caracteriza pela comutatividade do seguinte diagrama

E\{0} —F— F\ {0}
s | |~ (14.1)
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Quando L nao é injectiva também se pode definir a sua projectivizagao
P(L), mas apenas como uma aplicagao parcial, i.e., cujo dominio néao é todo
o projectivo P(E).

O grupo GL(E) dos automorfismos lineares ®: £ — E tem uma accao
natural no projectivo P(E), definida & custa das aplicagdes projectivas P(®),

. GL(E) x P(E) = P(E), ®-0:=P(®)b.

O espago projectivo P(E) é o mais simples modelo compacto onde o grupo
GL(FE), bem como os seus subgrupos, actuam naturalmente. Estas acgoes
sao habitualmente usadas para analisar a estrutura geométrica destes grupos
de Lie.

Ex 14.6. Os espacos projectivos de dimensao impar sao sempre orientaveis.
Os de dimensao par nunca sao.

Sugestao: Use o exercicio 6.24 cujo contetido permanece vélido para variedades
abstractas. O espacgo projectivo P(R"™!) é o quociente da esfera S pelo
mapa antipodal A: R"1 — R"1 A(x) := —z. Veja que P(R"1!) é orientével
sse A: R™t1 5 R™+1 preserva a orientacio. Conclua, aplicando o exercicio 6.20.
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14.7 Fibrados

Seja X uma variedade. Vamos chamar de pré-fibrado vectorial sobre X
qualquer conjunto F C X x RV tal que, para todo € X, o conjunto

E(z) := {veR"Y: (z,v) € E},

dito a fibra de E no ponto z, seja um subespaco vectorial de RY.
O conjunto X x R™ é um modelo de um pré-fibrado vectorial, que é
referido como o fibrado constante de base X e fibra R"™.

Dados pré-fibrados vectoriais £ ¢ X x RN ¢ F c Y x RV, onde X
e Y sao variedades, chama-se morfismo de fibrados a qualquer mapa suave
®: F — F que transforme fibras de E em fibras de F' de forma linear. Por
outras palavras, ® é um morfismo de fibrados se existirem aplicagoes suaves
f: X —=>YeA: X — Matyn(R) tais que A(x) E(z) C F(f(z)) para todo
reX, e ®(z,v)=(f(z),A(x)v) para todo (z,v) € E.

Os pré-fibrados com esta nogao de morfismo formam uma categoria. Um
morfismo de fibrados é um isomorfismo se for bijectivo (como aplicacao) e a
sua inversa for também um morfismo de fibrados.

Um pré-fibrado que seja isomorfo a um fibrado constante diz-se trivial.
Finalmente chama-se fibrado vectorial a um qualquer pré-fibrado E de base
X que seja localmente trivial, no sentido seguinte: para cada ponto z € X
existe um aberto U C X com z € U tal que a restricao de F a este aberto

Ey ={(z,v) e E:x €U}

seja um fibrado trivial.
Os fibrados vectoriais e os morfismos de fibrados formam uma categoria.

Dada uma variedade X C R”, o fibrado tangente T'X e o fibrado normal
TX* sao exemplos de fibrados vectoriais.

Para cada mapa suave entre variedades f: X — Y, o mapa tangente
Tf:TX — TY, definido por T'f(z,v) := (f(z), Dfzv), é um morfismo de
fibrados vectoriais.
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14.8 Combinacoes Lineares Formais

Dado um conjunto (finito ou infinito) S e um corpo de nimeros K, vamos
definir o espaco K(%) das combinacées lineares formais de objectos em S com
coeficientes em K, que corresponde a soma directa de S copias do corpo K,
também denotada por K% = @gK.

Consideremos primeiro o espaco vectorial produto
KS:={f:S8 = K: f éuma funcio }.
O suporte duma funcao f € K é dado por
supp(f) := {s € 5: f(s) # 0}.
Definimos K®) como o conjunto das fungées com suporte finito
K@) .= {f e K% : supp(f) 6 finito }.

Verifica-se facilmente que K(5) é um subespaco vectorial de K.
Para cada elemento s € S seja e; : S — K a fungao

es() = 1 se z=s
STl 0 se x#s
que satisfaz supp(es) = {s}.

Proposicao 14.8.1. Para cada f € K9,

= Z f(s)es.

s€supp(f)
Em particular, {es}scs é uma base do espaco vectorial K(5),
Proof. Exercicio. O

Fazendo as identificacoes es = s, cada funcio f € K representa uma
combinacao linear formal f = > ays onde ay, = f(s) € K e a soma estd
indexada no suporte de f.
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14.9 Homologia Singular

A Homologia singular satisfaz os axiomas de Eilenberg-Steenrod. Neste
apéndice esbogamos (de forma informal e incompleta) os argumentos que
justificam esta satisfacao. Uma abordagem rigorosa ao tema pode por ser
encontrada em [19].

Dada uma familia de espagos topoldgicos { X; }ier, chama-se soma directa
a unido disjunta | |, ; X; destes espagos munida da seguinte topologia final.
Por defini¢ao, um conjunto U C | |;c; X; é aberto se para todo i € I, X; U
for um aberto de X;.

Proposigao 14.9.1. Se X = | |,.; X; ¢ uma soma directa de espagos topoldgicos
entao
H,(X)=EPHa(X:)), VYn=0.
i€l
Proof. Por construcao cada X; é um subconjunto aberto e fechado do espago
X. Logo Sp(X) é a unido disjunta dos conjuntos S, (X;), com i € I, o que
implica que
Cn(X,K) = @5 Cu(X;, K).
el
A decomposicdo em soma directa ao nivel da homologia segue de termos
OnCr(X;,K) C Cp—1(X;,K), para todo i € I e n > 0, o que por sua vez
implica que Z,(X,K) = @,.; Z,(X;,K), etc. O

Proposicao 14.9.2. Se f,g: (X, A) — (Y, B) sdo mapas continuos homotdpicos
entao as aplicagoes lineares

Hy(f), Hn(g): Hno(X,A) — Hy(Y, B)
coincidem.

Proof. Vamos supor que A = B = (). Seja A = ), 0; um n-ciclo, i.e., uma n-
cadeia singular tal que OA = 0. Queremos ver que os n-ciclos imagem f.\ :=
Y. fooie g\:=),g00; sao homdlogos. Seja hy uma homotopia entre
f e g. Para cada n-simplexo singular ¢ definimos h.o : [0, 1] x A™ — Y por
(h«o)(t,z) = hy o o(x). Observemos que o prisma [0,1] x A™ é um poliedro
de dimensao n+ 1 que se pode decompor numa uniao de varios simplexos de
dimensao n+ 1. Identificamos h,o com a n+ 1-cadeia singular, soma dos n -+
1-simplexos singulares resultantes dessa decomposicao. Designamos por hy :
Cr(X,K) = Crt1(Y,K) a extensao linear a Cp, (X, K) da aplicagao Sy, (X) —
Cn+1(Y,K), 0 — hyo. O bordo da cadeia h,o tem duas componentes que
correspondem as restri¢oes de o a base {0} x A™ e ao topo {1} x A" do
prisma [0,1] x A™. Estas componentes identificam-se naturalmente com
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goo — foo. Além delas, o bordo da cadeia h,o tem também componentes
correspondentes as restricoes de o as faces laterais do prisma, faces em
[0,1] x OA™. A soma destas componentes de h,o corresponde exactamente
a cadeia singular h,do.

Figure 14.1: Invaridncia por homotopia
Resumindo, é valida a seguinte férmula de homotopia
Oh,o=goo— foo+ h,0o .
Fazendo o = o;, e somando em ¢, obtemos

Oh\ = Z(‘)h*ai

= Zgoo’i—fooi+2h*80

(2

G\ — fx A+ hi O

porque OA = 0. Logo, os n-ciclos fi\ e g\ sao homédlogos. O

Para cada par (X, A) de espagos topolégicos, e cada inteiro n > 1, existe

um morfismo de bordo
b6 = 0N 1, (X, A) = Hy1(A)

definido por d,[7] := [07] € H,—1(A). Observamos que uma classe de
homologia [7] € H, (X, A) é da forma [7] = 7+ B, (X, A) com 7 € Z,(X, A),
o que implica que 01 € Z,,_1(A).

Esta construgao é uma transformagao natural entre functores homologia
(ver Apéndice 14.4). Se f: (X, A) — (Y, B) é continua entao
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H(x,4) Y% gy, B)

il Js

Hn—l(A) ? Hn—l(B)
Hn-1(f)

é um diagrama comutativo.

Proposigao 14.9.3. Sejam (X, A) um par de espagos topolégicos e i: A —
X ej: (X,0) = (X,A) as aplicagoes de inclusdo. Entao a sequéncia de
espacos de homologia associada ao par (X, A)

Hn (i) Hn(7)

o Hy(A) H,(X) Ho(X,A) =2 Hy 1(A) — -

é exacta.

Proof. Os mapas continuos (A, ) Ly (X, 0) N (X, A) induzem uma
sequéncia exacta de morfismos de complexos (Apéndice 14.10)

C.(4)

0— o (4) 29 o) “9 oux, 4) = 0.

A conclusao segue da Proposicao 14.10.5, confirmando que a definicao dada
acima do morfismo de bordo §,: H,(X,A) — H,_1(A) coincide com a
caracterizagao apresentada no Apéndice 14.10 a seguir a Proposicao 14.10.5.

O

Proposicao 14.9.4. Seja U C X tal que U C int(A). Entdo a aplicacdo de
inclusao i: (X \U,A\U) — (X, A) induz um isomorfismo

Hy(i): Ho(X \ U, A\ U) — Hp(X, A)

Proof. O simplexo singular A™ pode ser ‘triangulado’ em sub-simplexos
arbitrariamente pequenos. Usando este tipo de decomposicao, cada simplexo
singular o € S, (X) é homélogo a uma soma »_; 0; de simplexos singulares
o; arbitrariamente pequenos. Aplicado componente a componente, este
procedimento de subdivisao estende-se a cadeias singulares.

Suponhamos que X é um espaco métrico compacto. Como U C int(A),
existe 6 > 0 tal que todo o subconjunto C' C X com didmetro diam(C') < &
que intersecte U estd contido em A.

= Sobrejectividade de Hy(1).

Dado [A| € Hn(X,A), Seja > ;A; uma decomposi¢ao de A em sub-
simplexos singulares com diametro < J. Seja € a cadeia singular obtida
somando todos simplexos singulares \; que intersectam U. Podemos decompor
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A=p+ecompe Cp(X\U)eee CpA). Como [N € Hy(X,A) temos
OX € Z,,—1(A). Logo O = OA—0e € Z,(A). De facto, porque p € Cy,(X\U)
temos dp € Z,(A\ U). Isto mostra que p define uma classe de homologia
1] € Ho(X \ U, A\ U) que, via inclusdo i: (X \U,A\U) — (X, A) se
identifica com a classe de homologia i.[u] = [u] = [A] € H, (X, A).

» Injectividade de H,, (7).

Seja [\] € Hp(X \ U, A\ U), tal que i,[\]| = 0 em H,(X,A). Entao
A€ Cp(X\U), O € Z,_1(A\ U). Além disso, porque i.[A] = 0 em
Hy,(X,A) temos A =98 + p com B € Cpi1(X) e p € Z,(A). Subdividindo
podemos decompor 3 = '+ com e € Cp11(A) e ' € Cpi1 (X \ U). Logo
A =0p +0e+ pcom 9 + pu € Z,(A). Por outro lado, como 9¢ + pu =
A=0p € Cr(X\U), temos 9 + p € Z,(A\ U). Isto prova que [\] =0 em
Ho(X \ U, A\ U). O

Proposigao 14.9.5. Se X = {p} é um espago singular,
Ho(X,K)~K e Hyp(X,K)=0,Vn>0.

Proof. Os 0-simplexos singulares em X identificam-se naturalmente com os
pontos de X, e toda a O-cadeia singular é um 0O-ciclo. Dados pontos p,q € X,
a (-cadeia p — g é o bordo duma 1-cadeia sse existir um caminho continuo
~ ligando ¢ a p, ou seja tal que p — ¢ = Jv. Logo, a classe de homologia
[p] dum ponto p € X identifica-se naturalmente com a componente conexa
(por caminhos) de p na variedade X.

Quando X = {p} a classe de homologia [p] € Hy(X,K) é uma base
deste espago. Por outro lado, S, (X) é o conjunto singular formado pelo
simplexo singular constante. Logo C,, (X, K) ~ K para todo n > 0. Como o
simplexo canénico A™ tem n+ 1 faces, o operador de bordo 9, : Cp,(X,K) —
Cr—1(X, K) anula-se quando n+1 é par, sendo um isomorfismo entre espagos
de dimensao 1 quando n + 1 é impar. Destes factos resulta facilmente que
H,(X,K) = {0}, para todo n > 0. O
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14.10 Algebra Homologica

Chama-se complezxo de cadeias, ou simplesmente complezo, a um par (Cl, Oy)
onde Cy = {Cp}n>0 ¢ uma familia de espagos vectoriais e 0, = {0y, C), —
Cr—1}n>1 uma familia de aplicagoes lineares tais que 0p,—1 0 9, = 0 para
todo n > 1.

Dados dois complexos de cadeias (Cy, dx) € (D, di) chama-se morfismo
de complexos a uma familia f, = {f,: C, = Dy }n>0 de aplicacoes lineares
tais que 9, 0 f,, = fn_1 00, para todo n > 1. Por outras palavras devem ser
comutativos os diagramas seguintes

C’nLDn

anl lan .

Cn—l —_— Dn—l

n—1

Dado um espago topoldgico X e fixado um corpo K, a sequéncia de
espagos de cadeias singulares Cy(X,K) := {C(X,K)},>0 e os respectivos
operadores de bordo 9y, : Cp(X,K) = Cp—1(X,K) formam um complexo de
cadeias. Mais geralmente, dado um par de espagos topolégicos (X, A) a
sequéncia de espagos {C (X, A,K)},,>0 de cadeias singulares relativas e os
respectivos operadores de bordo 8,,: Cy, (X, 4,K) — C,,_1(X, A, K) formam
também um complexo de cadeias.

Cada mapa continuo f: X — Y determina um morfismo de complexos
Ci(f) == {Cn(f): Cp(X,K) = Cp(Y,K)}p>0. Além disso se f: (X, A) —
(Y, B) é um mapa continuo, i.e., se f: X — Y é uma aplicagao continua tal
que f(A) C B, entao o morfismo C,(f): Ci(X,K) — C.(Y,K) induz um
morfismo de complexos, igualmente denotado por C,(f), entre os espagos
quociente Cp, (X, A,K) := C,,(X,K)/Cp(A,K) e Cn (Y, B,K) := C,,(Y,K)/C, (B, K).

Proposigao 14.10.1. A correspondéncia que a cada par (X, A) de espagos
topolégicos associa o complexo das cadeias singulares C, (X, A, K), e a cada
mapa continuo f: (X,A) — (Y, B) associa o morfismo de complexos de
cadeias Cy(f): Cu(X, A, K) — C.(Y, B,K), é um functor da categoria Tops,
dos pares de espagos topoldgicos, na categoria dos complexos de cadeias.

Proof. Exercicio. O

Dado um complexo de cadeias (C, ds) definem-se os subespagos de n-
ciclos e n-bordos

Zn(Cy) :=Nuc(0y: Cp, = Chr—q),
B, (Cy) :=Im(0p41: Cpy1 — Ch).
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Chama-se n-ésimo espaco de homologia de um complexo de cadeias C, ao
quociente
Zn(Cy)

H,(C,) = Ba(Cy)’

Todo o morfismo de complexos f,: C. — D, transforma Z,(C) em
Zn (D), e transforma B, (Cy) em By (D). Assim, o morfismo de complexos
f« induz para cada n € N uma aplicacao linear quociente entre os espagos
de homologia

H,(f«): Hy(Cx) = Hp(Dy).
Proposicao 14.10.2. Fixado um inteiro n > 0, a correspondéncia que a
cada complexo de cadeias (Cy, 0y) associa o n-ésimo espago de homologia
H,(C,), e a cada morfismo de complexos f.: C, — D, associa a aplicagao
linear Hy,(fx): Hy(Cyx) — Hp(Dy), é um functor da categoria dos complexos

de cadeias na categoria dos espacos vectoriais.

Proof. Exercicio. O

Chama-se sequéncia exacta longa a uma sequéncia de aplicagoes lineares
entre espacos vectoriais

on S 5 8
i By S By S By g —> - — E] =5 By =50

tal que Im(d,) = Nuc(d,—1) para todo n > 1.

Proposicao 14.10.3. A sequéncia de aplicagoes lineares
0—E-LF—0

é exacta sse f: E — F é um isomorfismo.

Proof. Exercicio. O

Proposicao 14.10.4. Seja

0—>EL>FL>G—>O

uma sequéncia de aplicacoes lineares tal que g o f = 0. Esta sequéncia é
exacta sse dim F' = dim E 4+ dimG.

Proof. Exercicio. O
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Chama-se sequéncia exacta curta de morfismos de complexos a uma
sequéncia
005D, 25 B, -0

constituida por um par de morfismos de complexos tal que para cada n > 0

0= C, L% D, 25 B, >0
seja uma sequéncia exacta de aplicacoes lineares.

Proposicao 14.10.5. Dada uma sequéncia exacta curta
00 15D, 25 E 0

de morfismos de complexos existe para cada n > 1 uma aplicagao linear
On: Hp(Ey) = Hp—1(Cy) tal que

Hn(f) Hn(g) On

- Ha(C)) Ho (D)) Ho(B) =2 Hyr(Cu) = -

seja uma sequéncia exacta de aplicagoes lineares.
Além disso, se

0 s, -y p, —* ., E, 0
| L
0 ! D! E 0
P 7

for um diagrama comutativo de complexos em que as linhas sao sequéncias
exactas curtas entao

Hy(f) Hy(g) [

e H(CL) Ho(D) 29 (B s Hy 1 (CL) — -

| e Hn(ml ) | Haea(@) |

Hn(f") Hn(g)

L H,(Ch) H,(D,) =% H,(E) -2 H, 1(Cl)— -

é um diagrama comutativo de complexos em que as linhas sao sequéncias
exactas longas.

Proof. Ver [15]. O

A aplicagao linear 6,,: Hy,(Ey) — Hy,—1(C\) é definida usando a exactidao
das linhas do seguinte diagrama comutativo

0 Cn fn Dn 9n En 0

On l Jan Jan (14.2)

0 —— Cn—l f—> Dn—l — En—l — 0
n—1 In—1
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Dado [z] := z+ By (Ex) € H,(E,) com = € Z,(FE,), porque g, é sobrejectiva
existe y € D, tal que g,(y) = x. Como gn—1(0ny) = On(gn(y)) = Onxz =0
por exactidao de (14.2) existe z € Cy,—; tal que fr,_1(2) = On y.

A aplicacao 6, Hp(E«) = Hp—1(Cy) é definida por

5n[:c] =z + Bn_l((]*) € Hn_l(C*), (14.3)
onde z € Z,_1(Cy) porque f,_2 é injectiva e

fn72(8n71 Z) = anflfnfl(z) = anflany =0.
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14.11 Complexos Simpliciais

Chama-se simplero de dimensao n ao invélucro convexo

n n
A= thpjttjzo,ztjzl
7=0 j=0

dum conjunto de n + 1 pontos {po,...,pn} C RY que sejam independentes
do ponto vista afim, i.e., tal que {po,...,pn} C RY nao esteja contido em
nenhum subespaco afim de dimensdao < m. As combinagbes convexas de
qualquer subconjunto {pi,, pi,,---,Pi.} C {po,...,pn} com k+ 1 elementos
determinam um simplexo de dimensao k + 1 que se diz uma face de A.

Chama-se complexo simplicial a uma familia I de simplexos num espago
Euclideano RY tal que toda a face dum simplexo em X estd em K, e a
intersecgao de dois simplexos em em X é uma face comum a ambos. Designa-
se por |X| o subespago topolégico de RY formado pela unido de todos os
simplexos em K. A maior dimensdo de um simplexo em X diz-se a dimensao
de X e denota-se por dim(X). Definindo

Ki:={A eX: dim(A) =i}, 0<i<dim(X)

os elementos de Ky dizem-se os vértices de K, enquanto os elementos de Ky
se dizem as arestas de X.

O n-simplexo canénico A™ é um exemplo dum simplexo. Se lhe juntarmos
todas as suas faces obtemos um exemplo dum complexo simplicial, que
continuaremos a denotar por A",

Dados dois complexos simpliciais K e X', chama-se mapa simplicial a
uma aplicac¢ao continua f: |X| — |X’| tal que para todo o simplexo A € |X]|,
f(A) é um simplexo de X' e f|a: A — f(A) é a restricio duma aplicagao
afim. Os complexos e os mapas simpliciais formam uma categoria.

Dado um complexo simplicial X e um inteiro £ > 0, designamos por
S1(X) o conjunto de todos os mapas simpliciais o: A¥ — K. Chama-se k-
cadeia de K com coeficientes num corpo K a uma combinagao linear formal
2221 ajojonde o; € Si(XK) e oj € Kparatodo j =1,...,l. Designa-se por
Cr(X,K) o espago de todas as k-cadeias do complexo K. Como um mapa
simplicial o: A¥ — X é em particular um mapa continuo o: A* — |X|, toda
a k-cadeia de K é uma k-cadeia singular de |X|. Logo para todo o inteiro
k > 0 temos

Ck(:K’ K) - Ck:(|j<|’ K)
Facilmente se verifica que os espagos de cadeias Cy (X, K) ficam invariantes
pelo operador de bordo 9, do complexo de cadeias singulares C, (|X]|,K). A

familia C\ (K, K) = {Cy (X, K) },>0 com o operador de bordo induzido forma
assim um complexo de cadeias abstracto.
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Proposigao 14.11.1. Os complexos de cadeias simpliciais C (X, K) e singulares
C.(]X|,K) determinam a mesma homologia.

Proof. Ver [19, Teorema 34.3]. O

Um complexo simplicial X com dim(X) = n diz-se uma variedade simplicial
(sem bordo) se o espago |X| for uma variedade topoldgica (sem bordo), i.e.,
se para cada ponto p € |X| existir uma vizinhanga aberta de p em |X| que
seja homeomorfa a um aberto de R™. Toda a variedade simplicial K com
dim(X) = n satisfaz a seguinte propriedade: Para cada simplexo o € K
com dim(c) = n — 1 existem exactamente dois simplexos A, A’ € K com
dim(A) = dim(A’) = n tais que ¢ é uma face comum de A e A’.

Seja X uma variedade. Chama-se triangulagio de X a um par (X, f)
formado por uma variedade simplicial sem bordo X e um homeomorfismo

f: X — X.

Teorema 14.11.1. Toda a variedade sem bordo X admite uma triangulacao
(X, f). Se X for compacto a variedade simplicial X é finita.

Proof. Ver por exemplo [2]. O

Seja K uma variedade simplicial finita de dimensao n. Designamos por
X, o conjunto dos simplexos n-dimensionais de X. Para cada simplexo A €
K, seja oa: A™ — A um isomorfismo simplicial arbitrariamente escolhido.
Da propriedade mencionada das variedades simpliciais resulta que a cadeia

A 1= Z oA

AeXy,

é um ciclo em C,, (X, Z2). Os bordos cancelam-se dois a dois porque 2 = 0
em Zo. Este ciclo determina uma classe de homologia nao nula [Ayx]| €
Hn(fK, Zg) >~ Hn(‘j{‘,ZQ)

Numa variedade compacta, conexa e sem bordo X, com dim(X) =n, o
espago de homologia H,,(X,Zs) tem dimensao 1 e via triangulacao admite
um gerador canénico denotado por [Ax].

Dizemos que dois simplexos A e A’ de dimensao n sao adjacentes se a
sua intersecgao for uma face comum de dimensao n — 1. Fixadas orientagoes
em dois simplexos adjacentes A e A/, dizemos que elas sao compativeis se 0s
simplexos orientados A e A’ induzirem orientacoes opostas na face comum.

Seja agora X uma variedade simplicial de dimensao n. Vamos chamar
orientacdo de X & escolha de uma orientacdo em cada simplexo A € X,
de modo que as orientacoes em simplexos adjacentes de dimensao n sejam
sempre compativeis. Chamamos variedade simplicial orientada a uma variedade
simplicial K munida duma orientagao.

Do Teorema 14.11.1 resulta:
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Corolario 14.11.1. Toda a variedade orientada sem bordo X admite uma
triangulacao (X, f), onde K é uma variedade simplicial orientada.

Figure 14.2: Triangulagao orientada do 2-toro

Seja K uma variedade simplicial orientada e finita de dimensao n. Para
cada simplexo A € X, seja oa: A" — A um isomorfismo simplicial que
preserve a orientacao, mas de resto arbitrario. Da propriedade mencionada
das variedades simpliciais resulta que a cadeia

)\g<2: Z OA

AeXy,

é um ciclo em C, (X, K), qualquer que seja o corpo K. Pela compatibilidade
das orientagoes em simplexos adjacentes de dimensao n, os bordos cancelam-
se dois a dois. Este ciclo determina uma classe de homologia nao nula
[)‘JC] € Hn(gcaK) = Hn(|j<|aK)

Numa variedade compacta, conexa e sem bordo X, com dim(X) =n, o
espaco de homologia H,(X,K) tem dimensao 1 e via triangulacdo admite
um gerador canénico denotado por [Ax].
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14.12 Geometria Diferencial

Seja X C RY uma variedade. Neste apéndice introduzimos alguns conceitos
de Geometria Diferencial que descrevem a forma de X enquanto subvariedade
do espaco Euclideano RY.

A estrutura Euclidiana do espaco ambiente RY determina em X uma
estrutura Riemanniana definida pelos produtos internos (-, ), induzidos no
espaco tangente T, X pela estrutura Euclidiana de RY. A forma quadrética
associada I: T, X — R, I.(x,v) := (v,v); = |[v||2, é conhecida como a
primeira forma fundamental de (X, x). Comprimentos, angulos e distancias
em X sao exemplos de conceitos Riemannianos, que podem ser medidos
usando da primeira forma fundamental. O gradiente duma funcao (definigao 3.5.1)
é outro exemplo dum conceito Riemanniano.

A segunda forma fundamental de (X, x) é uma aplicagao bilinear simétrica
By : T, X xTp X — T, X+ que numa aproximacao de segunda ordem descreve
a forma de (X, x) no seu ambiente Euclideano (ver proposicao 14.12.2).
Dados x € X e u,v € T, X definimos

I, (u,v) :== {w € RY: (v,w) € TouwTX}.

Proposicao 14.12.1. Seja X C RY uma variedade. Dados z € X e u,v €
T, X, l;(u,v) é um subespago afim de RY paralelo a T, X, ou seja um
elemento do espaco quociente RY /T, X. Além disso a aplicacao II,: T, X x
T,.X — RN /T, X é bilinear e simétrica.

Proof. Pelo teorema 2.1.1 para cada ponto p € X existem uma fungao suave
f: U — R* % definida num aberto U C R™ contendo p, e um valor regular
be R de f tais que X NU = f~1(b).

Pelo exercicio 1.23 temos para todo x € X NU que

M (u,v0) = {w € RN : Dfy(w) + D*fo(u,v) = 0},
e este é um subespago afim paralelo a
T.X = {w € RY: Df,(w) = 0}.

A bilinearidade e simetria de II, seguem das correspondentes propriedades
de D%f,: R" x R* — R %, O

Definigao 14.12.1. A segunda forma fundamental de (X, x) € a aplica¢dao
bilinear simétrica By: Ty X x Ty X — T, X+ onde By(u,v) € o tinico ponto
na intersec¢ao 1, (u,v) N T, X*, quaisquer que sejam u,v € TpX.

Proposicao 14.12.2. Dada uma variedade X C RV e um ponto z € X
existem uma funcao suave g,: V C T, X — T, X+ definida numa vizinhanca
de 0 em T, X tal que
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(a) O gréfico {z+u+gy(u): u € V} é uma vizinhanca aberta de z em X.
(b) g2(0) =0, D(gz)o = 0.
(C) Bl” = DQ(gm)O-

Proof. Suponhamos que existe uma funcio suave f: U — R® % num aberto
U C R™ contendo o ponto x, com um valor regular b € R"* tal que XNU =
f~1(b). Pelo Teorema 1.2.1 (Funcdo implicita) existe uma aplicacdo suave
gV C T, X — T, X"+, definida numa vizinhanca V C T, X de u = 0, tal
que para todo u € T, X

flz+u+gz(u)) =0 (14.4)

Derivando (14.4) em u, na direccdo dum vector v € T, X obtemos para
todo v € T, X

Dfx-i—u-i—gz(u) (’U + D(gfﬂ>u(v)) =0. (14'5)

Fazendo u = 0 nesta relagao, como D f,(v) = 0 obtemos D f,(D(gx)o(v)) =
0. Logo porque D fy|p xi: T,X+ — R"* ¢ um isomorfismo segue que
D(gz)o(v) = 0 para todo v € T, X, o que prova (b).

Derivando (14.5) em u no ponto u = 0, na direc¢ao de v € T, X obtemos

D? fo(v,0") + D fa(D*(g2)o(v,)) = 0

o que implica que D?(g;)o(v,v") € II.(v,v"). Como g, toma valores em
T.X*, D*(gz)o(v,v") € Tp X' e pela Definicdo 14.12.1 podemos concluir
que D*(gz)o(v,v') = By (v,0'). H

Proposigao 14.12.3. Seja £ € X*°(X) um campo tal que &(p) = v. Para
todo u € T, X,
By(v,u) = (D&y(u)™.

Proof. Dado u € T, X, como (z,£{(x)) € TX para todo € X, derivando
temos (u, D&y(u)) € Ty (TX). Por outro lado temos (0, (D&y(u))T) €
Tip,w)(TX), pelo que

Pyv)

(u, (D& (u)™) = (u, D&p(w)) = (0, (DEy(w)T) € Tip ) (TX).

Logo Bp(v,u) = (Dfp(u))N, porque (Dﬁp(u))N € Tle. d

Definicao 14.12.2. Chama-se sequnda derivada de f: X — R no ponto
p € X a aplicagao bilinear simétrica V2fp: T,X xT,X — R definida por

Vpr(uv U) = Dpr(“?”) + Dfp(Bp(uv U))7

onde f ¢ uma extensdo local de f a wma vizinhanca aberta de p em RY.
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Proposigao 14.12.4. Na definicdo anterior V2f,(u,v) nao depende da
extensao local f.

Proof. Use o Exercicio 1.24. O

Na Proposicdo 14.12.14 mostramos que a derivada V2f é um conceito
intrinseco, i.e., de Geometria Riemanniana.

Dadoszx € X en € T,.X+ e u € T, X definimos
I (n,u) = {w € RY: (u,w) € Tiy ) (TX )}

Proposicdo 14.12.5. Seja X C R uma variedade. Dados z € X, 1 €
T.X+ eu e T, X, ITI}:(n,u) é um subespaco afim de RY paralelo a T, X",
ou seja um elemento do espaco quociente RY /T, X+, Além disso a aplicacdo
Ot: T, X+ x T, X — RN /T, X" é bilinear.

Proof. Pelo teorema 2.1.1 para cada ponto p € X existem uma fungao suave
f: U — R™ % definida num aberto U C R™ contendo p, e um valor regular
beR™ ¥ de f tais que X NU = f~1(b).

Usando a notagao e os campos introduzidos na sugestao do Exercicio 3.7
temos para todo (z,1) € T(X NU)* e u € T, X,

I (n,u) = {w € RY: () - w + (D&))u(u) - n =0, V1 < j <n—k},
e este é um subespago afim paralelo a
T. Xt ={weRY: &) - w=0,V1<j<n—k}

A bilinearidade de Hi‘ resulta de serem bilineares as aplicagoes (n,u) —
(DEj)z(u) -m, para 1 < j <n—k. ’

Definicao 14.12.3. A sequnda forma fundamental de TX+ no ponto = ¢é
a aplicagdo bilinear simétrica By : Ty X+ x Tu X — T, X onde BE(n,u) € o
unico ponto na interseccao Hi;(u, v)NT, X, quaisquer que sejam 1 € T, X+
eueT,X.

Proposicao 14.12.6. Seja € X7°(X) um campo tal que n(p) = v. Para
todo u € T, X,
Bpl(v, u) = (Dnp(u))’.

Proof. Dado u € T,X, como (z,m(z)) € TX* para todo z € X, derivando
temos (u, Dnp(u)) € Tipy) (TX1). Por outro lado temos (0, (Dn,(u))N) €
Tip,w) (TX1), pelo que

(uv (an(u))T) = (u7 an(u)) - (07 (an(u))N) € T(p,v)(TX)’

Logo BpL(v,u) = (Dnp(u))T porque (Dnp(u))? € T,X. O
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Sejam X uma variedade e E C X x RY um fibrado vectorial de base X.

Chama-se seccdo suave de FE a uma aplicacdo suave £: X — RY tal que
¢(x) € E(x) para todo z € X. Designamos por I'*°(FE) o espaco das secgoes
suaves do fibrado FE.

O espaco das secgoes do fibrado tangente T'X coincide com o espago dos
campos de vectores tangentes a X, i.e., '*°(TX) = X*°(X). Analogamente
o espaco das seccoes do fibrado normal T X+ coincide com o espaco dos
campos de vectores normais a X, i.e., I*°(TX"+) = X°(X).

Definicao 14.12.4. Chama-se derivada covariante do fibrado E a uma
aplicacao

V: XF(X) x IT(E) = T=(E),  (&n) = Ven,
que satisfaca as propriedades sequintes:
(a) Ve(m +mn2) = Ve + Veng,
(b) Ve(fn) = fVen+ (DFE))n,
(¢) Veren=Vean+ Ven,
(d) Vyien=[fVen,
quaisquer que sejam f € C°(X), £,&1,8 € X®°(X) en,ni,n2 € I°(E).

Proposicao 14.12.7. Seja V uma derivada covariante no fibrado E. Dados
£, € X*°(X)enel'>*(E)epe X.

Se £(p) = &(p) entao (Ven)(p) = (Vgn)(p)-

Proof. Se & = é numa vizinhanca U de p, escolhendo uma funcao f € COO()A( )
com suporte compacto contido em U e tal que f(p) =1 temos f& = f& e

por (d)

(Ven)(p) = f(p) (Ven)(p) = (Vien)(p) = (V;¢n)(p)
= f(p) (Ven)(p) = (Ven)(p)-

Este argumento mostra que (V¢n)(p) depende apenas do comportamento do
campo £ numa vizinhanca de p.

Seja agora {&1,...,&,} € X*°(X) uma familia de campos tal que para
todo o  numa vizinhanca U de p, {&1(z),...,&n(z)} é uma base de T, X.
Dado um campo ¢ € X*°(X) existem fungoes suaves fi,..., f, € C®(X)
tais que £ = f1 &1 + ...+ fn &, em U. Pelo caso anterior temos

n

(Ven)(®) => (Vi em() =D fi0) (Ve;n)(p).
j=1

j=1
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Esta férmula mostra que a derivada (V¢n)(p) depende apenas das coordenadas
fj(p) do vector £(p) na base {&(p), ... &u(p)} de T, X. Seja & € X*°(X)
um segundo campo tal que § (p) = &(p) e consideremos funcoes g1, ..., 9, €
C>®(X) tais que £ = g1 &1 + ... + gn &, sobre o aberto U. Como

> 9i0) &) = &) = &) =D £ () &(p)
j=1 Jj=1

temos g;(p) = f;j(p) para todo j =1,...,n, o que implica que
(Ven(®) =D 95(p) (Ven)(p) = Z p) (Ven)(p) = (Ven) (p).
i=1 =1

O]

A proposicao anterior permite, dados n € I'*(E), p € X e v € T)X
definir o vector (V,n)(p) € E(p). A derivada covariante determina assim,
para cada p € X, uma aplicacao linear (V.n)(p): T,X — E(p).

A proposigao seguinte mostra que a derivada (V,n)(p) fica determinada
pelo comportamento do campo 7 ao longo de qualquer curva que passe no
ponto p com velocidade v.

Proposicao 14.12.8. Seja V uma derivada covariante no fibrado E. Consideremos
uma curva suave c: I — X e duas secgoes 1,7 € I'°(E).
Se que n(c(t)) = 1(c(t)), para todo t € I, entao

(Vewm(c®) = (Vemn)(ct) Viel.

Proof. Se n = 7) num aberto U entao para todo p € U e v € T, X temos
(Von)(p) = (V1) (p). De facto, escolhendo uma fungao f € C°°(X) com
suporte compacto contido em U tal que f = 1 numa vizinhanga de p temos
fn= fn, pelo que usando o item (b) da Defini¢ao 14.12.4,

(Von)(p) = f(p) (Von)(p) = (Vuf n)(p) — D fp(v) n(p)
= (Vo f0)(p) = Dfp(v)ii(p) = f(p) (Vi) (p) = (Vi) (p)-

Seja agora {n1,...,m} C I'*°(F) uma familia de secgoes suaves tal que
numa vizinhanga U C X de p = ¢(0) se tem que {n1(z),...,nm(z)} é uma
base de E(x) para todo x € U. Vamos supor que ¢(t) € U para todo t € I.

Dado uma secgao n € I'°(FE) existem funcoes suaves fi,. .., f,, € C®°(X)
taisque n = fim1 + ...+ fmmnm em U. Pela observagao inicial, dados p € U
ev € T,X temos

m

=Y (Vufym)(p Z Vo)) (p) + (D£;)p(0) 15(p).
7j=1
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Esta férmula mostra que a derivada (V,n)(p) depende apenas das coordenadas
fj(p), e derivadas (Df;j),(v), do vector n(p) na base {n1(p),...,nm(p)} de
E(p).

Seja 1) € I'*°(E) uma segunda seccao tal que 7(c(t)) = n(c(t)) para todo
t € I, e consideremos funcgoes ¢g1,...,g9, € C°(X) taisque n=¢g1m +...+
Jm Nm sobre o aberto U. Como

D gi(e) mi(e(®) = le(®) = nle(®) = > _ fi(c(t) n(c(®)),
j=1 j=1

temos g;(c(t)) = fj(c(t)) e derivando esta relacao

(Dgj)ey (€ (1) = (Dfj)ey (¢ (1), Vtel, ,¥Vji=1,...,m.

Logo, usando os items (a) e (b) da Definigao 14.12.4,

NE

(Veoym(e®) = > (Vewgini)(c(t))

.
Il
—

I
NE

95 (c()) (Verni)(e(t)) + (Dgj)ew (¢ (8)) n;(c(t))

<.
Il
-

I
NE

£i(e®) (Vemmi)(e() + (Dfj)ew (< (£)) nj(c(t))

.
Il
_

I
NE

(Ve Fini)et) = (Venn)(cd)).

.
Il
=

O]

Se X ¢ RV, os fibrados tangente TX e normal 7 X+ admitem derivadas
covariantes naturais determinadas pela estrutura Euclideana de RY.

Dados campos &, € X°°(X), usando a notagao introduzida na secgao 3.1
definimos

Ven = Dn(€)",

onde Dn(£): X — RV representa o campo de vectores x ~ Dn,(&(z)).
Analgamente, dados £ € X*°(X) e n € X7°(X), definimos

Ven = Dn(€)",
onde Dn(€): X — RY representa o campo x +— Dn,(&(x)).
Proposicao 14.12.9. As aplicagbes acima definidas

V:X®(X) x X®(X) = X®°(X) e Vi X®(X) x XP(X) = XP(X) sdo
derivadas covariantes nos fibrados TX e T X' respectivamente.
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Proof. Exercicio. O

Proposicao 14.12.10. Dados campos &1,&2 € X®°(X), z € X ev € T, X,

D(&1 - &2)2(v) = (Vo&1)(@) - &2(2) + &i(2) - (Vob2)(@).
Dados campos 11,72 € XT(X), 2 € X ev e T, X,

D(m1 - m2)a(v) = (Vom)(@) - m2(x) + mi(z) - (Vo) (@).
Proof. Exercicio. 0
Proposicao 14.12.11. Dado £ €e X*°(X),z € X ev e T, X,
(Vo&)(z) = D& (v) — Bz (&(x),v).
Dadon € XP(X),z € X eve T, X,

(Vo) (@) = Dne(v) = By (n(x),v).
Proof. Segue das proposigoes 14.12.3 e 14.12.6. O

Proposigao 14.12.12. A derivada covariante V: X% (X)xX*(X) — X*>°(X)
é um conceito Riemanniano, i.e., pode ser caracterizada em termos da
primeira forma fundamental g: TX — R, g(z,v) := ||v|%.

Proof. Pela Proposicao 14.12.1
(u, ’LU) € T(:v,v) (TX) ~ (’U, w) S T(%u) (TX)

Além disso
(0,w) €T (TX) & weT,X.

Vamos dizer que sio verticais os vectores de T(, ,,)(T'X) da forma (0, w) com
w € T X. Designamos por V(, ) (X) o subespago dos vectores verticais em
T(20)(T'X), que é naturalmente isomorfo a T X.

Um vector (u,w) € T(,4,)(TX) diz-se horizontal se Dg (v, w) = 0
para todo u € T, X. A derivada Dg(,,)(v,w) estd bem definida porque
(u, w) € Ty ) (TX) implica que (v, w) € T(44,)(TX). Como Dy, ) (v, w) =
2 (u - w), temos que w = By(u,v) é o tnico vector no espago ambiente de
X tal que (u,w) é um vector horizontal de T{,,.)(TX). Designamos por
H 4y ,)(X) o subespaco dos vectores horizontais em T(, (T X).

Obtida a partir da primeira forma fundamental g: TX — R temos assim
uma decomposi¢ao em soma directa

Dado um campo de vectores £ € X*°(X), para todo (z,v) € TX temos que o
vector (v, D&, (v)) € Ty ¢(2))TX que se projecta (via decomposigao anterior)
no vector vertical (0,(V,&)(z)). Este argumento mostra que a derivada
covariante V,& se exprime em termos da primeira forma fundamental. [
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Proposicao 14.12.13. Dados z € X, u,v € T, X en € T, X+,
By (u,v) -1 = —u- By (n,v).

Proof. Sejam £ € X*°(X) e ) € X7°(X) campos tais que {(z) = ue () = 7.
Derivando a relacao € - 7 = 0 segundo um vector v € T, X e usando as
proposigoes 14.12.3 e 14.12.6 obtemos

0= D& (v) -0+ &(x) - Dije(v)
= (D&(v)™ -1+ €(@) - (Dijw(v))"
= B,(u,v) -1 +u- BE(n,v).

O

Proposicao 14.12.14. Dada uma funcdo f € C°°(X), designando por
¢ = Vf o campo gradiente de f, temos para todo u € T, X,

V2 fpu,v) = u- (Vol) (p)-

Proof. Sejam X C RY uma variedade, f € C®(X) e f:U — R uma
extensdo local de f a uma vizinhanca aberta U ¢ R do ponto p € X.

Seja P: U — L(RN) uma aplicacao suave tal que para cada = € U,
P.: RN — RY ¢ uma aplicacio linear auto-adjunta, e para cada z € UN X,
P,: RN — T, X é a projeccio ortogonal sobre o espaco tangente T, X .

O campo & = Vf € X®(X) admite a seguinte extensdo & € X°°(U),
definida por &(z) := P(Vf(z)).

Pela Proposigao 14.12.11, e porque DP,(v) é auto-adjunta para todo
rcUewveRY temos

u- (Vo&)(2) = u- (Déx(v) = Bal&(),v)) = u- DEx(v)
= u- (P(D(V)a(v)) + DP(0)(€(x)))
= u-D(Vf)s(v) +u- DPy(v)(E(2))
= D(u- Vf)x(v) + DPy(v)(u) - Vf(x)

— D*fo(u,v) + D, (DP.(v)(w)).

Para terminar, tendo em conta a Definicao 14.12.2, basta-nos provar que
By (u,v) = DPy(v)(u)

quaisquer que sejam u,v € T, X, o que por sua vez se resume a mostrar que
DP,(v)(u) € Hy(u,v) N T X+

Como (z, Py(u)) € TX para todo x € UNX, derivando segundo v € T, X
obtemos (v, DPy(v)(u)) € T(z,)TX, o que implica DP,(v)(u) € Tl (u,v).
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Por outro lado, como P, = P, o P, para todo x € U N X, derivando esta
relacao segundo o vector v € T, X obtemos

DP,(v)(u) = DP,(v)(Pu(w)) + Po(DPy(v) (w).

Logo, como u € T, X temos P,(u) = u, o que implica P,(DP,(v)(u)) =0 e,
portanto, DP,(v)(u) € T X+. O
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