
Uma Introdução à Topologia Diferencial

Pedro M. Duarte

April 28, 2021



2



Contents

1 Variedades 1
1.1 Aplicações suaves e variedades . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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10.3 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

11 Teorema de Poincaré-Hopf 201
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Introdução

A Topologia Diferencial é uma disciplina matemática que relaciona os invariantes
topológicos dum objecto geométrico (variedade, função, campo, etc) com as
propriedades globais da sua estrutura diferenciável.

Eis alguns exemplos t́ıpicos de teoremas da Topologia Diferencial:

O Teorema de Gauss-Bonnet (1848): Dada uma superf́ıcie Riemanniana
fechada (compacta e sem bordo), seja K : X → R a sua curvatura Gaussiana,
e χ(X) a caracteŕıstica de Euler-Poincaré de X. O Teorema Gauss-Bonnet
estabelece a igualdade

2π χ(X) =

∫
X
K dA

que relaciona o invariante topológico χ(X) com a curvatura total da superf́ıcie,
que é uma propriedade global da estrutura diferenciável e Riemanniana de
X.

Teorema de Poincaré-Hopf (1926): Seja X uma variedade compacta
e sem bordo e ξ um campo de vectores tangente a X com todas as suas
singularidades isoladas. O ı́ndice Indx(ξ) duma singularidade isolada ξ(x) =
0 do campo ξ mede a complexidade de ξ numa vizinhança de x. O Teorema
de Poincaré-Hopf estabelece a igualdade

χ(X) =
∑

x∈ξ−1(0)

Indx(ξ)

que relaciona o invariante topológico χ(X) com a totalidade das singularidades
do campo ξ, ou seja, liga a topologia de X a uma propriedade global do
campo diferenciável ξ.

A Teoria de Morse foi desenvolvida por Marston Morse nos anos 30’
do século XX. Seja f uma função suave, e X uma variedade compacta e sem
bordo. Supondo que todos os pontos cŕıticos de f são não degenerados, um
dos corolários da Teoria de Morse é a seguinte igualdade

χ(X) =
dimX∑
k=0

(−1)k ck(f)

onde ck(f) designa o número de pontos cŕıticos com ı́ndice k da função f .
O ı́ndice dum ponto cŕıtico p ∈ X é a maior dimensão duma sub-variedade
S ⊂ X tal que o ponto p ∈ S seja um máximo local da função f |S . Assim,
a Teoria de Morse conecta a topologia de X à contagem dos pontos cŕıticos
de f , uma propriedade global da função f .

A Teoria do Grau foi desenvolvida por L. J. Brouwer no ińıcio do
século passado para mapas suaves entre variedades compactas e orientadas
da mesma dimensão. O grau de um mapa f : X → Y é um número inteiro
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deg(f) ∈ Z que mede o número de vezes que a imagem de f varre a variedade
Y . Esta relação exprime-se através da fórmula de integração∫

X
det(Dfx) dx = deg(f) vol(Y )

onde vol(Y ) representa o volume Riemanniano de Y e o integral à esquerda
se refere ao volume Riemanniano em X. A Teoria do Grau estabelece que
para todo o valor regular y de f se tem

deg(f) =
∑

x∈f−1(y)

sgn(Dfx)

onde sgn(Dfx) = ±1 consoante a derivada Dfx : TxX → Tf(x)Y preserva
ou inverte a orientação. Esta teoria estabelece uma relação entre o grau
deg(f), que é um invariante topológico de f e a contagem das pré-imagens
de um qualquer valor regular de f , uma propriedade global da estrutura
diferenciável do mapa f .

Este texto foi redigido ao longo de vários anos a leccionar uma disciplina
de introdução à Topologia Diferencial com programas constrúıdos em torno
dos seguintes tópicos fundamentais:

(a) Teoria da Transversalidade,

(b) Teoria de Morse,

(c) Teoria do Grau de Brouwer.

Os caṕıtulos 1, 2, 3, 4, 6, 7 e 8 contêm os pré-requisitos técnicos não
assumidos mas necessários à elaboração das teorias (a)-(c). A lista destes
tópicos prévios inclui as variedades, com e sem bordo, a classificação local de
mapas e campos, orientações e orientabilidade e os conceitos de homotopia e
de homologia. Os caṕıtulos 11 (Teorema de Poincaré-Hopf), 12 (Teorema de
Jordan-Brouwer) e 13 (Teorema de Gauss-Bonnet) são aplicações directas
da Teoria do Grau.

Para simplificar a exposição assumimos que os objectos considerados são
suaves, i.e., de classe C∞. Não obstante todos os resultados apresentados,
com a excepção óbvia do Teorema de Sard, valem indistintamente para
qualquer regularidade Ck com k ≥ 1 (ou k ≥ 2 no contexto da Teoria de
Morse) incluindo o caso anaĺıtico k = ω. Para isso não usamos a técnica das
partições da unidade, que não funciona adequadamente no caso anaĺıtico. A
falta desta técnica de globalização é compensada pelo Teorema da Vizinhan-
ça Tubular para variedades em ambiente Euclideano. Todas as proposições
deste texto podem por isso ser facilmente adaptadas à categoria anaĺıtica.

Os resultados genéricos da Teoria da Transversalidade, como o Teorema
da Transversalidade de René Thom, podem ser formulados de duas maneiras
posśıveis:
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(a) A primeira alternativa envolve a consideração de espaços funcionais
E (de funções, mapas, campos, etc), tipicamente de dimensão infinita.
Uma propriedade como a transversalidade diz-se genérica se o subconjunto
dos objectos f ∈ E com essa propriedade for topologicamente grande,
por exemplo um aberto denso ou, mais geralmente, um espaço de Baire
(2ª categoria).

(b) a segunda opção usa o conceito de prevalência proposto em [8]. Uma
propriedade nos objectos dum espaço linear E diz-se prevalente se
existir um subespaço F ⊂ E de dimensão finita (dito o espaço de
testes) tal que para todo f ∈ E o objecto f + v satisfaz a propriedade
em causa para quase todo v ∈ F. O conceito de propriedade prevalente
traduz de modo preciso a ideia pouco rigorosa de que ‘quase todos’ os
objectos f ∈ E satisfazem essa propriedade.

Estes dois conceitos são logicamente independentes, apesar de em muitos
contextos o conceito de prevalência ser mais forte e mais relevante. O
conceito de prevalência tem ainda a vantagem de não precisar duma topologia
no espaço de dimensão infinita E. No sentido de ganhar algum tempo,
evitando a introdução dos espaços funcionais apropriados, todos os resultados
de genéricos deste texto foram formulados usando (implicitamente) o conceito
de prevalência.

O principal objectivo deste texto é explicar um conjunto de técnicas e
ferramentas da Topologia Diferencial que são úteis para resolver inúmeros
problemas de outras áreas, como a Geometria, a Análise, a Teoria das
Probabilidades, ou os Sistemas Dinâmicos. Os conteúdos leccionados estabelecem
pontes com outras teorias, sendo nosso propósito estimular a curiosidade do
leitor em aprofundá-las. Os apêndices procuram facilitar essas ligações.

Pré-requisitos

São recomendaveis uma boa formação nas disciplinas de Álgebra Linear, e
de Cálculo ou Análise em Rn, familiaridade com os conceitos de Topologia
Geral e de Geometria Diferencial em R2 e R3, um pouco de Teoria da Medida
(em particular Teoria do Intgeral de Lebesgue em Rn) e por fim umas noções
básicas de Análise Funcional.
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Chapter 1

Variedades

Os objectos de estudo da Topologia Diferencial são as variedades e as apli-
cações suaves, onde suave significa de classe C∞. Uma variedade é um
subconjunto dum espaço euclideano Rn que é localmente difeomorfo a outro
espaço euclideano Rk de dimensão k ≤ n. Impĺıcito a esta definição está o
seguinte condeito: chamamos difeomorfismo a um mapa suave entre variedades
que seja bijectivo e cujo mapa inverso seja também suave. Usaremos o termo
mapa como sinónimo de aplicação entre variedades.

1.1 Aplicações suaves e variedades

Sejam X ⊆ Rn um conjunto arbitrário, U ⊂ Rn um conjunto aberto, e
f : X → Rm uma aplicação.

Definição 1.1.1. Uma extensão suave de f é uma aplicação f̃ : U → Rm de
classe C∞ definida num aberto U tal que f̃(x) = f(x) para todo x ∈ U ∩X.

Definição 1.1.2. Dados X ⊆ Rn e Y ⊆ Rm, dizemos que uma aplicação
f : X → Y é suave se para cada p ∈ X existirem um aberto U ⊆ Rn contendo
p e uma extensão suave da restrição f |X∩U ao aberto U .

A composição de aplicações suaves é suave porque as funções de classe
C∞ gozam desta mesma propriedade (Exerćıcio 1.3).

Definição 1.1.3. Quando f : X → Y é suave, bijectiva, e f−1 : Y → X é
também suave, dizemos que f é um difeomorfismo. Dois conjuntos X ⊆ Rn
e Y ⊆ Rm dizem-se difeomorfos se existir um difeomorfismo f : X → Y
entre X e Y . Escrevemos X ' Y para dizer que X é difeomorfo a Y .

Para enfatizar a diferença com o conceito local introduzido a seguir
diremos com o mesmo sentido que os conjuntos X e Y são globalmente
difeomorfos. A relação “ser difeomorfo a” é uma relação de equivalência
porque a composição de difeomorfismos é um difeomorfismo.

1



2 CHAPTER 1. VARIEDADES

Sejam p ∈ X ⊆ Rn e q ∈ Y ⊆ Rm. Vamos escrever φ : (X, p) → (Y, q)
para significar que φ é um mapa suave definido numa vizinhança aberta X ′

de p em X tal que φ(X ′) ⊂ Y e φ(p) = q.

Definição 1.1.4. Um mapa φ : X → Y diz-se um difeomorfismo local em
p ∈ X se existirem vizinhanças abertas U de p em Rn, e V de q = f(p)
em Rm tais que φ : X ∩ U → Y ∩ V seja um difeomorfismo. Escrevemos
φ : (X, p)'(Y, q) para enfatizar que φ é um difeomorfismo local em p.

Se o mapa φ for um difeomorfismo local em todos os pontos p ∈ X
diremos simplesmente que φ : X → Y é um difeomorfismo local.

Definição 1.1.5. Dizemos que (X, p) é localmente difeomorfo a (Y, q) se
existir um difeomorfismo local φ : (X, p) ' (Y, q). Finalmente, escrevemos
(X, p)'(Y, q) para significar que (X, p) e (Y, q) são localmente difeomorfos.

A composição de difeomorfismos (locais) é um difeomorfismo (local).
Logo, a relação “ser localmente difeomorfo a” é uma relação de equivalência
entre os pares (X, p) com p ∈ X ⊆ Rn.

Chama-se variedade a um conjunto localmente difeomorfo a um espaço
euclideano. Mais precisamente:

Definição 1.1.6. Um conjunto X ⊆ Rn diz-se uma variedade se para cada
p ∈ X existir um difeomorfismo local φ : (X, p)'(Rk, 0) para algum k ∈ N.

Sejam X uma variedade, V um aberto de X, e U um aberto dum espaço
euclideano Rk. Os difeomorfismos φ : V → U dizem-se cartas de X. Os
difeomorfismos no sentido inverso, φ : U → V , dizem-se parametrizações
de X. Chama-se atlas duma variedade X a uma famı́lia de cartas de X,
{φi : Vi → Ui}i∈I , cujos domı́nios cubram X, i.e., X ⊂

⋃
i∈I Vi.

Sejam X e Y duas variedades e f : X → Y um mapa suave.

Definição 1.1.7. Dados φ : (Rk, 0)'(X, p) e ψ : (Rm, 0)'(Y, q) parametrizações
locais,

f̃ = ψ−1 ◦ f ◦ φ : (Rk, 0)→ (Rm, 0)

diz-se o representante local de f nas parametrizações φ e ψ.

A definição de f̃ implica a comutatividade do seguinte diagrama.

(X, p)
f−→ (Y, q)

φ
x xψ

(Rk, 0)
f̃−→ (Rm, 0)
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Figure 1.1: Carta e parametrização de uma variedade

Proposição 1.1.1. Se X é uma variedade e p ∈ X então existe um único
inteiro k = k(X, p) ∈ N tal que (X, p)' (Rk, 0). A aplicação x 7→ k(X,x)
é localmente constante. Se X é conexa então esta aplicação tem um valor
constante.

Proof. Por definição de variedade, se p ∈ X existe um difeomorfismo local
φ : (X, p)' (Rk, 0). Havendo outro difeomorfismo local ψ : (X, p)' (Rk′ , 0),
tem-se ψ ◦ φ−1 : (Rk, 0)'(Rk′ , 0), o que implica que D(ψ ◦ φ−1)0 : Rk → Rk′

seja um isomorfismo entre espaços vectoriais. Logo k = k′.

Se φ : (X, p)'(Rk, 0) é um difeomorfismo local então o mesmo se verifica
com φ : (X,x)' (Rk, φ(x)) ' (Rk, 0), para todo x suficientemente próximo
de p, o que mostra que x 7→ k(X,x) é uma função localmente constante em
X.

Definição 1.1.8. Seja X uma variedade. O único inteiro k ∈ N tal que
(X, p) ' (Rk, 0) diz-se a dimensão local de X em p e denota-se por k =
dim(X, p). O valor constante da dimensão local dim(X,x) (por exemplo se
X fôr conexa) diz-se a dimensão de X, e denota-se por dim(X).

Usa-se a notação Xn para explicitar a dimensão n de uma variedade X.

Exemplo 1.1.1. Qualquer aberto de Rn é localmente difeomorfo a (Rn, 0),
pelo que é uma variedade de dimensão n.

Exemplo 1.1.2. Qualquer conjunto finito é uma variedade de dimensão 0.
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Figure 1.2: Representante local de um mapa em cartas

Exemplo 1.1.3. Como segundo exemplo de variedade consideremos o gráfico

Gf = {(x, y) ∈ Rn+1 : x ∈ U, y = f(x)}

de uma função suave f : U → R definida num aberto U ⊂ Rn. O gráfico Gf
é globalmente difeomorfo ao domı́nio aberto U pelo que Gf é também uma
variedade de dimensão n (Exerćıcio 1.10).

Seja X ⊂ Rn uma variedade.

Definição 1.1.9. Um vector v ∈ Rn diz-se tangente a (X, p), ou tangente
a X no ponto p, se v for o vector velocidade v = α′(0) de uma curva local
suave α : (R, 0) → (X, p). Denotamos por TpX o conjunto de todos os
vectores tangentes a (X, p).

Proposição 1.1.2. SeX ⊆ Rn é uma variedade com dim(X) = k então TpX
é um sub-espaço vectorial de Rn com dimensão k, para cada p ∈ X. Além
disso TpX = Dφ0(Rk) para toda a parametrização local φ : (Rk, 0)'(X, p).

Proof. A imagem duma aplicação linear injectiva L : Rk → Rn é um sub-
espaço vectorial de Rn com dimensão k. Assim sendo, basta-nos mostrar
que Dφ0 : Rk → Rn é injectiva e TpX = Dφ0(Rk).

A parametrização local φ : (Rk, 0) ' (X, p) admite uma inversa local
φ−1 : (X, p)' (Rk, 0). Denotemos por ψ uma extensão local de φ−1 a um
aberto U ⊂ Rn que cubra o ponto p. Para todo x ∈ Rk numa vizinhança
suficientemente pequena de 0 temos φ(x) ∈ X ∩ U e

(ψ ◦ φ)(x) = ψ(φ(x)) = φ−1(φ(x)) = x.
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Figure 1.3: Vector tangente a uma variedade

Derivando obtemos

Dψp ◦Dφ0 = Dψφ(0) ◦Dφ0 = idRk

o que implica a injectividade da aplicação linear Dφ0 : Rk → Rn.
Dado v ∈ Dφ0(Rk) existe u ∈ Rk tal que v = Dφ0(u). Definido a curva

suave α(t) := φ(t u), temos α : (R, 0)→ (X, p) e pela regra da cadeia usual

v = Dφ0(u) = α′(0) ∈ TpX.

Isto prova que Dφ0(Rk) ⊂ TpX.
Reciprocamente, dado v ∈ TpX seja α : (R, 0) → (X, p) uma curva

suave tal que v = α′(0). Usando a inversa local ψ da parametrização
φ : (Rk, 0) ' (X, p) podemos definir a curva suave γ : (R, 0) → (Rk, 0),
γ(t) := ψ(α(t)). A suavidade de γ resulta da composição de funções suaves
ser suave (Exerćıcio 1.3). Por definição de γ temos α(t) = φ(γ(t)) para todo
t suficientemente próximo de 0. Logo, derivando esta relação em t = 0

v = α′(0) = Dφ0γ
′(0) ∈ Dφ0(Rk)

o que prova a inclusão contrária, TpX ⊂ Dφ0(Rk).

Proposição 1.1.3. Sejam f : (X,x)→ (Y, y) um mapa suave entre variedades
X ⊂ Rn e Y ⊂ Rm e f̃ : U → Rm uma extensão suave de f a um aberto
U ⊂ Rn com x ∈ U . Dada uma curva local suave α : (R, 0)→ (X,x),

Df̃xα
′(0) = (f ◦ α)′(0).

Proof. Para t ∈ R próximo de 0, temos α(t) ∈ X ∩ U , pelo que

(f ◦ α)(t) = f(α(t)) = f̃(α(t)) = (f̃ ◦ α)(t).

Logo, pela regra da cadeia usual, (f ◦ α)′(0) = Df̃xα
′(0).
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Corolário 1.1.1. Dada f : (X,x)→ (Y, y) suave existe uma única aplicação
linear L : TxX → TyY tal que:

(a) Lα′(0) = (f ◦ α)′(0) para toda curva local suave α : (R, 0)→ (X,x).

(b) Lv = Df̃xv para todo o vector v ∈ TxX e toda a extensão suave
f̃ : U → Rm de f a um aberto U ⊂ Rn com x ∈ U .

Proof. Sejam f̃ e f̂ duas extensões suaves de f ao aberto U ⊂ Rn contendo
o ponto x. Consideremos ainda um vector tangente v ∈ TxX e uma curva
suave α : (R, 0)→ (X,x) tal que v = α′(0). Pela Proposição 1.1.3,

Df̃x(v) = (f ◦ α)′(0) = Df̂x(v). (1.1)

Logo podemos definir L : TxX → Rm como a restrição a TxX de qualquer
das extensões locais suaves da função f a uma vizinhança aberta de x. Da
relação (1.1) temos L(v) = L(α′(0)) = (f◦α)′(0) ∈ TyY , pelo que a aplicação
L toma valores em TyY .

Definição 1.1.10. A única aplicação linear do corolário anterior denota-se
por Dfx : TxX → TyY e diz-se a derivada de f no ponto x.

Da definição acima e da regra da cadeia usual (para funções diferenciáveis
em abertos) resulta facilmente a seguinte regra da cadeia para funções suaves
entre variedades (Exerćıcio 1.7).

Proposição 1.1.4. Dados f : (X, p) → (Y, q) e g : (Y, q) → (Z, r), mapas
suaves entre variedades D(g ◦ f)p = Dgq ◦Dfp.

Seja f : (X, p) → (Y, q) uma aplicação suave entre variedades Xk e Y m

e φ : (Rk, 0)' (X, p) e ψ : (Rm, 0)' (Y, q) duas parametrizações locais. Seja
f̃ = ψ−1 ◦ f ◦φ o representante local de f nas parametrizações φ e ψ. Segue
da regra da cadeia que o seguinte diagrama comuta

TpX
Dfp−→ TqY

Dφ0

x xDψ0

Rk Df̃0−→ Rm

Dizemos que Df̃0 é o representante local da derivada Dfp : TpX → Tf(p)Y
nas parametrizações φ e ψ.

Dada uma variedade X ⊂ Rn, definimos o fibrado tangente

TX = { (x, v) ∈ Rn × Rn : x ∈ X e v ∈ TxX } .

Dado um mapa suave f : X → Y definimos o mapa tangente

Tf : TX → TY, Tf(x, v) = ( f(x), Dfx(v) ) .
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Figure 1.4: Representante local da derivada.

Da regra da cadeia inferimos o seguinte comportamento functorial do
mapa tangente.

Proposição 1.1.5. Dados f : X → Y e g : Y → Z mapas suaves temos
T (g ◦ f) = Tg ◦ Tf . Em particular f é um difeomorfismo sse Tf é um
difeomorfismo.

Desta proposição resulta que o fibrado tangente TX é uma variedade
com o dobro da dimensão de X (Exerćıcio 1.12).

1.2 Teorema da função impĺıcita

O Teorema da função impĺıcita dá-nos uma condição local suficiente para
que um conjunto definido por um sistema de equações não lineares

X = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : fi(x) = bi, ∀ i = 1, . . . , k }

seja localmente o gráfico de uma função suave. Vamos usá-lo como uma
ferramenta anaĺıtica para justificar que conjuntos deste tipo são variedades.

Dizemos que um subconjunto X do espaço euclideano Rn é o gráfico de
uma função quando a relação

(x1, . . . , xn) ∈ X

define implicitamente algumas das variáveis xi em função das restantes. Para
precisar este conceito introduzimos alguma notação. Dado um conjunto de
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ı́ndices I = {i1, . . . , ik}, onde 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, e dado um vector
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, designamos por xI = (xi1 , . . . , xik) ∈ Rk o vector
com as componentes associadas a ı́ndices em I, e por Ic o complementar de
I em {1, . . . , n}.

Definição 1.2.1. Um conjunto X ⊆ Rn diz-se o gráfico de uma função
suave do tipo I ⊂ {1, . . . , n} se existir um aberto U ⊆ Rn−k, com k = |I|, e
uma função ϕ : U → Rk de classe C∞ tal que

X = { (x1, . . . , xn) ∈ Rn : xIc ∈ U e xI = ϕ(xIc) }

Proposição 1.2.1. Se X é o gráfico duma função suave de tipo I com
|I| = k e domı́nio aberto em Rn−k então X é uma variedade de dimensão
n− k.

Proof. Seja X = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xIc ∈ U e xI = ϕ(xIc)} o gráfico de
tipo I da função suave ϕ : U ⊆ Rn−k → Rk. A aplicação linear Φ: Rn →
Rn−k × Rk, Φ(x) := (xIc , xI) é um isomorfismo. Definindo f : U → X,
f(x) := Φ−1(x, ϕ(x)), e g : Rn → Rn−k, g(x) := xIc , tem-se

f ◦ g|X = idX e g|X ◦ f = idU .

Logo f : U → X é um difeomorfismo global do aberto U ⊆ Rn−k sobre X, o
que prova que X é uma variedade de dimensão n− k.

Dada uma matriz A de dimensão m × n, e um conjunto de ı́ndices I ⊂
{1, . . . , n} com |I| = k, designamos por AI a matriz m× k formada pelas k
colunas da matriz A com ı́ndices em I. Com esta notação, dada uma matriz
A com dimensão m× n, é válida a seguinte relação para todo o x ∈ Rn,

Ax = AI xI +AIc xIc .

Por exemplo, se I = {1, 3} e A =

[
1 1 2
0 1 2

]
, então a decomposição

acima reduz-se a[
1 1 2
0 1 2

]
︸ ︷︷ ︸

A

 x1

x2

x3

 =

[
1 2
0 2

]
︸ ︷︷ ︸

AI

[
x1

x3

]
+

[
1
1

]
︸ ︷︷ ︸
AIc

[x2]

Em qualquer matriz A de dimensão k × n o número máximo de linhas
linearmente independentes é igual ao número máximo de colunas linearmente
independentes. Este número diz-se a caracteŕıstica da matriz A, e é denotado
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por rank(A). É claro que rank(A) ≤ min{k, n}. Uma matriz, quadrada ou
rectangular, diz-se singular se rank(A) < min{k, n}. Caso contrário, se
rank(A) = min{k, n}, A diz-se não singular. Uma matriz quadrada A, de
dimensão n×n, é não singular se e somente se rank(A) = n, o que equivale a
dizer que det(A) 6= 0. Qualquer sistema de k ≤ n equações em n incógnitas
pode escrever-se na forma Ax = b para certas matrizes A e b, A de dimensão
k×n, e b de dimensão k× 1. Eliminando as equações redundantes podemos
sempre supor que todas as equações são linearmente independentes. Isto
equivale a dizer que rank(A) = k, ou seja que a matriz A é não singular.

Proposição 1.2.2. Seja A uma matriz de dimensão k× n, com rank(A) =
k ≤ n. Então o sub-espaço afim X = {x ∈ Rn : Ax = b} é o gráfico
duma função afim de tipo I, para algum conjunto de ı́ndices I ⊆ {1, . . . , n}
com |I| = k. Além disso, X é o gráfico de uma função afim de tipo I sse
det(AI) 6= 0.

Proof. Como rank(A) = k, existem k colunas linearmente independentes,
ou seja existe um conjunto I ⊆ {1, . . . , n}, com |I| = k, tal que det(AI) 6= 0.
Como

Ax = b ⇔ AI xI +AIc xIc = b

⇔ AI xI = −AIc xIc + b

⇔ xI = (AI)
−1 (−AIc xIc + b) ,

X é o gráfico da função afim de tipo I, ϕ(x) := (AI)
−1 (−AIc x+ b).

Por exemplo, o sub-espaço afim definido pelo sistema de equações

{
x1 + x2 + 2x3 = 0

x2 + 2x3 = 1
⇔

[
1 1 2
0 1 2

]  x1

x2

x3

 =

[
0
1

]

é o gráfico duma função afim de tipo {1, 3}, porque

∣∣∣∣ 1 2
0 2

∣∣∣∣ = 2 6= 0, mas

não de tipo {2, 3}, porque

∣∣∣∣ 1 2
1 2

∣∣∣∣ = 0.

Dada uma matriz A de dimensão k×n, e um vector b ∈ Rk, consideremos
o sub-espaço afim S = {x ∈ Rn : Ax = b }. Fixemos um conjunto de
ı́ndices I ⊂ {1, . . . , n} com |I| = k. A submatriz quadrada AI (formada
pelas colunas de A com ı́ndices em I) é invert́ıvel sse o sub-espaço S é o
gráfico duma função afim ϕ : Rn−k → Rk de tipo I. Quando det(AI) 6= 0, a
função ϕ vem dada explicitamente por ϕ(x) := (AI)

−1 (b−AIc xIc).
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No parágrafo seguinte descrevemos o significado geométrico da condição
det(AI) 6= 0, vertido também no Exerćıcio 1.21.

Consideremos a decomposição em soma directa Rn = RI ⊕ RIc , onde
RI := {x ∈ Rn : xi = 0 se i /∈ I}, e onde RIc := {x ∈ Rn : xi =
0 se i ∈ I}. Vamos convencionar chamar verticais às direcções em RI ,
e horizontais às direcções em RIc . Observemos que S é o gráfico duma
função do tipo I sse o sub-espaço S se projecta na vertical (paralelamente
a RI) isomorficamente sobre o sub-espaço das direcções horizontais RIc .
Seja agora S⊥ o espaço das direcções ortogonais a S. O núcleo da matriz A,
denotado por Nuc(A), é um sub-espaço linear paralelo ao sub-espaço afim
S. Ambos estes sub-espaços partilham o mesmo complemento ortogonal S⊥,
que é gerado pelas linhas da matriz A. As linhas da submatriz AI são as
projecções horizontais sobre RI das linhas da matriz A. Como as linhas
de A geram S⊥, as linhas de AI geram a projecção horizontal de S⊥ sobre
RI . Usando as complementaridade entre S e S⊥, respectivamente entre RI
e RIc , vemos que S se projecta vertical e isomorficamente sobre RIc sse S⊥

se projecta horizontal e isomorficamente sobre RI . Ambas estas condições
são equivalentes à desigualdade det(AI) 6= 0.

Figure 1.5: Subespaço afim visto como um gráfico do tipo I

Teorema 1.2.1 (Teorema da Função Impĺıcita). Dados, uma função suave
f : D → Rk num domı́nio D ⊆ Rn aberto, um conjunto de ı́ndices I ⊂
{1, . . . , n} com |I| = k, e um ponto p ∈ D, tais que

(a) f(p) = b,

(b) det
(
∂f
∂xI

(p)
)
6= 0,
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o conjunto X = {x ∈ D : f(x) = b} é, numa vizinhança de p, o gráfico de
uma função suave do tipo I. Mais precisamente, existem abertos V ⊆ Rn e
W ⊆ Rn−k, e uma função suave ϕ : W → Rk tais que

X ∩ V = {x ∈ Rn : xIc ∈W e xI = ϕ(xIc)} .

Figure 1.6: Função definida implicitamente pela equação f(x) = b

Proof. Sem perda de generalidade supomos que Ic = {1, . . . , n − k}, I =
{n − k + 1, . . . , n} e identificamos Rn = Rn−k × Rk. Vamos denotar os
elementos de Rn como pares ordenados (x, y), onde x ∈ Rn−k = RIc e
y ∈ Rk = RI .

Seja p = (x0, y0) ∈ D um ponto tal que f(x0, y0) = b e a matriz
A=

∂f
∂y (x0, y0) = ∂f

∂xI
(p) é invert́ıvel. Definindo a aplicação g : D → Rk,

g(x, y) := y −A−1 (f(x, y)− b)

resulta claro que

f(x, y) = b ⇔ g(x, y) = y. (1.2)

Assim, um ponto (x, y) ∈ D é solução da equação f(x, y) = b sse y for um
ponto fixo do mapa g(x, ·) : y 7→ g(x, y). Por construção o mapa g(x0, ·) tem
derivada nula no ponto y0.

∂g

∂y
(x0, y0) = I −A−1 ∂f

∂y
(x0, y0) = I −A−1A = 0.

Seja V = Dr′(x0)×Dr(y0) ondeDr′(x0) eDr(y0) representam discos fechados
respectivamente centrados em x0 e y0 e com raios r′ > 0 e r > 0. Tomando
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r′ e r suficientemente pequeno podemos supor que para todo (x, y) ∈ V ,
‖∂g∂y (x, y)‖ ≤ 1/2. Pelo Teorema do valor médio segue que

‖g(x, y)− g(x, y′)‖ ≤ 1

2
‖y − y′‖

quaisquer que sejam x ∈ Dr′(x0) e y, y′ ∈ Dr(y0). Em particular, para todo
x ∈ Dr′(x0), o mapa g(x, ·) é uma contracção Lipschitz com constante de
Lipschitz k = 1

2 .
Mantendo r fixo e diminuindo r′, por continuidade ‖g(x, y0)− y0‖ ≤ r

2
para todo o x ∈ Dr′(x0). Através duma desigualdade triangular apropriada
vemos que cada mapa g(x, ·), com x ∈ Dr′(x0), deixa invariante o disco
Dr(y0). Logo, pelo Teorema do ponto fixo de Banach (c.f. [12, Proposição
23]) para cada x ∈ Dr′(x0), o mapa g(x, ·) admite um único ponto fixo
ϕ(x) ∈ Dr(y0). Segue então de (1.2) que f(x, ϕ(x)) = b, para x ∈ Dr′(x0).

Vejamos agora a continuidade da aplicação ϕ : Dr′(x0) → Dr(y0). Pelo
Teorema do valor médio tem-se

‖ϕ(x)− ϕ(x′)‖ = ‖g(x, ϕ(x))− g(x′, ϕ(x′))‖
≤ ‖g(x, ϕ(x))− g(x′, ϕ(x))‖+ ‖g(x′, ϕ(x))− g(x′, ϕ(x′))‖

≤ max
V
‖∂g
∂x
‖ ‖x− x′‖+

1

2
‖ϕ(x)− ϕ(x′)‖

donde resulta que ϕ é Lipschitz cont́ınua

‖ϕ(x)− ϕ(x′)‖ ≤ 2 max
V
‖∂g
∂x
‖ ‖x− x′‖.

Se r′ > 0 for suficientemente pequeno, segue da hipótese que para cada
a ∈ Dr′(x0) o mapa Dr(y0) 3 y 7→ f(a, y) é um difeomorfismo sobre a sua
imagem. Para vermos que ϕ é diferenciável em Dr′(x0) mostramos primeiro
que a aplicação h : Dr′(x0) → Rk, h(x) := f(a, ϕ(x)), é diferenciável num
ponto a ∈ Dr′(x0). Consideremos então

∆h(x) := −h(x) + h(a)− ∂f

∂x
(a, ϕ(a)) (x− a).

Iremos mostrar que

lim
x→a

‖∆h(x)‖
‖x− a‖

= 0 (1.3)

justificando assim a diferenciabilidade de h no ponto a. Pelo Teorema
fundamental do Cálculo temos

∆h(x) = f(a, ϕ(a))− f(a, ϕ(x))− ∂f

∂x
(a, ϕ(a)) (x− a)

= f(x, ϕ(x))− f(a, ϕ(x))− ∂f

∂x
(a, ϕ(a)) (x− a)

=

∫ 1

0

[
∂f

∂x
(a+ t (x− a), ϕ(x))− ∂f

∂x
(a, ϕ(a))

]
(x− a) dt
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Usando a continuidade de ϕ e de ∂f
∂x o limite (1.3) é uma consequência desta

fórmula integral para ∆h(x).

Consideremos em seguida o erro na fórmula de Taylor de primeira ordem
da função y 7→ f(a, y) no ponto y = ϕ(a),

∆f (y) := f(a, y)− f(a, ϕ(a))− ∂f

∂y
(a, ϕ(a)) (y − ϕ(a)).

Como ϕ é Lipschitziana e f(a, ·) é uma função diferenciável temos

lim
x→a

‖∆f (ϕ(x))‖
‖x− a‖

= 0. (1.4)

Das definições de ∆f (ϕ(x)) e ∆h(x) obtemos

ϕ(x)− ϕ(a) =

[
∂f

∂y
(a, ϕ(a))

]−1

[f(a, ϕ(x))− f(a, ϕ(a))−∆f (ϕ(x))]

=

[
∂f

∂y
(a, ϕ(a))

]−1

[h(x)− h(a)−∆f (ϕ(x))]

=

[
∂f

∂y
(a, ϕ(a))

]−1 [
−∂f
∂x

(a, ϕ(a)) (x− a)−∆h(x)−∆f (ϕ(x))

]
= −

(
∂f

∂y

)−1 ∂f

∂x
(x− a)−

(
∂f

∂y

)−1

(∆h(x) + ∆f (ϕ(x)))

onde ∂f
∂x = ∂f

∂x (a, ϕ(a)) e ∂f
∂y = ∂f

∂y (a, ϕ(a)). Logo os limites (1.3) e (1.4)
implicam a diferenciabilidade de ϕ(x) em x = a com derivada

∂ϕ

∂x
(a) = −

(
∂f

∂y
(a, ϕ(a))

)−1 ∂f

∂x
(a, ϕ(a)). (1.5)

Finalmente, desta relação obtemos que ∂ϕ
∂x é cont́ınua porque ϕ é cont́ınua.

Logo ϕ é de classe C1. Argumentando desta forma obtemos recursivamente
que ϕ é de classe Ck para todo o inteiro k ≥ 1. Logo, a função impĺıcita ϕ
é uma aplicação suave.

Vejamos o significado geométrico do Teorema da Função Impĺıcita.

Seja f : D ⊆ Rn → Rk uma função suave, e consideremos o conjunto
solução do sistema de k equações não lineares fi(x1, . . . , xn) = bi, i =
1, . . . , k, em n incógnitas x1, . . . , xn. Designemo-lo por X = {x ∈ D :
f(x) = b }. Dado um ponto p ∈ X, o Teorema 1.2.1 dá-nos uma condição
local suficiente para que X seja, numa vizinhança de p, o gráfico de uma
função suave xI = ϕ(xIc) do tipo I. Essa condição local corresponde ao
sub-espaço afim tangente a X no ponto p ser (também ele) o gráfico duma
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função afim ϕp : Rn−k → Rk de tipo I. Comecemos por representar o sub-
espaço afim tangente a X em p como o conjunto solução dum sistema de
equações lineares. Para isso linearizamos f em torno de p,

f(x) = f(p) +
∂f

∂x
(p) (x− p) + o(‖x− p‖) ,

onde ∂f
∂x (p) =

[
∂fi
∂xj

(p)
]
i j

representa a matriz Jacobiana com as derivadas

parciais de f no ponto p. S = {x ∈ Rn : ∂f
∂x (p) (x − p) = 0} é o maior

sub-espaço afim de Rn tangente a X em p (Exerćıcio 1.17). Seja agora
∂f
∂xI

(p) :=
[
∂f
∂x (p)

]
I

a submatriz quadrada de ∂f
∂x (p), formada pelas colunas

da matriz Jacobiana correspondentes às derivadas em ordem a variáveis xi
com ı́ndice i ∈ I. Pelas observações precedentes, S é o gráfico duma função

afim ϕp : Rn−k → Rk de tipo I sse det
[
∂f
∂xI

(p)
]
6= 0. É precisamente

esta a hipótese (b) do Teorema 1.2.1. As linhas da matriz Jacobiana, i.e., os
gradientes das componentes de f , geram o espaço normal TpX

⊥. A condição

det
[
∂f
∂xI

(p)
]
6= 0 significa, portanto, que TpX

⊥ se projecta horizontal e

isomorficamente sobre o espaço vertical RI , ou, equivalentemente, que TpX
se projecta vertical e isomorficamente sobre o espaço horizontal RIc (Figura 1.6).
Derivando a função impĺıcita h obtemos a seguinte relação entre as duas
funções impĺıcitas h e ϕp (Exerćıcio 1.17),

ϕp(xIc) = pI +DhpIc (xIc − pIc).

Corolário 1.2.1. Sejam n ≥ k, D ⊆ Rn um aberto, f : D → Rk uma
aplicação suave, e p ∈ D tais que

(a) f(p) = b,

(b) rank
(
∂f
∂x (p)

)
= k,

Então o conjunto f−1(b) = {x ∈ D : f(x) = b } no ponto p é localmente
difeomorfo a (Rn−k, 0), i.e., (f−1(b), p) ' (Rn−k, 0) .

Proof. Se a matriz Jacobiana ∂f
∂x (p) tem caracteŕıstica k, então as k linhas

são linearmente independentes, e há pelo menos k das n colunas que são
linearmente independentes também. Seja I ⊂ {1, . . . , n} o conjunto dos
ı́ndices de k colunas linearmente independentes. Então a matriz ∂f

∂xI
(p) é

invert́ıvel. Pelo Teorema 1.2.1, X coincide, numa vizinhança de p, com o
gráfico duma função suave com n−k argumentos, o que mostra que (X, p) '
(Rn−k, 0).
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Dada uma aplicação linear L : E → F entre espaços lineares de dimensão
finita E e F , chama-se caracteŕıstica de L à caracteŕıstica comum das
matrizes que representam L em bases fixadas nos espaços E e F . A caracteŕıstica
de L será designada por rank(L). Em Álgebra Linear prova-se o seguinte
resultado conhecido como o Teorema do homomorfismo (Figura 1.7)

Teorema 1.2.2. Seja L : E → F uma aplicação linear. Então L induz um
isomorfismo L : E/Nuc(L) ' L(E). Em particular, se E e F tiverem ambos
dimensão finita, então

rank(L) = dim(L(E)) = dim(E/Nuc(L)) = dim(E)− dim(Nuc(L)) .

Figure 1.7: Nı́veis de uma aplicação linear

Seja f : Xn → Y k um mapa suave.

Definição 1.2.2. Dizemos que p ∈ X é um ponto cŕıtico de f se rank(Dfp) <
min{n, k}. Caso contrário, p diz-se um ponto regular de f .

Definição 1.2.3. Um elemento c ∈ Y diz-se um valor cŕıtico de f se o
conjunto de ńıvel f−1(c) = { p ∈ X : f(p) = c } contiver algum ponto
cŕıtico. Caso contrário, c diz-se um valor regular de f .

Sempre que f−1(c) = ∅, então c é automaticamente um valor regular.
Numa função constante, f(x) = c, todos os pontos são cŕıticos, porque
Dfx = 0. No entanto neste caso c é o único valor cŕıtico.

Teorema 1.2.3 (Nı́veis regulares). Seja f : X → Y um mapa suave entre
variedades Xn e Y k com dimensões n = dim(X) > dim(Y ) = k. Dado
qualquer valor regular y ∈ Y de f , então f−1(y) = ∅, ou f−1(y) é uma
variedade de dimensão n− k.
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Proof. Seja y ∈ Y k um valor regular de f tal que f−1(y) 6= ∅. Dado p ∈
f−1(y), tomemos cartas locais φ : (Xn, p) ' (Rn, 0) e ψ : (Y k, y) ' (Rk, 0).
Consideremos o mapa f̃ : (Rn, 0)→ (Rk, 0), f̃ = ψ ◦ f ◦ φ−1, representante
de f nas cartas φ e ψ. 0 é um ponto regular de f̃ porque p é um ponto
regular de f . Logo, rank(Df̃0) = k. Pelo corolário a seguir ao Teorema da
Função Impĺıcita, obtemos (Rn−k, 0) ' (f̃−1(0), 0) ' (f−1(y), p), provando
que f−1(y) é uma variedade de dimensão n− k.

1.3 Teorema da função inversa

Dado um difeomorfismo local f : (Xn, p)'(Y n, q) a derivada Dfp : TpX
n →

TqY
n é um isomorfismo. Reciprocamente, se f : (Xn, p) → (Y n, q) é um

mapa suave tal que a derivada Dfp : TpX
n → TqY

n seja um isomorfismo
então f é um difeomorfismo local. Este resultado não trivial é habitualmente
conhecido como Teorema da Função Inversa.

Teorema 1.3.1. Seja f : (Xn, p) → (Y n, q) um mapa suave tal que a
derivada Dfp : TpX

n → TqY
n é um isomorfismo. Então existe U ⊂ Xn

aberto tal que

(a) p ∈ U ,

(b) W = f(U) é aberto em Y n,

(c) f |U : U →W é bijectiva,

(d) a inversa (f |U )−1 : W → U é suave.

Segue da regra da cadeia que a função g = (f |U )−1 tem derivada Dgq =
(Dfp)

−1.

Proof. Sendo este um resultado local podemos tomar parametrizações locais
de Xn em torno de p, e de Y n em torno de q, de modo a reduzir a prova a
um representante do mapa f nestas parametrizações locais.

Suponhamos então que f : (Rn, 0) → (Rn, 0) é um mapa suave, com
domı́nio aberto D ⊂ Rn, tal que Df0 : Rn → Rn é um isomorfismo.
Designamos por ∂f

∂x (0) a matriz Jacobiana de f na origem.
Para inverter a relação y = f(x) vamos usar o Teorema 1.2.1 aplicado à

equação F (x, y) := y − f(x) = 0, onde F : D × Rn → Rn assim definida é
uma aplicação suave. Como F (0, 0) = 0− f(0) = 0, e ∂F

∂x (0, 0) = −∂f
∂x (0)

é uma matriz invert́ıvel, pelo Teorema 1.2.1, o conjunto

M = {(x, y) : F (x, y) = y − f(x) = 0 }
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é, numa vizinhança de (0, 0), o gráfico x = g(y) duma função suave g : W ⊆
Rn → Rn. Mais precisamente, existe um aberto V ⊆ D × Rn tal que

M ∩ V = { (x, y) ∈ Rn × Rn : y ∈W e x = g(y) } .

Seja U = {x ∈ Rn : (x, f(x)) ∈ V }. U é aberto porque a aplicação
x 7→ (x, f(x)) é cont́ınua. Se x ∈ U então (x, f(x)) ∈M ∩ V , o que implica
f(x) ∈ W e g(f(x)) = x. Logo, f(U) ⊆ W e g ◦ f = idU . Se y ∈ W então
(g(y), y) ∈M ∩V , o que implica g(y) ∈ U e y = f(g(y)). Logo, g(W ) ⊆ U e
f ◦ g = idW . Aplicando f a ambos os lados da inclusão g(W ) ⊆ U obtemos

W = (f ◦ g)(W ) = f(g(W )) ⊆ f(U) ⊆W ,

o que prova a igualdade W = f(U). Logo, f é uma bijecção entre U e W ,
cuja inversa é (f |U )−1 = g.

1.4 Exerćıcios

Ex 1.1. Dados conjuntos X ⊆ Y ⊆ Rn, mostre que a restrição f |X : X →
Rm de uma aplicação suave f : Y → Rk é uma aplicação suave em X.

Ex 1.2. Veja que a suavidade duma aplicação é um conceito local. Mais
precisamente, mostre que dada uma aplicação f : X → Rm, se para cada
p ∈ X existir uma vizinhança V de p tal que f |X∩V : X ∩ V → Rm seja
suave então f : X → Rm é suave.

Ex 1.3. Mostre que a composição de aplicações suaves é suave. Mostre que
a composição de difeomorfismos é um difeomorfismo.

Ex 1.4. Dadas variedades X ⊆ Y , seja i : X → Y a aplicação inclusão.
Dado p ∈ X, como se relacionam TpX e TpY ? Determine explicitamente
Dip.

Ex 1.5. Dadas variedades X ⊆ Y , uma aplicação suave f : Y → Rk, e dado
p ∈ X, como se relacionam Dfp e D(f |X)p?

Ex 1.6. Mostre que se f : X → X ′ e g : Y → Y ′ são aplicações suaves então
f×g : X×Y → X ′×Y ′, definida por (f×g)(x, y) = (f(x), g(y)), é também
suave. Se f e g são difeomorfismos, então f × g é um difeomorfismo.

Ex 1.7. Prove a regra da cadeia para funções suaves entre variadades
(Proposição 1.1.4).

Ex 1.8. Mostre que se X e Y são variedades, então o produto cartesiano
X × Y é uma variedade. Qual é a dimensão do produto?
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Ex 1.9. Determine explicitamente o espaço tangente de uma variedade
produto T(x,y)X × Y , e a derivada do mapa produto D(f × g)(x,y).

Ex 1.10. Seja X uma variedade de dimensão k. Mostre que o gráfico de
uma aplicação suave f : X → Rm,

Gf = {(x, y) ∈ X × Rm : y = f(x) } ,

é globalmente difeomorfo a X. Explicite as derivadas do difeomorfismo entre
Gf e X.

Ex 1.11. Seja X ⊆ Rn uma variedade, e f ∈ C∞(X,R). Mostre que existe
uma variedade X̃ ⊆ Rn+1, um difeomorfismo φ : X → X̃, e uma função
linear L : Rn+1 → R tais que f = L ◦ φ.
Sugestão: Considere X̃ como sendo o gráfico de f .

Ex 1.12. Mostre que se X é uma variedade de dimensão n, então TX é
uma variedade de dimensão 2n.
Sugestão: Se φ : U ⊂ Rn → X é uma parametrização de X então
Tφ : U × Rn → TX, Tφ(x, u) = (φ(x), Dφx(u)), é uma parametrização de
TX.

Ex 1.13. Mostre que T(x,0)TX = TxX × TxX.
Sugestão: Dada uma parametrização φ : U ⊂ Rn → X de X, considere a
parametrização Tφ : U × Rn → TX, Tφ(x, u) = (φ(x), Dφx(u)) de TX.

Ex 1.14. Mostre que o fibrado tangente TS1 à circunferência S1 = {(x, y) ∈
R2 : x2 + y2 = 1} é difeomórfica ao cilindro S1 × R.

Ex 1.15. Mostre que, se X é o gráfico duma função suave, com domı́nio
aberto, de tipo I, onde |I| = k, então X é uma variedade de dimensão n−k.

Ex 1.16. Mostre que todo o sub-espaço afim X ⊆ Rn de dimensão n−k é o
gráfico de uma função afim ϕ : Rn−k → Rk de tipo I, para algum conjunto
de ı́ndices I ⊆ {1, . . . , n} com |I| = k.

Ex 1.17. Dados f : D → Rk suave, p ∈ D, I ⊂ {1, . . . , n} nas condições do

Teorema da Função Impĺıcita: f(p) = b e det
[
∂f
∂xI

(p)
]
6= 0, designando por

h a função definida implicitamente pela equação f(x) = b numa vizinhança
do ponto p, mostre que

Tpf
−1(b) = Nuc(Dfp) = GDhpIc .

Os próximos dois exerćıcios referem-se aos seguintes conjuntos:

A = { (x1, x2) ∈ R2 : x2
1 − x2

2 + x2
1 x2 = 1}

B = { (x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 − x2

3 + x1 x2 x3 = 1}
C = { (x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 − x2
3 + x2 = 1, x1 + x2 + x3 = 3 }

D = { (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x2
1 + x2

2 − x3 x4 = 1, x1 − x2 + x4 = 1 }
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Ex 1.18. Em cada aĺınea veja se, localmente numa vizinhança de p, o
conjunto dado é o gráfico de uma função suave de tipo I

(a) A, p = (1, 1), I = {2}.

(b) A, p = (1, 1), I = {1}.

(c) B, p = (1, 1, 1), I = {3}.

(d) B, p = (1, 1, 1), I = {1, 2}.

(e) C, p = (1, 1, 1), I = {1, 2}.

(f) C, p = (1, 1, 1), I = {3}.

(g) D, p = (1, 1, 1, 1), I = {3, 4}.

(h) D, p = (1, 1, 1), I = {1}.

(i) D, p = (1, 1, 1), I = {1, 2, 3}.

Ex 1.19. Verifique se são variedades os conjuntos anteriores A, B, C e D,
determinando a suas dimensões.

Ex 1.20. Mostre que X = { (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 0 } não é uma
variedade.

Ex 1.21. Sejam A uma matriz m×n com m < n e caracteŕıstica m. Sejam
S = {x ∈ Rn : Ax = b } e S0 = {x ∈ Rn : Ax = 0 }. Dado um conjunto
I ⊂ {1, . . . , n}, com |I| = m, sejam πI : Rn → RI e πIc : Rn → RIc as
projecções canónicas. Prove que são equivalentes:

(a) S é o gráfico duma função afim de tipo I,

(b) (πIc)|S0 : S0 → RIc é um isomorfismo,

(c) S0 ∩ RI = {0},

(d) S⊥0 + RIc = Rn,

(e) S⊥0 ∩ RIc = {0},

(f) (πI)|S⊥0 : S⊥0 → RI é um isomorfismo,

(g) AI é não singular.

Sugestão: dimS = dimS0 = dimRIc = n −m e dimS⊥0 = dimRI = m.
Observe que o espaço gerado pelas linhas de AI é igual a πI(S

⊥
0 ), sendo S⊥0

o espaço gerado pelas linhas de A.
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Ex 1.22. Quais são os pontos de intersecção da recta perpendicular no
ponto p = (1, 1, 1) a X = { (x, y, z) ∈ R3 : x2 − z2 + x y z = 1 } com o
conjunto Y = { (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 3 }?

Ex 1.23. Seja D ⊂ Rn um domı́nio aberto e f : D → Rk uma aplicação
suave, com k ≤ n, tal que X = f−1(b) 6= ∅ sendo b ∈ Rk um valor regular
de f . Mostre que para cada (x, v) ∈ TX,

(a) TxX = { v ∈ Rn : Dfx(v) = 0}

(b) T(x,v)TX = { (u,w) ∈ R2n : Dfx(u) = 0, Dfx(w) +D2fx(u, v) = 0}

Sugestão: Mostre que (b, 0) é um valor regular de Tf : D × Rn → R2k e
que TX = (Tf)−1(b, 0).

Ex 1.24. Sejam X ⊂ Rn e Y ⊂ Rk variedades e U um aberto de Rn tal
que X ⊂ U . Seja f : X → Y um mapa suave com uma extensão suave
f̃ : U → Rk. Mostre que para cada (u,w) ∈ T(x,v)TX,

D(Tf)(x,v)(u,w) =
(
Dfx(u), Df̃x(w) +D2f̃x(u, v)

)
.



Chapter 2

Mapas

Neste caṕıtulo introduzimos algumas classes de mapas entre variedades,
como as submersões, as imersões e os mergulhos. Fazemos a classificação
local dos mapas entre variedades em torno de pontos regulares.

2.1 Equivalência entre mapas

Introduzimos a seguir a relação entre mapas, análoga à relação “ser difeomorfo
a” entre variedades.

Definição 2.1.1. Dois mapas suaves f : X → Y e f1 : X1 → Y1 dizem-se
equivalentes sse existir um par de difeomorfismos φ : X ' X1 e ψ : Y ' Y1

tais que ψ◦f = f1◦φ. Por outras palavras, o seguinte diagrama é comutativo.

X
f−→ Y

φ
y yψ
X1

f1−→ Y1

Algumas observações, cujas verificações ficam ao cuidado do leitor:

(a) O difeomorfismo φ estabelece uma correspondência bijectiva entre os
pontos cŕıticos de f e os pontos cŕıticos de f1.

(b) O difeomorfismo ψ estabelece uma correspondência bijectiva entre os
valores cŕıticos de f e os valores cŕıticos de f1.

(c) A relação “ser equivalente a” entre mapas é uma relação de equivalência.

Fixando duas variedades X e Y , o espaço C∞(X,Y ) de todas as aplicações
suaves f : X → Y pode ser munido de uma topologia natural, habitualmente
chamada a topologia de Whitney. Um mapa f ∈ C∞(X,Y ) diz-se estável
se for equivalente a todos os mapas próximos, nesta topologia. Os mapas
estáveis correspondem a classes de equivalência abertas. O mapa f : S1 →

21
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R, f(x) := sin(2πx), é estável. Este mapa tem dois pontos cŕıticos não
degenerados, um máximo e um mı́nimo. A Figura 2.1 mostra além de f
um exemplo dum mapa g : S1 → R, com ponto cŕıtico degenerado (de tipo
cúbico) que é instável. O mapa g tem três pontos cŕıticos, mas perto de
g existem mapas com dois e quatro pontos cŕıticos respectivamente. A
instabilidade de mapas é fenómeno associado à ocorrência de singularidades,
i.e., de pontos cŕıticos degenerados.

Figure 2.1: Um mapa estável f : S1 → R e um mapa instável g : S1 → R.

O conceito de equivalência pode ser localizado.

Definição 2.1.2. Os mapas f : (X, p) → (Y, q) e f1 : (X1, p1) → (Y1, q1)
dizem-se localmente equivalentes se existirem φ : (X, p) ' (X1, p1) e
ψ : (Y, q) ' (Y1, q1) difeomorfismos locais tais que ψ ◦f = f1 ◦φ. Por outras
palavras, o diagrama seguinte é comutativo.

(X, p)
f−→ (Y, q)

φ
y yψ

(X1, p1)
f1−→ (Y1, q1)

Teorema 2.1.1 (Classificação local de mapas em pontos regulares). Seja
p ∈ Xn um ponto regular de um mapa suave f : (Xn, p)→ (Y k, q). Então

(a) se n = k, f é localmente equivalente à identidade id : (Rn, 0) →
(Rn, 0).

(b) se n ≥ k, f é localmente equivalente à projecção linear π : (Rn, 0) →
(Rk, 0), π(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xk).

(c) se n ≤ k, f é localmente equivalente à inclusão linear i : (Rn, 0) →
(Rk, 0), i(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0).
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Proof. Caso n = k. Tomem-se cartas locais φ : (Xn, p) ' (Rn, 0) e ψ :
(Y n, q) ' (Rn, 0). Seja f̃ = ψ ◦ f ◦ φ−1 o representante de f nestas cartas.
Como p é regular, Df̃0 é um isomorfismo. Pelo Teorema 1.3.1 f̃ admite uma
inversa local g : (Rn, 0)→ (Rn, 0). O seguinte diagrama comutativo

(Xn, p)
f−→ (Y n, q)

φ
y yψ

(Rn, 0)
f̃−→ (Rn, 0)

id
y yg

(Rn, 0)
id−→ (Rn, 0)

mostra que f é localmente equivalente à identidade id : (Rn, 0)→ (Rn, 0).

Caso n > k. Tomem-se cartas locais φ : (Xn, p) ' (Rn, 0) e ψ : (Y k, q) '
(Rk, 0). Seja f̃ = ψ ◦ f ◦ φ−1 o representante de f nestas cartas. Como p

é regular, rank(Df̃0) = k. Isto significa que a matriz Jacobiana ∂f̃
∂x (0) tem

as suas k linhas linearmente independentes, e, portanto, tem pelo menos
k colunas linearmente independentes. Sem perda de generalidade podemos
supor que isto acontece com as primeiras k colunas. Por outras palavras,

det
(

∂f̃
∂(x1...,xk)(0)

)
6= 0. Seja então g : Rn → Rn o mapa

g(x) = (f̃(x1, . . . , xn), xk+1, . . . , xn) .

Definindo π : Rn → Rk, π(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xk), temos f̃ = π ◦ g. O
mapa g tem matriz Jacobiana na origem

∂g

∂x
(0) =

[
∂f̃

∂(x1...,xk)(0) ∂f̃
∂(xk+1...,xn)(0)

0 I

]
,

com determinante det
(
∂g
∂x(0)

)
= det

(
∂f̃

∂(x1,...,xk)(0)
)
6= 0. Logo, g : (Rn, 0)→

(Rn, 0) é um difeomorfismo local. Finalmente, o seguinte diagrama comutativo

(Xn, p)
f−→ (Y k, q)

φ
y yψ

(Rn, 0)
f̃−→ (Rk, 0)

g
y yid

(Rn, 0)
π−→ (Rk, 0)

mostra que f é localmente equivalente à projecção linear π : (Rn, 0) →
(Rk, 0).
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Caso n < k. Tomem-se cartas locais φ : (Xn, p) ' (Rn, 0) e ψ : (Y k, q) '
(Rk, 0). Seja f̃ = ψ ◦ f ◦ φ−1 o representante de f nestas cartas. Como

p é regular, rank(Df̃0) = n. Isto significa que a matriz Jacobiana ∂f̃
∂x (0)

tem as suas n colunas linearmente independentes, e, portanto, tem pelo
menos n linhas linearmente independentes. Sem perda de generalidade
podemos supor que isto acontece com as primeiras n linhas. Por outras

palavras, det
(
∂(f̃1,...,f̃n)
∂(x1...,xn) (0)

)
6= 0. Seja então g : Rk → Rk o mapa

g(x) = f̃(x1, . . . , xn) + (0, . . . , 0, xn+1, . . . , xk). Definindo i : Rn → Rk,

i(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) ,

temos f̃ = g ◦ i. O mapa g tem matriz Jacobiana na origem

∂g

∂x
(0) =

 ∂(f̃1,...,f̃n)
∂(x1...,xn) (0) 0

∂(f̃n+1,...,f̃k)
∂(x1...,xn) (0) I

 ,

com determinante det
(
∂g
∂x(0)

)
= det

(
∂(f̃1,...,f̃n)
∂(x1,...,xn)(0)

)
6= 0. Logo, g : (Rn, 0)→

(Rn, 0) é um difeomorfismo local.

Finalmente, o seguinte diagrama comutativo

(Xn, p)
f−→ (Y k, q)

φ
y yψ

(Rn, 0)
f̃−→ (Rk, 0)

id
y yg−1

(Rn, 0)
i−→ (Rk, 0)

mostra que f é localmente equivalente à inclusão linear i : (Rn, 0)→ (Rk, 0).

2.2 Submersões e imersões

Definição 2.2.1. Um mapa suave aplicação f : Xn → Y k diz-se:

(a) uma imersão se n ≤ k e f não tem pontos cŕıticos.

(b) um difeomorfismo local se n = k e f não tem pontos cŕıticos.

(c) uma submersão se n ≥ k e f não tem pontos cŕıticos.
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Definição 2.2.2. Dada uma aplicação f : X → Y , f diz-se aberta se para
cada subconjunto aberto U ⊆ X, f(U) for aberto em Y .

Teorema 2.2.1. Seja f : Xn → Y k, n ≥ k, uma submersão. Então f é
uma aplicação aberta. Em particular, se Xn é compacto e Y k conexo então
f é sobrejectiva.

Proof. Pelo teorema da classificação de mapas sem pontos regulares, numa
vizinhança de cada ponto p ∈ X, f é localmente equivalente a uma projecção
linear π : Rn → Rk. Como a projecção π é uma aplicação aberta, o mapa
f é aberto numa vizinhança de p. Logo, f é localmente um mapa aberto.
Tendo em conta a propriedade f(

⋃
i∈I Vi) =

⋃
i∈I f(Vi), f é globalmente um

mapa aberto.
Como f é aberta, o conjunto f(Xn) é aberto em Y k. Mas como Xn é

compacto, f(Xn) é também compacto, o que implica que seja fechado em
Y k. Como Y k é conexo, sendo f(Xn) simultaneamente não vazio, aberto e
fechado em Y k, tem-se f(Xn) = Y k. Logo, f é sobrejectiva.

Teorema 2.2.2. Seja f : Xn → Y n um difeomorfismo local duma variedade
compacta Xn noutra variedade conexa Y n. Então todas as pré-imagens
f−1(y), com y ∈ Y n, têm o mesmo número finito de elementos.

Proof. Exerćıcio 2.9.

Teorema 2.2.3. Seja f : Xn → Y k uma submersão duma variedade compacta
Xn noutra variedade conexa Y k. Então todas as pré-imagens f−1(y), com
y ∈ Y k, são variedades de dimensão n− k difeomorfas entre si.

Proof. Pelo teorema dos ńıveis regulares cada pré-imagem f−1(y) é uma
variedade de dimensão n− k. Como Y k é conexa, basta agora mostrar que
para cada y0 ∈ Y k existe uma vizinhança V de y0 em Y k tal que para cada
y ∈ V f−1(y) é difeomorfa a f−1(y0). A demonstração deste facto usa
Teoria de Morse (Exerćıcio 9.1).

2.3 Mergulhos

Definição 2.3.1. Um mapa suave f : X → Y diz-se um mergulho se

(a) for uma imersão, i.e., Dfx : TxX → Tf(x)Y for injectiva, ∀x ∈ X,

(b) for injectiva, e

(c) a inversa f−1 : f(X)→ X for cont́ınua.

Proposição 2.3.1. Dadas variedades X e Y , um mapa f : X → Y é um
mergulho sse f : X → f(X) é um difeomorfismo. Em particular, se
f : X → Y é um mergulho então a imagem f(X) é uma variedade.
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Proof. Se f : X → f(X) é um difeomorfismo então f : X → Y é obviamente
um mergulho.

Suponhamos que f : X → Y é um mergulho. Como f é injectiva e
f−1 cont́ınua, f : X → f(X) é um homeomorfismo. Resta ver que f−1 :
f(X)→ X é suave. Para isso vamos mostrar que f−1 admite, localmente na
vizinhança de cada ponto q ∈ f(X), uma extensão suave a uma vizinhança
aberta de q em Y . Seja p ∈ X tal que f(p) = q. Como p é um ponto regular,
pelo teorema da classificação local de pontos regulares existem cartas locais
φ : (X, p) ' (Rn, 0) e ψ : (Y, q) ' (Rk, 0) tais que, sendo i : Rn → Rk =
Rn×Rk−n, a inclusão linear definida por i(x) = (x, 0), o diagrama seguinte
é comutativo:

(X, p)
f−→ (Y, q)

φ
y yψ

(Rn, 0)
i−→ (Rk, 0)

A inversa da aplicação injectiva i : Rn → Rk extende-se naturalmente a
Rk como a projecção linear π : Rk → Rn, π(x, y) = x. Logo, definindo
g = φ−1◦π◦ψ, temos que g é uma aplicação suave definida numa vizinhança
de q em Y tal que

g ◦ f = φ−1 ◦ π ◦ ψ ◦ f = φ−1 ◦ π ◦ i ◦ φ = φ−1 ◦ idRn ◦ φ = idX ,

o que mostra que f−1 = g numa vizinhança de q em f(X), ou seja, que g é
uma extensão local suave de f−1.

Um mergulho f : X → Y deve ser visto como uma forma de representar
a variedade X dentro da variedade Y . Um teorema clássico de Hassler
Whitney diz que toda a variedade pode ser representada num ambiente
euclideano com o dobro da sua dimensão. Esta dimensão não pode ser
melhorada. Por exemplo, toda a superf́ıcie pode ser representada em R4,
mas algumas superf́ıcies, como a Garrafa de Klein, ou o Plano Projectivo,
não podem ser representadas em R3.

Teorema 2.3.1 (Whitney). Para toda a variedade Xn, de dimensão n,
existe um mergulho f : Xn → R2n.

Um segundo teorema de Whitney diz-nos que uma variedade de dimensão
n pode ser sempre mergulhada como subvariedade fechada em R2n+1.

Teorema 2.3.2 (Whitney). Dada uma variedade Xn de dimensão n existe
um mergulho f : X → R2n+1 tal que f(X) é fechado em R2n+1.

Proof. Ver [14, Teorema VI.3.4].
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Figure 2.2: Imersão cuja imagem não é uma variedade

A condição de injectividade na definição de mergulho é fundamental
para se garantir que a imagem seja uma variedade. A Figura 2.2 mostra um
exemplo duma imersão não injectiva f : S1 → R2.

A última condição na definição de mergulho é também crucial. Numa
imersão injectiva pode acontecer f : X → f(X) não ser um homeomorfismo,
considerando em f(X) a topologia induzida por Y . Vejamos um exemplo.
Seja S1 = { (x, y) ∈ R2 : x2+y2 = 1 } a circunferência unitária. Consideremos
o produto S1×S1 habitualmente chamado de 2-toro. O 2-toro pode igualmente
ser visto como o quadrado [0, 1] × [0, 1] com os lados opostos identificados.
O mapa g : R2 → S1 × S1,

g(x, y) = ( cos(2π x), sin(2π x), cos(2π y), sin(2π y) )

é um difeomorfismo local (Exerćıcio 2.14) tal que a imagem por g de cada
quadrado [n, n+ 1]× [k, k+ 1], com n, k ∈ Z, cobre completamente S1× S1.
Consideremos a recta y = mx de declive m, e o mapa fm : R → S1 × S1,
fm(x) = g(x,mx).

Figure 2.3: Uma imersão cuja imagem não é uma variedade

Proposição 2.3.2. (a) Se m ∈ Q então fm : R→ S1 × S1 é uma imersão
periódica, e fm(R) é uma curva fechada.

(b) Se m ∈ R \ Q então fm : R → S1 × S1 é uma imersão injectiva com
imagem fm(R) densa em S1 × S1. Neste caso fm : R → fm(R) não é
um homeomorfismo.
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Proof. A aĺınea (a) é muito simples. Para provar a primeira parte de (b)
vejam-se os exerćıcios 2.12, 2.13 e 2.15. Como a imagem fm(R) é densa,
toda a vizinhança dum ponto q ∈ fm(R) é uma união duma infinidade de
segmentos da curva parametrizada por fm. Logo, toda a vizinhança de q é
desconexa (Figura 2.4).

Figure 2.4: Aberto desconexo em fm(R)

Como em R os pontos admitem vizinhanças conexas (intervalos) a correspondência
fm : R→ fm(R) não pode ser um homeomorfismo.

Proposição 2.3.3. SejaX uma variedade compacta. Então qualquer imersão
injectiva f : X → Y é um mergulho.

Proof. Como f : X → f(X) é bijectiva e cont́ınua, basta-nos mostrar que
f−1 : f(X) → X é cont́ınua. Todo o conjunto fechado F ⊆ X é compacto,
porque X é compacto. Logo, f(F ) é compacto, porque f é cont́ınua. Mas
isto implica que f(F ) seja fechado em f(X). A continuidade de f−1 resulta
da imagem inversa de todo o conjunto fechado F ⊆ X ser o conjunto
(f−1)−1(F ) = f(F ) também ele fechado.

Definição 2.3.2. Seja f : X → Y um mapa entre espaços topológicos X e
Y . O mapa f diz-se próprio se for cont́ınuo e para todo o conjunto compacto
K ⊆ Y , a sua imagem inversa f−1(K) for compacta.

Teorema 2.3.3 (Imersões Próprias). Toda a imersão injectiva e própria
f : X → Y é um mergulho.
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Este teorema é consequência do seguinte resultado de topologia geral.

Teorema 2.3.4 (Inversa dum Mapa Próprio). SejamX e Y espaços topológicos
localmente compactos. Se f : X → Y é um mapa cont́ınuo, injectivo e
próprio então f : X → f(X) é um homeomorfismo.

Recordemos que um espaço topológico X diz-se localmente compacto se
para todo o ponto p ∈ X e toda a vizinhança U de p, existir um compacto
K ⊆ U contendo p no seu interior.

Observe que resulta da definição que sendo f : X → Y um mapa próprio,
se Y for compacto então X também é. Também é claro, da definição, que
num espaço compacto X toda a aplicação cont́ınua f : X → Y é própria. Em
espaços não compactos, intuitivamente, uma aplicação cont́ınua f : X → Y
é própria se for cont́ınua no infinito. Um ponto é considerado próximo de
∞ se estiver fora dum conjunto compacto K ⊂ X “grande”. Se (xn) for
uma sucessão de pontos de X, dizemos que limn→∞ xn = ∞ sse para
todo o compacto K ⊂ X existir uma ordem p ∈ N, a partir da qual
xn /∈ K para todo n ≥ p. Todo o espaço topológico de Hausdorff localmente
compacto, mas não compacto, pode ser compactificado por junção dum
ponto no infinito. A construção duma tal extensão compacta deX é chamada
a compactificação de Alexendroff. Define-se o compactificado X• = X∪{∞}
com a topologia cujos abertos são os abertos deX mais os conjuntos da forma
{∞}∪(X\K), em queK ⊂ X é compacto. Com esta topologia o espaçoX• é
compacto, sempre que X seja um espaço topológico de Hausdorff localmente
compacto. A definição acima de limite infinito corresponde à convergência
nesta topologia para o ponto ∞. Qualquer aplicação cont́ınua f : X → Y
pode estender-se ao infinito definindo f• : X• → Y • por

f•(x) =

{
f(x) se x ∈ X
∞ se x =∞

Obtem-se então a seguinte caracterização

Proposição 2.3.4. Sejam X e Y espaços topológicos localmente compactos,
e f : X → Y uma aplicação cont́ınua. O mapa f é próprio sse f• : X• →
Y • é cont́ınua no infinito.

Proof. Tendo em conta que f−1(Y \K) = X \ f−1(K), são equivalentes as
afirmações:

(a) K ⊆ Y é compacto ⇒ f−1(K) é compacto.
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(b) {∞}∪ (Y \K) é uma vizinhança de∞ ⇒ (f•)−1( {∞}∪ (Y \K) ) =
{∞} ∪ (X \ f−1(K)) é uma vizinhança de ∞.

Demonstração do teorema 2.3.4. Pela Proposição 2.3.3, se X é compacto
então f−1 : f(X) → X é cont́ınua. Consideremos agora o caso em que X
não é compacto. Temos que mostrar que f−1 : f(X)→ X é cont́ınua. Seja
q = f(p) ∈ f(X). Tomemos K vizinhança compacta de q em Y . Como
f é própria e cont́ınua, f−1(K) é uma vizinhança compacta de p em X.
Facilmente se vê que f(f−1(K)) = K ∩ f(X). Aplicando o caso compacto à
restrição f |f−1(K) : f−1(K)→ Y obtemos que f−1|K∩f(X) : K ∩ f(X)→ X
é cont́ınua. Logo, como q é interior a K ∩ f(X) em f(X), segue que f−1 :
f(X) → X é cont́ınua no ponto q. Finalmente, como o ponto q ∈ f(X) é
arbitrário, o mapa f−1 : f(X)→ X é cont́ınuo em todos os pontos.

2.4 Exerćıcios

Ex 2.1. Demonstre que uma variedade X ⊂ Rn de dimensão k < n é
localmente, numa vizinhança de cada um dos seus pontos, um conjunto de
ńıvel regular duma função suave f : U → Rn−k, definida num conjunto
aberto U de Rn.
Sugestão: A inclusão i : X ↪→ Rn é uma imersão. Use o facto deste mapa
ser localmente equivalente a uma inclusão linear j : Rk ↪→ Rn para definir
f .

Ex 2.2. Demonstre que uma variedade X ⊂ Rn de dimensão k < n é
localmente, numa vizinhança de cada um dos seus pontos, o gráfico duma
função suave ϕ : U → Rn−k, definida num conjunto aberto U de Rk.
Sugestão: Pode usar o exerćıcio anterior.

Ex 2.3. Mostre que se Zk ⊂ Xn então existe uma carta local ψ : (Xn, p) '
(Rn, 0), definida numa vizinhança U de p em Xn, tal que o conjunto ψ(Z∩U)
que representa a intersecção Z∩U na carta local ψ é definido pelas equações
xk+1 = 0, . . . , xn = 0.
Sugestão: A inclusão i : Zk ↪→ Xn é uma imersão. Use o facto deste
mapa ser localmente equivalente a uma inclusão linear j : Rk ↪→ Rn para
definir a carta local (x1, . . . , xn) = ψ(p).

Ex 2.4. Sejam k ≤ n, y ∈ Y k e p ∈ f−1(y) um ponto regular de f : Xn →
Y k. Mostre que (f−1(y), p) ' (Rn−k, 0) e Tpf

−1(y) = Nuc(Dfp).
Sugestão: Use o facto de a aplicação f : (X, p) → (Y, y) ser localmente
equivalente a uma projecção linear π : (Rn, 0)→ (Rk, 0).
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Ex 2.5. Seja f : R → R um difeomorfismo local. Mostre que I = f(R) é
um intervalo aberto, e que f : R→ I é um difeomorfismo.

Ex 2.6. Dê um exemplo de um difeomorfismo local f : R2 → R2 que não
seja um difeomorfismo sobre a sua imagem f(R2).

Ex 2.7. Mostre que, se f : Xn → Y n é um difeomorfismo local e f é
injectiva, então f : Xn → f(Xn) é um difeomorfismo.

Ex 2.8. Explique porque não existem submersões de variedades compactas
em espaços eucliedeanos.

Ex 2.9. (Pilha de Cópias) Sejam Xn e Y n variedades de dimensão n, Xn

compacta. Seja y ∈ Y n um valor regular da aplicação suave f : Xn → Y n.
Mostre que f−1(y) é finito. Supondo que f−1(y) = {x1, . . . , xk}, mostre
que existe um aberto U ⊂ Y n contendo y tal que f−1(U) é a união disjunta,
f−1(U) = V1 ∪ . . . ∪ Vk de k abertos Vi tais que xi ∈ Vi e f transforma Vi
difeomorficamente em U , para cada i = 1, . . . , k.
Sugestão: Comece por tomar vizinhanças abertas Wi ⊂ Xn dos pontos
xi que sejam transformadas difeomorficamente por f em vizinhanças Ui de
y em Y n. Mostre que f(X \

⋃k
i=1Wi) é um compacto que não contém y.

Figure 2.5: Pré-imagens por um difeomorfismo local

Ex 2.10. Seja f : Xn → Y n um difeomorfismo local duma variedade
compacta Xn noutra variedade Y n. Mostre que a função y 7→ #f−1(y)
é localmente constante.
Sugestão: Use o exerćıcio anterior.

Ex 2.11. Seja f : X → Y um mapa entre variedades X e Y . Mostre que:
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(a) O conjunto dos pontos cŕıticos de f é fechado em X.
Sugestão: Comece por estudar o caso em que f : U ⊆ Rn →
Rk é uma aplicação definida num aberto U dum espaço euclideano.
Exprima o facto de p ∈ U ser um ponto cŕıtico de f através de
condições nos menores1 da matriz Jacobiana ∂f

∂x (p). Note que estas
condições diferem consoante n < k ou n ≥ k. No caso geral, para
mostrar que o conjunto C dos pontos cŕıticos de f é fechado, tome
uma sequência (pn)n de pontos em C convergindo para p ∈ X. O
objectivo é mostrar que então p ∈ C. Tome cartas locais de X numa
vizinhança de p, e de Y numa vizinhança de f(p). Aplique então o
caso anterior ao representante local de f : (X, p) → (Y, f(p)) nestas
cartas.

(b) Se X é compacta, o conjunto dos valores regulares de f é aberto.

Ex 2.12. Seja G ⊆ R um subgrupo fechado de (R,+). Mostre que G = R
ou então G = aZ para algum a ∈ G.
Sugestão: Defina a = inf G∩]0,+∞[. Mostre primeiro que a ∈ G, e
depois que G = aZ se a > 0, e que G é denso em R se a = 0. Neste
caso, a = 0, suponha, com vista a um absurdo, que G∩]m,n[= ∅. Considere
o intervalo ]c, d[ limitado entre o supremo c dos elementos de G menores
ou iguais a m e o ı́nfimo d dos elementos de G maiores ou iguais a n, de
modo que G∩]c, d[= ∅. Veja que c ∈ G e d ∈ G. Obtenha uma contradição
encontrando elementos de G em ]c, d[.

Ex 2.13. Mostre que se m ∈ R é um número irracional, então o conjunto
Gm = {k +mp : k, p ∈ Z } é um subgrupo denso em R.

Ex 2.14. Considere o mapa g : R2 → S1 × S1,

g(x, y) = ( cos(2π x), sin(2π x), cos(2π y), sin(2π y) )

Mostre que se trata dum difeomorfismo local.

Ex 2.15. Usando o difeomorfismo local g do exerćıcio anterior, mostre que se
m ∈ R é um número irracional, o mapa fm : R→ S1×S1, fm(x) = g(x,mx),
é uma imersão injectiva com imagem densa.
Sugestão: Mostre que para t = (1, 0) ∈ S1, fm(R) ∩ {t} × S1 é denso em
{t} × S1 vendo que a pré-imagem deste conjunto por g contem {0} × Gm,
um subgrupo aditivo denso em {0} × R.

Ex 2.16. Mostre que a curva g : t 7→ (t, t2, t3) é um mergulho de R em R3.
Represente a imagem g(R) como o conjunto de ńıvel f−1(b) correspondente
a um valor regular b duma função f : R3 → R2.

Ex 2.17. Mostre que se X é uma variedade, a projecção π : TX → X,
π(x, v) = x, é uma submersão.

1Um menor é o determinante duma submatriz quadrada.
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Campos

Numa variedade, os campos escalares (funções) e os campos de vectores
(normais e tangentes) são objecto de estudo em Topologia Diferencial. Neste
caṕıtulo afloramos a teoria da classificação local destes objectos.

3.1 Campos de vectores

Seja X ⊂ Rn uma variedade.

Definição 3.1.1. Chama-se campo de vectores em X a um mapa suave
ξ : X → Rn. Um campo ξ em X diz-se tangente a X se ξ(x) ∈ TxX para
todo x ∈ X. Um campo ξ em X diz-se normal a X se ξ(x) ∈ TxX⊥ para
todo x ∈ X.

O espaço vectorial de funções suaves C∞(X,Rn) é formado pelos campos
vectoriais em X. Designamos por X∞(X) o espaço dos campos tangentes a
X, e por X∞⊥ (X) o espaço dos campos normais a X. Ambos são subespaços
vectoriais de C∞(X,Rn).

Teorema 3.1.1 (Decomposição em campos tangentes e normais). Todo o
campo de vectores ξ ∈ C∞(X,Rn) decompõem-se de modo único numa soma
ξ = ξT + ξ⊥ onde ξT ∈ X∞(X) e ξ⊥ ∈ X∞⊥ (X), i.e.,

C∞(X,Rn) = X∞(X)⊕ X∞⊥ (X) .

Dado um subespaço vectorial E ⊂ Rn, designamos por PE : Rn → Rn a
projecção ortogonal sobre E, que é caracterizada pelas propriedades

PE ◦ PE = PE , (PE)∗ = PE e PE(Rn) = E.

A projecção ortogonal sobre o complemento ortogonal E⊥ de E é complementar
de PE , i.e., PE⊥ = idRn − PE .

33
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Figure 3.1: Componente tangente e normal de um campo de vectores

Definem-se as componentes tangente e normal de um campo de vectores
ξ respectivamente por

ξT (x) := PTxX(ξ(x))

ξ⊥(x) := P(TxX)⊥(ξ(x)) = ξ(x)− ξT (x) .

O Teorema 3.1 é uma consequência do lema seguinte.

Lema 3.1.1. Dado ξ ∈ C∞(Xk,Rn), a aplicação ξT : X → Rn é suave.

Para a prova deste lema recordamos a seguir o método de ortogonalização
de Gram-Schmidt. Dado um vector unitário u ∈ Rn, ‖u‖ = 1, consideremos
o eixo E = Ru por ele gerado. A projecção ortogonal sobre o eixo E é dada
por PE(x) = (x · u)u, enquanto a projecção ortogonal sobre o hiperplano
ortogonal E⊥ = {v ∈ Rn : v · u = 0} é dada por PE⊥(x) = x− (x · u)u.

Uma famı́lia de vectores {u1, . . . , uk} se diz ortonormada se todos os seus
vectores forem unitários e perpendiculares entre si, o que se traduz pelas
relações de ortogonalidade ui · uj = δij , i, j = 1, . . . , k, onde δij representa o
śımbolo de Kronecker

δii =

{
1 se i = j
0 se i 6= j

Seja E ⊂ Rn um subespaço de dimensão k, com uma base ortonormada
{u1, . . . , uk}. As projecções ortogonais PE e PE⊥ podem ser expressas por:

PE(x) =

k∑
i=1

(x · ui)ui e PE⊥(x) = x−
k∑
i=1

(x · ui)ui .

O método de Gram-Schmidt usa a forma explicita destas projecções para
“ortonormalizar” qualquer famı́lia de vectores {v1, . . . , vk} linearmente independentes.
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Começa-se por normalizar o primeiro vector, u1 = v1/‖v1‖. A seguir projecta-
se v2 ortogonalmente sobre o hiperplano perpendicular a u1 e normaliza-se
o vector obtido:

w2 = v2 − (v2 · u1)u1 e u2 = w2/‖w2‖ .

Figure 3.2: O método de Gram-Schmidt em R3

Deste modo, {u1, u2} é uma base ortonormada do plano gerado pelos
vectores {v1, v2}. Em geral, supondo encontrada uma base ortonormada
{u1, . . . , un} para o subespaço gerado pelos vectores {v1, . . . , vn}. Projecta-
se vn+1 sobre o complemento ortogonal do subespaço gerado por estes vectores
e normaliza-se o vector obtido:

wn+1 = vn+1 −
n∑
i=1

(vn+1 · ui)ui e un+1 = wn+1/‖wn+1‖ .

O resultado é uma base ortonormada {u1, . . . , un, un+1} do subespaço gerado
pelos vectores {v1, . . . , vn, vn+1}. Este processo (continuado recursivamente
até n = k) diz-se o método de ortogonalização de Gram-Schmidt.

Definição 3.1.2. Uma famı́lia de campos {ξ1, . . . , ξk} ⊂ C∞(X,Rn) diz-
se pontualmente independente, resp. ortonormada, se para cada x ∈ X, a
famı́lia de vectores {ξ1(x), . . . , ξk(x)} ⊂ Rn for linearmente independente,
resp. ortonormada.

Se aplicarmos o método de Gram-Schmidt a uma famı́lia de campos
de vectores {ξ1, . . . , ξk} pontualmente independente, obtemos uma famı́lia
ortonormada de campos suaves {ν1, . . . , νk} que em cada ponto gera o mesmo
subespaço vectorial de Rn que a famı́lia original.

Lema 3.1.2. Seja X ⊂ Rn uma variedade de dimensão k. Dado p ∈ X,
existe um aberto U ⊆ Rn com p ∈ U e uma submersão f : U → Rn−k tal
que X ∩ U = f−1(0) e TxX = Nuc(Dfx) para qualquer x ∈ X ∩ U .
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Além disso existe uma famı́lia ortonormada {ν1, . . . , νn−k} ⊂ X∞⊥ (X ∩ U)
tal que {ν1(x), . . . , νn−k(x)} é uma base de T⊥x X, para todo x ∈ X ∩ U .

Proof. A aplicação g : X → Rn, g(x) = x, é um mergulho e em particular
uma imersão. Pelo Teorema 2.1.1 existem cartas locais φ : (X, p)' (Rk, 0) e
ψ : (Rn, p)'(Rn, 0) que tornam comutativo o diagrama seguinte

(X, p)
g−−−−→ (Rn, p)

φ

y yψ
(Rk, 0)

i−−−−→ (Rn, 0)

onde i : Rk → Rn = Rk × Rn−k representa a aplicação inclusão i(x) =
(x, 0). Pela comutatividade do diagrama anterior temos para cada x ∈ X
suficientemente próximo de p

ψ(x) = ψ(g(x)) = i(φ(x)) = (φ(x), 0). (3.1)

Dada uma vizinhança suficientemente pequena V de 0 em Rk existe W
vizinhança de p emX tal que φ : W → V é um difeomorfismo. Analogamente,
tomando outra (pequena) vizinhança V ′ de 0 em Rn−k existe U vizinhança
de p em Rn tal que ψ : U → V × V ′ é um difeomorfismo. Suponhamos que
estas vizinhanças foram escolhidas pequenas o suficiente de modo que (3.1)
seja válida para todo x ∈W . Se x ∈W então ψ(x) = (φ(x), 0) ∈ V ×{0} ⊂
V × V ′ o que implica que x ∈ U . Logo g(W ) = W ⊂ U .

Considerando a projecção π : V × V ′ → V ′, π(x, y) = y, temos

π−1(0) = V × {0} = i(V ). (3.2)

A aplicação f : U → V ′, f := π ◦ψ, é uma submersão que torna comutativo
o diagrama seguinte

W
g−−−−→ U

f−−−−→ V ′

φ

y yψ ∥∥∥
V

i−−−−→ V × V ′ π−−−−→ V ′

Como os mapas φ : W → V e ψ : U → V × V ′ são difeomorfismos segue
de (3.2) que

f−1(0) = W.

Dado x ∈W = f−1(0), como f : U → Rn−k é uma submersão a aplicação
linear Dfx : Rn → Rn−k é sobrejectiva e dim (Nuc(Dfx)) = k = dim(TxX).
Assim basta mostrar a inclusão TxX ⊂ Nuc(Dfx) para concluirmos a igualdade
entre estes subespaços.

Finalmente, dado v ∈ TxX existe uma curva suave α : I → X definida
num intervalo aberto I com 0 ∈ I tal que α(0) = x e α′(0) = v. Diminuindo
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se necessário o intervalo I temos α(t) ∈ U para cada t ∈ I. Logo (f ◦α)(t) ≡
0 o que implica que Dfxv = (f ◦ α)′(0) = 0, ou seja v ∈ Nuc(Dfx).

Os gradientes {5f1(x), . . . , 5fn−k(x)} das componentes de f constituem
uma base do espaço normal T⊥x X, porque Dfx : Rn → Rn−k é sobrejectiva
e

{5f1(x), . . . , 5fn−k(x)}⊥ = Nuc(Dfx) = TxX

para todo x ∈ X ∩ U . Aplicando o método de ortogonalização de Gram-
Schmidt a estes gradientes, obtemos a famı́lia ortonormada de campos normais
desejada.

O Lema 3.1.1, e o Teorema 3.1, seguem do Lema 3.1.2 porque

ξT (x) = ξ(x)−
n−k∑
j=1

(ξ(x) · νj(x)) νj(x).

Seja X ⊂ Rn uma variedade.

Definição 3.1.3. Chama-se fibrado normal de X ao conjunto

T⊥X := {(x, v) ∈ Rn × Rn : x ∈ X, v ∈ T⊥x X} .

Este conjunto T⊥X é uma variedade em R2n de dimensão n (Exerćıcio 3.7).

Os fibrados tangente e normal, TX e T⊥X, são instancias do conceito
abstracto de fibrado vectorial (Apêndice 14.7). Cada espaço tangente TpX
ou normal T⊥p X é referido como a fibra no ponto p. Os campos tangentes e
normais a X correspondem a secções suaves do fibrado tangente e normal,
respectivamente.

3.2 Fluxos

Todo o campo de vectores tangente ξ ∈ X∞(X) determina uma equação
diferencial ordinária (autónoma) na variedade X

x′ = ξ(x) .

Uma função diferenciável x : I → X, definida num intervalo aberto I ⊂ R,
diz-se uma solução desta equação se para todo t ∈ I se tem x(t) ∈ X e
x′(t) = ξ(x(t)).

Teorema 3.2.1 (Fluxo máximo dum campo). Dado ξ ∈ X∞(X) existe um
aberto D ⊂ R×X e uma (única) função ϕ : D → X tais que:
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(a) (existência local) Para cada p ∈ X, Dp := {t ∈ R : (t, p) ∈ D} é um
intervalo aberto contendo 0 e a aplicação x : Dp → X definida por
x(t) := ϕ(t, p) é solução do problema de Cauchy x′ = ξ(x), x(0) = p.

(b) (unicidade global) Dada outra solução x : I → X do problema de
Cauchy em (a) temos x(t) = ϕ(t, p) para todo t ∈ I ∩Dp.

(c) (propriedade de grupo) Se (t, x) ∈ D e (s, ϕ(t, x)) ∈ D então

(t+ s, x) ∈ D e ϕ(t+ s, x) = ϕ(s, ϕ(t, x)).

(d) (maximalidade) O domı́nio D contem o gráfico de qualquer solução
x : I → X do problema de Cauchy em (a), i.e., I ⊂ Dp.

(e) (diferenciabilidade) A função ϕ : D → X é suave.

Proof. Se X é um aberto de Rn este teorema é um resultado clássico da
teoria das equações diferenciais ordinárias [22].

Vamos agora reduzir o caso geral ao caso em que X é um aberto.

Para a existência local, aĺınea (a), fixemos p ∈ X e uma carta local
ψ : W → V , onde W é uma vizinhança aberta de p em X e V é uma
vizinhança aberta de 0 em Rk. Através da mudança de variável u = ψ(x) a
equação x′ = ξ(x) transforma-se na equação equivalente

u′ = Dψx(x′) = Dψx(ξ(x)) = Dψψ−1(u)(ξ(ψ
−1(u))) =: ξ̃(u).

O campo de vectores ξ̃(u), definido no aberto V , diz-se o representante local
de ξ na carta ψ. O campo ξ̃(u) está bem definido porque u ∈ V implica
que ψ−1(u) ∈ W ⊂ X, pelo que ξ(ψ−1(u)) ∈ Tψ−1(u)X, o que por sua
vez justifica que a derivada da carta ψ no ponto ψ−1(u) segundo o vector
ξ(ψ−1(u)) esteja bem definida.

Sendo u : I → V uma solução do problema de Cauchy u′ = ξ̃(u), u(t0) =
0, da equivalência entre as equações x′ = ξ(x) e u′ = ξ̃(u) resulta que a
função x : I → X, x(t) = ψ−1(u(t)), é uma solução do problema de Cauchy
x′ = ξ(x), x(t0) = p.

Do mesmo modo, a unicidade local das soluções da equação x′ = ξ(x)
reduz-se àquela da equação u′ = ξ̃(u). Para a unicidade global, aĺınea (b),
consideremos duas soluções x1 : I1 → X e x2 : I2 → X do problema de
Cauchy x′ = ξ(x), x(t0) = 0. Definindo J := {t ∈ I1 ∩ I2 : x1(t) = x2(t)},
como as soluções xi(t) são funções cont́ınuas, J é fechado em I1 ∩ I2. Da
unicidade local resulta que J é também aberto. Logo, como I1 ∩ I2 é um
intervalo, por conectividade J = I1 ∩ I2, o que prova (b).

Seja agora D o conjunto dos pontos (t, p) ∈ R ×X tais que existe uma
solução x : I → X do problema de Cauchy x′ = ξ(x), x(0) = p, num intervalo
aberto I que contém 0 e t, que usamos para definir o fluxo ϕ : D → X,
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ϕ(t, p) := x(t). As considerações anteriores mostram que esta aplicação está
em definida.

Suponhamos que (t0, x0) ∈ D e (s0, ϕ(t0, x0)) ∈ D.
A função x0(s) := ϕ(s, ϕ(t0, x0)) é uma solução do problema de Cauchy

x′ = ξ(x), x(0) = ϕ(t0, x0), definida num intervalo aberto I que contém
0 e s0. Assim a função x1(t) := x0(t − t0) é uma solução de x′ = ξ(x),
x(t0) = ϕ(t0, x0), num intervalo J que contém os tempos t0 e t0 + s0. Por
outro lado x2(t) = ϕ(t, x0) é uma solução do mesmo problema de Cauchy no
intervalo Dx0 que contém 0 e t0. Logo x2(t) = x1(t) para todo t ∈ J ∩Dx0 , e
juntando estas duas soluções obtemos uma solução do problema de Cauchy
x′ = ξ(x), x(0) = x0, num intervalo que contém 0 e t0 + s0. Provámos assim
que (t0 + s0, x0) ∈ D. Para concluir (c) temos

ϕ(t0 + s0, x0) = x1(t0 + s0) = x0(s0) = ϕ(s0, ϕ(t0, x0)).

Da existência e unicidade locais, jogando com a propriedade de grupo,
resulta que o domı́nio D é aberto em R×X.

Na aĺınea (d) a maximalidade do fluxo ϕ é uma consequência da definição
do seu domı́nio D.

Finalmente, a diferenciabilidade do fluxo, aĺınea (e), sendo uma propriedade
local, reduz-se à diferenciabilidade do fluxo do campo ξ̃ no aberto V , representante
de ξ na carta ψ.

Definição 3.2.1. A função ϕ : D → X cuja existência e unicidade é assegurada
no Teorema 3.2.1 diz-se o fluxo máximo do campo de vectores ξ ∈ X∞(X),
e será denotada por ϕξ(t, ·) = ϕtξ(·).

Definição 3.2.2. Dado ξ ∈ X∞(X), o seu suporte é o fecho topológico do
conjunto dos pontos onde ξ não se anula,

supp(ξ) : = {x ∈ X : ξ(x) 6= 0 } .

Definição 3.2.3. Um campo tangente ξ ∈ X∞(X) diz-se completo se o seu
fluxo máximo estiver definido em R×X.

Definição 3.2.4. Chama-se grupo a um parâmetro de difeomorfismos a uma
famı́lia de mapas {ϕt : X → X}t∈R tal que, quaisquer que sejam t, s ∈ R,

(a) ϕ0 = idX ;

(b) ϕt+s = ϕt ◦ ϕs;

(c) ϕ−t = (ϕt)−1.
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Um grupo a um parâmetro de difeomorfismos é também chamado de
sistema dinâmico (invert́ıvel) a tempo cont́ınuo. O conjunto X diz-se o
espaço de estados, ou o espaço de fases, do sistema dinâmico. Dado x ∈ X,
o conjunto O(x) := {ϕt(x) : t ∈ R} diz-se uma órbita do sistema. As órbitas
do sistema particionam o espaço de fases X. Chama-se retrato de fases a
uma representação gráfica desta partição do espaço de fases em órbitas.

Figure 3.3: Retrato de fases do campo ξ(x, y) := (y,− sinx).

O fluxo máximo dum campo completo ξ determina o grupo a um parâmetro
de difeomorfismos ϕtξ := ϕ(t, ·) : X → X.

A Figura 3.3 é o retrato de fases do fluxo (máximo) do campo ξ ∈
X∞(R2), ξ(x, y) := (y,− sinx). Sendo periódico, com peŕıodo 2π na variável
x, a aplicação ξ(x, y) determina um campo de vectores no cilindro C = S1×R
cujo fluxo ϕtξ é um grupo a um parâmetro de difeomorfismos de C. As linhas
verticais na Figura 3.3 (a tracejado) são identificadas no cilindro C.

Teorema 3.2.2. Todo o campo ξ ∈ X∞(X) com suporte compacto é completo.
Em particular ξ determina um grupo a um parâmetro de difeomorfismos
ϕtξ : X → X.

Proof. Seja ϕ : D → X o fluxo máximo do campo ξ. Pela compacidade do
suporte de ξ existe ε > 0 tal que [−ε, ε]×X ⊆ D.

Por indução, obtemos [−n ε, n ε]×X ⊆ D, para todo n ∈ N. Com efeito,
supondo que [−n ε, n ε]×X ⊆ D, cada elemento de [−(n+1) ε, (n+1) ε] pode
ser escrito na forma n t+s com t, s ∈ [−ε, ε]. Dado x ∈ X, por hipótese de
indução (n t, x) ∈ D e (s, ϕt(x)) ∈ D. Logo, pela propriedade de grupo do
fluxo máximo, (n t+s, x) ∈ D, o que mostra que [−(n+1) ε, (n+1) ε]×X ⊆
D. Logo D = R×X, pelo que ξ é completo.
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3.3 Conjugação entre campos

Vamos agora introduzir uma noção natural de equivalência entre campos de
vectores.

Definição 3.3.1. Dado um difeomorfismo f : X → Y entre variedades X
e Y , e um campo de vectores ξ ∈ X∞(X), chama-se push-forward de ξ ao
campo de vectores η = f∗ξ ∈ X∞(Y ) definido por η(x) := Dff−1(x) ξ(f

−1(x)).
O difeomorfismo f diz-se uma conjugação entre os campos ξ e η.

Figure 3.4: Push-forward de um campo de vectores

Definição 3.3.2. Dois campos ξ ∈ X∞(X) e η ∈ X∞(Y ) dizem-se conjugados
se existir um difeomorfismo f : X → Y tal que η = f∗ξ.

Da proposição seguinte resulta que esta é uma relação de equivalência.

Proposição 3.3.1. Sejam f : X → Y e g : Y → Z difeomorfismos. Dado
um campo tangente ξ ∈ X∞(X), (g ◦ f)∗ξ = g∗(f∗ξ).

Proof. Exerćıcio 3.4.

Proposição 3.3.2. Dados campos conjugados ξ ∈ X∞(X) e η ∈ X∞(Y ) e
uma conjugação f : X → Y tal que η = f∗ξ, os fluxos máximos ϕξ : Dξ → X
e ϕη : Dη → Y dos campos ξ e η, respectivamente, estão relacionados por

ϕη(t, f(x)) = f(ϕξ(t, x)), (3.3)

sendo que

(t, f(x)) ∈ Dη ⇔ (t, x) ∈ Dξ.

Proof. Basta ver que uma função diferenciável x : I → X é solução do
problema de Cauchy x′ = ξ(x), x(0) = p se e somente se y = f ◦ x : I → Y
for solução do problema de Cauchy y′ = η(y), y(0) = f(p).
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Supondo que x(t) é solução de x′ = ξ(x) temos

y′(t) = (f ◦ x)′(t) = Dfx(t)(x
′(t)) = Dfx(t)(ξ(x(t)))

Dff−1(y(t))(ξ(f
−1(y(t)))) = η(y(t)),

pelo que y(t) = f(x(t)) é solução de y′ = η(y). A implicação rećıproca
reduz-se a esta porque ξ = (f−1)∗η.

Se X e Y forem variedades compactas, os campos ξ e η são completos e
a relação (3.3) equivale a dizer que

ϕtη ◦ f = f ◦ ϕtξ ∀ t ∈ R. (3.4)

Esta igualdade mostra que a conjugação f : X → Y transforma óbitas do
campo ξ em órbitas do campo η. O conceito de conjugação corresponde à
noção natural de ‘isomorfismo’ entre os sistemas dinâmicos a tempo cont́ınuo
determinados pelos campos ξ e η.

Podeŕıamos tentar dizer que um campo de vectores ξ ∈ X∞(X) é estável
quando a sua classe de equivalência seja um conjunto aberto em X∞(X),
mas este conceito fica trivial: nenhum campo de vectores (numa variedade
compacta) que tenha uma singularidade é estável neste sentido. Definimos
a seguir uma noção mais fraca de estabilidade baseada no seguinte conceito:

Definição 3.3.3. Dois campos ξ ∈ X∞(X) e η ∈ X∞(Y ) dizem-se topologicamente
conjugados se existir um homeomorfismo f : X → Y tal que (t, f(x)) ∈ Dη

sse (t, x) ∈ Dξ, e além disso

ϕη(t, f(x)) = f(ϕξ(t, x)) ∀ (t, x) ∈ Dξ.

Tal como anteriormente a relação de conjugação topológica é uma relação
de equivalência.

Um campo ξ ∈ X∞(X) numa variedade compacta X diz-se Cr-estrutu-
ralmente estável (r ≥ 1) se a sua classe de conjugação topológica for aberta
no espaço de Banach Xr(X) dos campos de vectores de classe Cr em X.
A teoria hiperbólica (dos sistemas dinâmicos) caracteriza o conjunto aberto
formado pelos campos de vectores estruturalmente estáveis numa variedade
compacta.

3.4 Conjugação local entre campos

Introduzimos agora a versão local do conceito de equivalência por conjugação
entre campos de vectores.
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Definição 3.4.1. Dados campos de vectores ξ ∈ X∞(X) e η ∈ X∞(Y )
e pontos p ∈ X, q ∈ Y , dizemos ξ e η são localmente conjugados nos
pontos p e q, e escrevemos (ξ, p) ' (η, q) se existir um difeomorfismo local
φ : (X, p) ' (Y, q) tal que φ∗ξ = η numa vizinhança de q.

Definição 3.4.2. Se ξ ∈ X∞(X) e ψ : (X, p) ' (Rk, 0) for uma carta local
da variedade X então o campo de vectores ξ̃ = ψ∗ξ diz-se o representante
local de ξ na carta ψ.

Este conceito de representante local dum campo ξ numa carta ψ foi
usado na prova do Teorema 3.2.1.

Definição 3.4.3. Seja ξ ∈ X∞(X). Chama-se ponto regular de ξ a um
ponto p ∈ X tal que ξ(p) 6= 0. Chama-se singularidade de ξ a um ponto
p ∈ X tal que ξ(p) = 0.

À volta dum ponto regular, o retrato de fases dum campo de vectores é
essencialmente sempre o mesmo.

Proposição 3.4.1. Seja η o campo constante η ≡ (1, 0 . . . , 0) em Rk. Se
p ∈ Xk é um ponto regular do campo ξ ∈ X∞(Xk) então (ξ, p) ' (η, 0).

Proof. Exerćıcio 3.2.

As figuras seguintes ilustram como em torno de singularidades os retratos
de fases de dois campos de vectores podem ser radicalmente distintos.

Figure 3.5: Dois campos de vectores não lineares em R2 com singularidades
na origem: ξ(x, y) = (x2− y2, 2xy) e η(x, y) = (−x+ y2/8, y) que não são
localmente conjugados
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Perto duma singularidade p ∈ X todo o campo ξ ∈ X∞(X) é aproximadamente
linear. Dada uma carta local φ : (X, p) ' (Rn, 0), o representante ξ̃ = φ∗ξ
tem uma singularidade na origem que satisfaz

ξ̃(x) = Ax+ o(‖x‖) (x→ 0) ,

onde A = ∂ξ̃
∂x(0) é a matriz Jacobiana de ξ̃.

Definição 3.4.4. A = ∂ξ̃
∂x(0) diz-se a matriz Jacobiana de (ξ, p) na carta φ.

Sejam X ⊂ Rn uma variedade e ξ ∈ X∞(X) um campo de vectores.

Proposição 3.4.2. Se p ∈ X é uma singularidade de ξ então a derivada
Dξp : TpX → Rn de ξ em p satisfaz Dξp(TpX) ⊆ TpX.

Proof. Exerćıcio 3.3.

Proposição 3.4.3. Sejam p ∈ X uma singularidade de ξ e φ : (Rk, 0)'(X, p)
uma parametrização local de (X, p). Então a matriz Jacobiana de (ξ, p)
na carta φ−1 representa o endomorfismo linear Dξp : TpX → TpX na base

{ ∂φ∂x1 (p), · · · , ∂φ∂xk (p)}. Em particular todas as matrizes Jacobianas de ξ são
conjugadas entre si.

Proof. Dada uma parametrização local φ : (Rk, 0) ' (X, p) vamos mostrar
que sendo ξ̃ = (φ−1)∗ξ o correspondente representante local de ξ, o diagrama
seguinte comuta

TpX
Dξp−−−−→ TpX

Dφ0

x xDφ0
Rk Dξ̃0−−−−→ Rk

donde segue que a matriz Jacobiana ∂ξ̃
∂x(0) representa o endomorfismo Dξp

na base indicada.
Como ξ = φ∗ξ̃, temos para todo x numa vizinhança de 0 em Rk

Dφxξ̃(x) = ξ(φ(x)).

Derivando esta relação segundo um vector v ∈ Rk

D2φx(v, ξ̃(x)) +DφxDξ̃x(v) = Dξφ(x)Dφx(v),

e em x = 0 obtemos Dφ0◦Dξ̃0 = Dξp◦Dφ0, porque ξ̃(0) = 0 e φ(0) = p.

Olhemos agora para o caso dos campos lineares. Seja Matn(R) o espaço
vectorial das matrizes A de dimensão n × n com coeficientes reais. Cada
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matriz A ∈ Matn(R) define o campo linear ξA ∈ X∞(Rn), ξA(x) := Ax.
Dada uma matriz invert́ıvel M , seja TM : Rn → Rn o isomorfismo linear
TM (x) = M x. O push-forward do campo ξA pelo mapa TM é outro campo
linear ξB, associado à matriz B = M AM−1. Note que D(TM )x(v) = M v,
e (TM )−1(x) = M−1 x. Recorde ainda que duas matrizes A,B ∈ Matn(R) se
dizem conjugadas se existir uma matriz invert́ıvel M tal que B = M AM−1.
Matrizes conjugadas têm sempre o mesmo determinante, o mesmo traço, os
mesmos valores próprios e as mesmas dimensões dos subespaços próprios
correspondentes.

Proposição 3.4.4. Dois campos lineares ξA e ξB em Rn são localmente
conjugados (na origem) enquanto campos de vectores sse as matrizes A e
B forem conjugadas.

Proof. Se B = M AM−1 então ξB = (TM )∗ξA mostra que ξA e ξB são
conjugados como campos de vectores. Reciprocamente, se φ : Rn → Rn é
um difeomorfismo tal que ξB = φ∗ξA, considerando a matriz Jacobiana de
φ na origem, M = ∂φ

∂x (0), vale a relação B = M AM−1.

A proposição anterior mostra que a classificação por conjugação dos
campos lineares é equivalente à classificação das matrizes em Matn(R) pela
relação de conjugação, que é feita via teoria espectral das matrizes. As
formas normais de Jordan são os representantes canónicos das classes de
conjugação em Matn(R) (ver Apêndice 14.2).

Dada uma matriz A ∈ Matn(R), o fluxo do campo linear ξA é dado pela
exponencial de A, ϕtA : Rn → Rn, ϕtA(x) = etAx.

O comportamento qualitativo do fluxo ϕtA depende dos sinais das partes
reais dos valores próprios de A. Por exemplo, se v = x + iy ∈ Cn, com
x, y ∈ Rn, é um vector próprio de A associado ao valor próprio λ ∈ C, i.e.,
se Av = λ v, então

max{‖etAx‖, ‖etAy‖} ≤ ‖etAv‖ = ‖etλv‖ = |etλ|‖v‖ = etReλ ‖v‖.

Logo,

Reλ < 0 ⇒ lim
t→+∞

ϕtA(x) = 0, lim
t→+∞

ϕtA(y) = 0,

Reλ > 0 ⇒ lim
t→−∞

ϕtA(x) = 0, lim
t→−∞

ϕtA(y) = 0.

Estas conclusões estendem-se aos vectores próprios generalizados (Apêndice 14.2).

A Figura 3.6 apresenta alguns retratos de fase de fluxos lineares em
R2. Os sinais da parte real dos valores próprios da matriz determinam o
comportamento qualitativo das órbitas do campo linear.
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Figure 3.6: Fluxos lineares em R2
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Definição 3.4.5. Uma matriz A ∈ Matn(R) diz-se hiperbólica se todo o
valor próprio λ ∈ spec(A) satisfizer Re(λ) 6= 0.

O conjunto das matrizes hiperbólicas

Hn := {A ∈ Matn(R) : A é hiperbólica }

é grande tanto no sentido topológico como no sentido de teoria da medida.

Proposição 3.4.5. O conjunto Hn é aberto e denso em Matn(R) e tem
medida de Lebesgue total no espaço Matn(R).

Proof. O conjunto Hn é aberto e denso [9, Proposição 2.11]. Por outro lado
o complementar N := Matn(R) \Hn é a projecção em Matn(R) do seguinte
conjunto algébrico

Ñ := {(λ,A) ∈ C×Matn(R) : det(A− λ I) = 0 e Re(λ) = 0 }.

Pelo Teorema de Tarski-Seidenberg [1, Theorem 2.3.4], o conjunto N é
semialgébrico. Como N é um conjunto fechado com interior vazio, N está
contido numa variedade algébrica de co-dimensão positiva. Logo N tem
medida de Lebesgue nula.

Designando por Es = Es(A), resp. Eu = Eu(A), a soma de todos
os subespaços próprios generalizados (reais) associados a valores próprios
com parte real negativa, resp. positiva, a decomposição em soma directa
Rn = Es ⊕ Eu é invariante pela matriz A no sentido que AEs = Es e
AEu = Eu. Segue que ela é também invariante pelo fluxo do campo ξA,
i.e., ϕtA(Es) = Es e ϕtA(Eu) = Eu, para todo t ∈ R. Além disso valem as
igualdades

Es(A) = {x ∈ Rn : lim
t→+∞

ϕtA(x) = 0},

Eu(A) = {x ∈ Rn : lim
t→−∞

ϕtA(x) = 0}.

Em dimensão dois, quando a matriz tem dois valores próprios de sinais
contrários os espaços invariantes Es e Eu têm dimensão um e a órbita de
qualquer ponto fora dos eixos Es e Eu é uma hipérbole (imagem à esquerda
na figura 3.7).

Chama-se ı́ndice de estabilidade duma matriz hiperbólica A à dimensão

ind(A) = dimEs(A)

que coincide com o número de valores próprios com parte real negativa,
contados com multiplicidade.

Proposição 3.4.6. Dadas A,B ∈ Matn(R) hiperbólicas, o campo ξA é
topologicamente conjugado a ξB se e somente se ind(A) = ind(B).
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Figure 3.7: Singularidades hiperbólicas

Proof. Ver [9, Proposição 5.4].

Uma singularidade p ∈ X dum campo de vectores ξ ∈ X∞(X) diz-
se Cr-linearizável (r ≥ 1) se existir uma conjugação local f : (X, p) '
(Rn, 0) de classe Cr entre o campo ξ numa vizinhança de p e o campo
linear ξA numa vizinhança de 0, onde A ∈ Matn(R) é uma matriz que
representa Dξ : TpX → TpX numa certa base. Quando r = 0, esta relação
de conjugação local corresponde a dizer que

f(ϕξ(t, x)) = etAf(x)

para todo o x numa vizinhança de p em X e todo t perto de 0.

Uma singularidade p ∈ X dum campo ξ ∈ X∞(X) diz-se hiperbólica se
uma (qualquer) matriz Jacobiana A de Dξ : TpX → TpX for hiperbólica.

Teorema 3.4.1 (Hartman-Grobman). Toda a singularidade hiperbólica
dum campo de vectores é C0-linearizável.

Proof. Ver [22, Teorema 4].

Da Proposição 3.4.6 e do Teorema 3.4.1 obtém-se facilmente o seguinte:

Corolário 3.4.1. Toda a singularidade hiperbólica dum campo ξ ∈ X∞(X)
é localmente C0-estruturalmente estável.

O teorema seguinte descreve a geometria à volta de uma singularidade
hiperbólica. Ver Figura 3.7.
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Teorema 3.4.2 (da variedade estável e instável). Seja ξ ∈ X∞(X) um
campo com uma singularidade hiperbólica no ponto p ∈ X. Então os
conjuntos

W s(p) := {x ∈ X : lim
t→+∞

ϕtξ(x) = p}

W u(p) := {x ∈ X : lim
t→−∞

ϕtξ(x) = p}

são subvariedades de X tais que TpW
s(x) = Es e TpW

u(x) = Eu, onde
TpX = Es⊕Eu representa a decomposição hiperbólica de Dξp : TpX → TpX.

Proof. Ver [9, Teorema 6.2].

O teorema seguinte mostra como a parte linear dum campo classifica,
genericamente, as singularidades hiperbólicas.

Teorema 3.4.3 (Poincaré-Sternberg). Seja ξ ∈ X∞(X) um campo com uma
singularidade hiperbólica no ponto p ∈ X. Se o espectro desta singularidade
spec(Dξp) = {λ1, . . . , λn} satisfizer as seguintes condições de não ressonância

λi 6=
n∑
j=1

mj λj

quaisquer que sejam os inteiros m1, . . . ,mn ≥ 0 com m1 + · · · + mn ≥ 2,
então a singularidade p do campo ξ é C∞-linearizável.

Seja ξ ∈ X∞(X) e p ∈ X tal que ξ(p) = 0. Dizemos que a singularidade
p é não degenerada se det(Dξp) 6= 0. Dizemos que a singularidade p é isolada
se existir uma vizinhança aberta U de p em X tal que ξ(x) 6= 0 para todo
x ∈ U \ {p}.

Proposição 3.4.7. Dado ξ ∈ X∞(X), toda a singularidade não degenerada
de ξ é isolada.

Proof. Seja p ∈ X uma singularidade do campo ξ ∈ X∞(X). Seja ξ̃ =
φ∗ξ o representante de ξ numa carta φ : (Xk, p) ' (Rk, 0). Se det(Dξp) =
det(Dξ̃0) 6= 0 então, pelo Teorema da função inversa, ξ̃ : (Rn, 0)→ (Rn, 0) é
um difeomorfismo local. Logo ξ̃(0) = 0 é uma singularidade isolada de ξ̃, o
que implica que p seja uma singularidade isolada de ξ.

A rećıproca da proposição anterior é falsa. O campo ξ na Figura 3.5 à
esquerda tem uma singularidade isolada e degenerada na origem.
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3.5 Campos escalares

Seja f : X → R uma função suave numa variedade X.

Definição 3.5.1. Chama-se gradiente de f no ponto p ∈ X ao único vector
∇f(p) ∈ TpX tal que para todo v ∈ TpX,

v · ∇f(p) = Dfp(v).

Chama-se espaço Euclideano a um espaço vectorial real V munido de um
producto interno. Todo o espaço tangente V = TpX a uma variedade X ⊂
Rn é um espaço Euclideano quando munido do produto interno induzido
pelo produto canónico em Rn. A definição anterior justifica-se pelo seguinte
facto de Geometria Euclideana.

Proposição 3.5.1. Seja V um espaço Euclideano. Dada uma forma linear
λ : V → R existe um único vector u ∈ V tal que para todo v ∈ V , λ(v) = u·v.

Proof. Exerćıcio 3.8.

Proposição 3.5.2. Seja X ⊂ Rn uma variedade e f : X → R uma função
suave. Se f̃ : U ⊂ Rn → R for uma extensão suave de f : X ∩ U → R então
para todo x ∈ U ∩X,

∇f(x) = PTxX(∇f̃(x)) = (∇f̃(x))T .

Em particular ∇f ∈ X∞(X).

Proof. Dados x ∈ U ∩X e v ∈ TxX temos

v · ∇f(x) = Dfx(v) = Df̃x(v) = v · ∇f̃(x) = v · PTxX(∇f̃(x))

a última igualdade porque

∇f̃(x)− PTxX(∇f̃(x)) = P(TxX)⊥(∇f̃(x)) ∈ (TxX)⊥.

Logo ∇f(x) = PTxX(∇f̃(x)). Como f̃ é de classe C∞ o mesmo acontece
com o gradiente ∇f̃ , e pelo Teorema 3.1.1 segue que ∇f = (∇f̃)T é um
campo de vectores suave.
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3.6 Formas quadráticas

Seja f : U → R uma função suave num aberto U ⊆ Rn e suponhamos que
0 é um ponto cŕıtico de f . O desenvolvimento de Taylor de segunda ordem
de f em 0 permite-nos compreender a geometria do gráfico de f em torno
da origem. Quando x→ 0 temos

f(x) = f(0) + Df0︸︷︷︸
=0

(x) +
1

2!
D2f0(x, x) + o(‖x‖2)

= f(0) +
1

2
D2f0(x, x) + o(‖x‖2)

= f(0) +
1

2
xTAx+ o(‖x‖2)

onde A = ∂2f
∂x2

(0) = [ ∂2f
∂xi∂xj

(0) ] (1 ≤ i, j ≤ n) representa a matriz Hessiana

de f no ponto 0. A matriz Hessiana ∂2f
∂x2

(0) é sempre uma matriz simétrica e
a expressão quadrática que lhe está associada neste desenvolvimento diz-se
uma forma quadrática.

Mais precisamente, chama-se forma quadrática a qualquer polinómio
homogéneo de 2º grau P (x) nas variáveis x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Designamos
por Q(Rn) o espaço linear das formas quadráticas e por

MatSn := {A ∈ Matn(R) : AT = A}

o espaço das matrizes simétricas.
Cada matriz simétrica A ∈ MatSn define a forma quadrática QA(x) :=

xTAx. Além disso a correspondência Φ: MatSn → Q(Rn), Φ(A) := QA, é
isomorfismo (Exerćıcio 3.11). Qualquer que seja A ∈ Matn(R), A e S =
(A+AT )/2 definem a mesma forma quadrática QA, sendo S a única matriz
simétrica que define QA (Exerćıcio 3.10). É habitual identificar a forma
quadrática QA com a única matriz simétrica A que a define.

Dada uma matriz invert́ıvel M , a composição da forma quadrática QA
com o automorfismo linear TM : Rn → Rn, TM (x) := M x, é outra forma
quadrática QB, associada à matriz B = MTAM .

QA ◦ TM (x) = QA(M x) = (M x)TA (M x) = xT (MTAM)x = QB(x) .

Definição 3.6.1. Duas matrizes A,B ∈ MatSn dizem-se semelhantes se
existir uma matriz invert́ıvel M tal que B = MTAM , ou seja, tal que
QB = QA ◦ TM . Neste caso diremos também que as formas quadráticas QB
e QA são semelhantes.

Chama-se nulidade duma forma quadrática Q = QA à dimensão do
núcleo da matriz A. A nulidade de Q seré denotada por nul(Q). Uma
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forma quadrática Q(x) diz-se definida positiva se Q(x) > 0 para todo x ∈
Rn \ {0}. Analogamente, Q(x) diz-se definida negativa se Q(x) < 0 para
todo x ∈ Rn\{0}. Observe que Q(x) é definida positiva ou definida negativa
consoante 0 é um mı́nimo estrito, respectivamente um máximo estrito, da
função Q(x). Chama-se ı́ndice duma forma quadrática Q(x) ao maior inteiro
k = 0, 1, . . . , n para o qual existe um subespaço linear S ⊂ Rn de dimensão k
tal que a restrição de Q(x) a S é definida negativa. Denotaremos por ind(Q)
o ı́ndice da forma quadrática Q. Resulta desta definição que uma forma
quadrática Q(x) é definida positiva sse nul(Q) = ind(Q) = 0, enquanto Q(x)
é definida negativa sse nul(Q) = 0 e ind(Q) = n. Uma forma quadrática
Q(x) diz-se não degenerada se nul(Q) = 0.

Proposição 3.6.1. Se Q1, Q2 ∈ Q(Rn) são formas quadráticas semelhantes
então nul(Q1) = nul(Q2) e ind(Q1) = ind(Q2).

Proof. Sejam QA e QB duas formas quadráticas com A,B ∈ MatSn . Supondo
que elas são semelhantes existe M ∈ Matn(R) invert́ıvel tal que B =
MTAM . Então Bx = 0 sse AMx = 0, donde resulta que MNuc(B) =
Nuc(A). Logo,

nul(QB) = dim(Nuc(B)) = dim(M Nuc(B)) = dim(Nuc(A)) = nul(QA).

Como QB(x) = QA(Mx), dado um subespaço linear S ⊆ Rn, QB(x) é
definida negativa em S sse QA(x) é definida negativa em MS. Logo, como
M é invert́ıvel, dim(S) = dim(M · S). Segue que ind(QA) = ind(QB).

Uma forma quadrática Q ∈ Q(Rn) diz-se diagonal se existir uma matriz
diagonal D = Diag(λ1, . . . , λn) ∈ Matn(R) tal que para cada x ∈ Rn

Q(x) = QD(x) =
n∑
j=1

λj x
2
j .

Uma matriz M ∈ Matn(R) diz-se ortogonal se MTM = I. Uma matriz
M é ortogonal sse as linhas (resp. colunas) de M formarem uma base
ortonormada de Rn. Se M é ortogonal o automorfismo TM : Rn → Rn é
uma isometria.

Teorema 3.6.1. Dada uma forma quadrática Q ∈ Q(Rn) existe uma matriz
ortogonal M ∈ Matn(R) tal que a forma Q ◦ TM é diagonal.

Proof. Seja A ∈ MatSn uma matriz simétrica tal que Q = QA. Por simetria
a matriz A tem n valores próprios reais λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn e admite uma
base ortonormada de vectores próprios {u1, u2, . . . , un} tais que A ui = λi ui,
para todo i = 1, . . . , n.
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Designando por M a matriz ortogonal cujas colunas são os vectores ui,
i = 1, . . . , n, tem-se

QA(M x) = QA(
n∑
i=1

xi ui) = (
n∑
i=1

xi ui)
TA(

n∑
j=1

xj uj)

= (

n∑
i=1

xi u
T
i )(

n∑
j=1

xj Auj) = (

n∑
i=1

xi u
T
i )(

n∑
j=1

xj λj uj)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

xi xj λj u
T
i uj =

n∑
i=1

n∑
j=1

xi xj λj δij =

n∑
i=1

λi x
2
i .

Corolário 3.6.1. Seja QA(x) uma forma quadrática associada a uma matriz
A ∈ MatSn com valores próprios λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn repetidos de acordo com
a sua multiplicidade. Então

nul(QA) = #{1 ≤ j ≤ n : λj = 0}
ind(QA) = #{1 ≤ j ≤ n : λj < 0}

Proof. Seja {u1, . . . , un} uma base ortonormada de vectores próprios de A
associada à sequência de valores próprios dada. Consideremos a decomposição
em soma directa Rn = E−⊕E0⊕E+, onde E−, E0 e E+ são os subespaços
gerados pelos vectores próprios ui tais que λi < 0, λi = 0, e λi > 0,
respectivamente. É claro que E0 = Nuc(A), pelo que dim(E0) = nul(QA).
A forma quadrática QA é definida negativa sobre E−, pelo que dim(E−) ≤
ind(QA). Reciprocamente, dado um subespaço S ⊂ Rn tal que QA é
definida negativa sobre S, temos S ∩ (E0 ⊕ E+) = {0}, pelo que dim(S) ≤
dim(E−). Como S é arbitrário vem ind(QA) ≤ dim(E−). Logo, dim(E−) =
ind(QA).

Seja Qnk : Rn → R a forma quadrática modelo

Qnk(x1, . . . , xn) = −(x1)2 − . . .− (xk)
2 + (xk+1)2 + . . .+ (xn)2 .

que satisfaz nul(Qnk) = 0 e ind(Qnk) = k.

Corolário 3.6.2 (Teorema Fundamental das Formas Quadráticas). Toda
a forma quadrática Q ∈ Q(Rn) com ı́ndice k e nulidade 0 é semelhante à
forma quadrática modelo Qnk .
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Proof. Pelo Teorema fundamental das formas quadráticas, QA é semelhante
a uma forma diagonal QD com D = diag(λ1, . . . , λn), onde λ1 ≤ . . . ≤ λn
são os valores próprios de A. Como nul(QA) = 0 todos estes valores próprios
são diferentes de 0. Seja para cada i = 1, . . . , n, εi = sgn(λi) ∈ {−1,+1}.
Se A tem ı́ndice k, então a matriz diagonal E = diag(ε1, . . . , εn), define
a forma quadrática Qnk(x). Como a matriz diagonal D admite a seguinte
decomposição

D =


√
|λ1| · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
√
|λn|


T ε1 · · · 0

...
. . .

...
0 · · · εn



√
|λ1| · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
√
|λn|


as formas QA, QD e QE = Qnk são semelhantes entre si.

Figure 3.8: Curvas de ńıvel das formas quadráticas Q2
k em R2

3.7 Representação local duma função num ponto
cŕıtico

Duas funções f : X → R e g : Y → R dizem-se semelhantes se existe um
difeomorfismo φ : X → Y e uma constante c ∈ R tais que f = c+ g ◦ φ.

Vamos dizer que f : (X, p) → (R, r) e g : (Y, q) → (R, s) são localmente
semelhantes se existe um difeomorfismo local φ : (X, p) ' (Y, q) tal que
f = r − s+ g ◦ φ.
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Figure 3.9: Superf́ıcies de ńıvel das formas quadráticas Q3
k em R3

Dada uma parametrização local φ : (Rn, 0) ' (X, p) a função f̃ : (Rn, 0)→
(R, 0), definida por f̃ = −f(p) + f(φ(x)), diz-se um representante local de

f na carta φ−1 de X. A matriz ∂2f̃
∂x2

(0) diz-se a Hessiana de f no ponto p
relativa à carta φ−1.

Proposição 3.7.1. Sejam f : X → R uma função suave e p ∈ X um ponto
cŕıtico de f . Todas as Hessianas de f em p relativas a diferentes cartas locais
são semelhantes entre si.

Proof. Se g : (Rn, 0)→ (R, 0) e h : (Rn, 0)→ (R, 0) são representantes locais
duma função f : (X, p) ' (R, c), então são localmente semelhantes entre
si. Seja φ : (Rn, 0) → (Rn, 0) um difeomorfismo local tal que g = h ◦ φ.
Derivando uma vez obtemos

Dgx(u) = Dhφ(x)(Dφx(u)).

Derivando a segunda vez em x = 0, e usando que Dh0 = 0,

D2g0(u, u) = D2h0(Dφ0(u), Dφ0(u)) +Dh0︸︷︷︸
=0

(D2φ0(u, u)) .

Temos então
D2g0(u, u) = D2h0(Dφ0(u), Dφ0(u))
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Em termos das matrizes Hessianas, esta relação é equivalente a

uT
∂2g

∂x2
(0)u = (Mu)T

∂2h

∂x2
(0) (Mu)

onde M = ∂φ
∂x (0). Logo ∂2g

∂x2
(0) = MT ∂2h

∂x2
(0)M .

Sejam f : X → R uma função suave e p ∈ X um ponto cŕıtico de f .

Definição 3.7.1. Chama-se nulidade de f em p à nulidade de qualquer
matriz Hessiana de f em p. Analogamente, chama-se ı́ndice de f em p ao
ı́ndice de qualquer matriz Hessiana de f em p.

Pela proposição anterior a nulidade e o ı́ndice são independentes das
matrizes Hessianas. Vamos denotá-las respectivamente por nul(f, p) e ind(f, p).

Definição 3.7.2. Um ponto cŕıtico p ∈ X de f : X → R diz-se não
degenerado se nul(f, p) = 0, o que equivale a dizer que qualquer das suas
matrizes Hessianas é não degenerada.

Figure 3.10: A função f : R2 → R, f(x, y) := x4− 6x2y2 + y4 tem um ponto
cŕıtico degenerado na origem.

Proposição 3.7.2. Seja f : X → R uma função suave e p ∈ X. Então p
é um ponto cŕıtico não degenerado de f sse p é uma singularidade não
degenerada de ∇f .

Proof. Seja f̃ : (Rn, p) → (R, f(p)) uma extensão local de f tal que p é um
ponto cŕıtico de f̃ . A existência duma tal extensão é demonstrada a seguir no
Lema 3.7.1. Seja φ : (Rk, 0) ' (X, p) uma parametrização local da variedade
X. Seja g = −f(p) + f ◦ φ a função representante local de f na carta φ−1.
Finalmente, seja ξ o campo gradiente ∇f .
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Temos para todo v ∈ TxX,

ξ(x) · v = ∇f(x) · v = ∇f̃(x) · v = Df̃x(v) .

Derivando em x = p obtemos

Dξp(u) · v = D2f̃p(u, v) .

Por outro lado, derivando g = const + f ◦ φ = const + f̃ ◦ φ temos

Dgx(v) = Df̃φ(x)Dφx(v) .

Derivando novamente em x = 0 vem

uT
∂2g

∂x2
(0) v = D2g0(u, v) = Df̃2

p (Dφ0(u), Dφ0(v)) +Df̃p︸︷︷︸
=0

D2φ0(u, v)

= Df̃2
p (Dφ0(u), Dφ0(v)) = Dξp(Dφ0(u)) ·Dφ0(v) .

Desta fórmula resulta a equivalência entre as afirmações seguintes:

(i) A matriz ∂2g
∂x2

(0) é não degenerada, i.e., p é um ponto cŕıtico não
degenerado de f ;

(ii) Dξp : TpX → TpX é um isomorfismo, i.e., p é uma singularidade não
degenerada de ξ = ∇f .

Lema 3.7.1. Sejam X ⊂ Rn uma variedade, f : X → R uma função
suave e p ∈ X um ponto cŕıtico de f . Então existe uma extensão suave
f̃ : U ⊂ Rn → R de f a uma vizinhança aberta U ⊂ Rn de p tal que p é um
ponto cŕıtico de f̃ .

Proof. Comecemos por tomar uma extensão local f̃ : (Rn, p)→ (R, f(p)) de
f a uma vizinhança de p. Seja h : (Rn, p) → (Rn−k, 0) uma submersão
definida numa vizinhança de p, tal que nessa vizinhança X = h−1(0).
Como Nuc(Dhp) = TpX, a restrição da derivada Dhp a (TpX)⊥ induz um
isomorfismoDhp : (TpX)⊥ → Rn−k. Considerando a forma linear α : (TpX)⊥ →
R definida por α(v) := Df̃p(v), existe w ∈ Rn−k tal que w ·Dhp(v) = α(v),

para todo v ∈ (TpX)⊥. Definindo f̂(x) := f̃(x) − w · h(x), f̂(x) é uma
extensão suave de f , numa vizinhança de p onde f̃ e h estão ambos definidos,
que satisfaz

Df̂p(v) = Df̃p(v)− w ·Dhp(v) = 0 ,

para todo v ∈ (TpX)⊥. Como para v ∈ TpX, se tem Df̂p(v) = Dfp(v) = 0,

p é um ponto cŕıtico de f̂ .
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Proposição 3.7.3 (Lema de Morse). Sejam f : X → R uma função suave
e p ∈ X um ponto cŕıtico não degenerado de f com ind(f, p) = k. Então
f : (X, p) → (R, f(p)) é localmente semelhante à forma quadrática modelo
Qnk : (Rn, 0)→ (R, 0).

Proof. Podemos supor que X é um aberto de Rn e que o ponto cŕıtico p é
a origem, p = 0, com f(0) = 0. Temos Df0 = 0 porque p = 0 é um ponto
cŕıtico. Fixemos u ∈ X e consideremos a curva γ(t) := f(t u). Pelo Teorema
Fundamental do Cálculo

f(u) = f(u)− f(0) = γ(1)− γ(0)

=

∫ 1

0
γ′(t) dt =

∫ 1

0
Dft u(u) dt .

Fixamos u e t, consideremos a função h(s) := Dfs t u(u). Aplicando de novo
o Teorema Fundamental do Cálculo

Dft u(u) = Dft u(u)−Df0(u) = h(1)− h(0)

=

∫ 1

0
h′(s) ds =

∫ 1

0
tD2fstu(u, u) ds .

Substituindo obtemos

f(u) =

∫ 1

0

∫ 1

0
tD2fstu(u, u) ds dt = uT Bu u ,

onde Bu representa a matriz

Bu =

∫ 1

0

∫ 1

0
t
∂2f

∂x2
(stu) ds dt .

A matriz Hessiana B0 = 1
2
∂2f
∂x2

(0) é não degenerada, pelo que Bu é seme-
lhante a B0, qualquer que seja u numa vizinhança de 0 em Rn. Isto significa
que existem matrizes invert́ıveis Mu tais que Bu = MT

u B0Mu. Como a
função matricial u 7→ Bu é suave, a função u 7→ Mu também pode ser
escolhida suave e satisfazendo M0 = I (Exerćıcio 3.22). Definimos agora,
numa vizinhança de 0 em Rn, φ(u) = Mu u. Com esta definição temos

f(u) = uT Bu u = uT MT
u B0Mu u

= (Mu u)T B0 (Mu u) = φ(u)T B0 φ(u) = QB0(φ(u)) .

Um cálculo simples mostra que Dφ0(v) = v. Logo Dφ0 é um isomorfismo e
pelo Teorema da Função Inversa φ : (Rn, 0) → (Rn, 0) é um difeomorfismo
local. Conclúımos assim que f : (Rn, 0)→ (R, 0) é localmente semelhante a
QB0 : (Rn, 0)→ (R, 0). Mas pelo Corolário 3.6.2 já sabemos queQB0 : (Rn, 0)→
(R, 0) é localmente equivalente à forma modelo Qnk , onde k = ind(B0) =
ind(f, 0). Logo f é localmente semelhante a Qnk : (Rn, 0)→ (R, 0).
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O Lema de Morse dá-nos a classificação local completa das funções suaves
em pontos cŕıticos não degenerados.

3.8 Exerćıcios

Ex 3.1. Seja ξ : U → Rn um campo suave num aberto U ⊂ Rn e X ⊂ U
uma subvariedade tal que ξ(x) ∈ TxX para todo x ∈ X. Mostre que o fluxo
do campo ξ em U é uma extensão do fluxo do campo ξ|X ∈ X∞(X).

Ex 3.2. Seja ξ ∈ X∞(X) e p ∈ X um ponto regular, i.e., ξ(p) 6= 0. Mostre
que (ξ, p) é localmente equivalente a um campo constante.
Sugestão: Tome uma subvariedade Σ ⊂ X com dim(Σ) = dim(X) − 1 tal
que p ∈ Σ e ξ(p) ∈ TpΣ

⊥. Seja ϕ : D → X o fluxo máximo de ξ e tome
ε > 0 tal que ] − ε, ε[×Σ ⊂ D. Considere o campo constante η = (1, 0) na
variedade produto ]− ε, ε[×Σ e mostre que ϕ∗η = ξ.

Ex 3.3. SejaX ⊂ Rn uma variedade. Dado um campo tangente ξ ∈ X∞(X),
mostre que a derivada Dξp : TpX → Rn satisfaz Dξp(TpX) ⊆ TpX em toda
a singularidade p ∈ X.
Sugestão: Para cada campo ν ∈ X∞⊥ (X), derive a relação ν(x) · ξ(x) = 0
na singularidade p.

Ex 3.4. Prove a Proposição 3.3.1. Conclúa que tanto a equivalência como
a equivalência local entre campos de vectores são relações de equivalência.

Ex 3.5. Sejam ξ ∈ X∞(X) e η ∈ X∞(Y ) dois campos de vectores nas vari-
edadesX e Y , com singularidades nos pontos p ∈ X e q ∈ Y respectivamente.
Mostre que se (ξ, p) ∼ (η, q) então os endomorfismos Dξp : TpX → TpX e
Dηq : TqY → TqY são conjugados.

Ex 3.6. Dada uma variedade X ⊂ Rn com dim(X) = k, mostre que para
cada p ∈ X existe um aberto U ⊂ Rn com p ∈ U e existem campos suaves
{ξ1, . . . , ξk} ⊂ X∞(X ∩ U) tais que {ξ1(x), . . . , ξk(x)} é uma base de TxX
para todo x ∈ X ∩ U .
Sugestão: Considere uma parametrização local φ : (Rk, 0) ' (X, p) e a
famı́lia de campos de vectores obtidos por push-forward

ξj = φ∗ej =
∂φ

∂xj
◦ φ−1 1 ≤ j ≤ k

dos campos constantes ej em Rk.

Ex 3.7. Mostre que se X ⊂ Rn é uma variedade de dimensão k ≤ n então
TX⊥ é uma variedade de dimensão n.
Sugestão: Suponha que dim(X) = k. Localmente, X é o ńıvel X ∩ U =
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f−1(c) dum valor regular c por função suave f : U → Rn−k definida num
aberto U ⊂ Rn. Sobre o aberto U tome uma famı́lia de campos de vectores
{ξ1, . . . , ξk} ⊂ X∞(X ∩ U) tais que {ξ1(x), . . . , ξk(x)} é uma base de TxX,
qualquer que seja x ∈ X ∩ U .

Definindo a aplicação suave F : U × Rn → Rn−k × Rk

F (x, v) := (f(x), ξ1(x) · v, . . . , ξk(x) · v)

mostre que

T (X ∩ U)⊥ = F−1(c, 0),

onde (c, 0) é um valor regular do mapa F .

Ex 3.8. Dado um espaço Euclideano V e uma aplicação linear λ : V → R
mostre que existe um único u ∈ V tal que λ(v) = u · v para todo v ∈ V .
Sugestão: Mostre que a aplicação linear λ : V → V ∗, u 7→ λu, onde λu é a
forma definida por λu(v) := u · v, é um isomorfismo.

Ex 3.9. Sejam φ : X → Y um difeomorfismo e f : Y → R uma função suave.
Mostre que para todo x ∈ X,

∇(f ◦ φ)(x) = (Dφx)∗∇f(φ(x)),

onde (Dφx)∗ : Tφ(x)Y → TxX representa a adjunta de Dφx : TxX → Tφ(x)Y .

Ex 3.10. Seja Matn o espaço das matrizes reais n × n, MatSn o subespaço
das matrizes simétricas (AT = A), e MatAn o subespaço das matrizes anti-
simétricas (AT = −A). Mostre que Matn = MatSn ⊕MatAn .

Sugestão: A = A+AT

2 + A−AT
2

Ex 3.11. Seja Qn := Q(Rn) o espaço das formas quadráticas em Rn, Mostre
que Q : Matn → Qn, A 7→ QA, onde QA(x) = xTAx, é uma aplicação
linear sobrejectiva cujo núcleo é o subespaço MatAn , e que a restrição de
Q|MatSn

: MatSn → Qn é um isomorfismo.

Ex 3.12. Analise o comportamento “cŕıtico” das seguintes funções de R2

em R na origem. É um ponto cŕıtico não degenerado? É isolado? É um
máximo ou um mı́nimo local? Qual o seu ı́ndice e a nulidade?

(a) f(x, y) = x2 + 4 y3

(b) f(x, y) = x2 − 2x y + y2

(c) f(x, y) = x2 + y4

(d) f(x, y) = x2 + 11x y + y2/2 + x6

(e) f(x, y) = 10x y + y2 + 75 y3
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Ex 3.13. Prove o Lema de Morse para funções f : R→ R.
Sugestão: Use o seguinte lema elementar de Cálculo. Dada uma função
f : R→ R de classe C∞, e um ponto a ∈ R, definindo g : R→ R,

g(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0
t f ′′(a+ t s (x− a)) ds dt ,

g é uma função de classe C∞ tal que para todo x ∈ R,

f(x) = f(a) + f ′(a) (x− a) + (x− a)2 g(x) .

Ex 3.14. Seja QA : Rn → R uma forma quadrática associada à matriz
simétrica A. Mostre que:

(a) Nuc(A) é o conjunto dos pontos cŕıticos de QA.

(b) 2A é a matriz Hessiana de QA em todos os pontos x ∈ Rn.

(c) os pontos cŕıticos de QA são não degenerados sse nul(QA) = 0.

Ex 3.15. Método dos Multiplicadores de Lagrange. Sejam f : U →
Rn−k e g : U → R duas funções suaves definidas sobre um aberto U ⊆ Rn,
c ∈ Rn−k um valor regular de f , e X=f−1(c). Mostre que p ∈ U é um ponto
cŕıtico de g|X : X → R sse existem escalares λ1, . . . , λn−k ∈ R tais que

5g(p) = λ1 5 f1(p) + . . .+ λn−k 5 fn−k(p) .

Por outras palavras, os pontos cŕıticos de g|X : X → R são as soluções
do seguinte sistema de n + (n − k) equações nas n + (n − k) variáveis
(x1, . . . , xn, λ1, . . . , λn−k):{

fi(x) = fi(x1, . . . , xn) = ci para i = 1, · · · , n− k
λ1

∂f1
∂xj

(x) + . . .+ λn−k
∂fn−k
∂xj

(x) = ∂g
∂xj

(x) para j = 1, · · · , n

Sugestão: Observe que é equivalente dizer que p é um ponto cŕıtico de
g|X : X → R, dizer que Dgp ≡ 0 sobre TpX, e dizer que 5g(p) ∈ T⊥p X.

Ex 3.16. Considere o elipsóide E = {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2+z2 = 1 }. Ache
os pontos cŕıticos da função f : E → R, f(x, y, z) = −x2 + 2y2 − 2yz + 2z2.
Determine os respectivos ı́ndices.

Chama-se espaço euclideano a um espaço linear E munido dum produto
interno. Seja E um espaço euclideano. Um operador L : E → E diz-se
simétrico, ou auto-adjunto, sse u · L(v) = L(u) · v, quaisquer que sejam
u, v ∈ E.

Ex 3.17. Mostre que um operador L : E → E é simétrico sse a sua matriz
relativa a uma base ortonormada for simétrica.
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Dado um operador simétrico L : E → E num espaço euclideano E, a
função QL : E → R, QL(x) = x · L(x) diz-se uma forma quadrática.

Ex 3.18. Considere a esfera S = {x ∈ E : ‖x‖2 = x · x = 1 }. Dado um
operador simétrico L : E → E, mostre que os vectores próprios de L com
norma um são os pontos cŕıticos de QL|S : S → R, e que os valores próprios
de L são os valores cŕıticos de QL|S : S → R. Deduza que L : E → E tem
pelo menos um valor próprio.

Ex 3.19. Seja L : E → E um operador simétrico, e u ∈ E um vector
próprio de L. Mostre que F = {u}⊥ é um subespaço L-invariante, i.e.,
L(F ) ⊆ F , e que a restrição L|F : F → F é um novo operador simétrico tal
que QL(x) = QL|F (x) para todo x ∈ F .

Ex 3.20. Mostre (por indução na dimensão de E) que todo o operador
simétrico L : E → E admite uma base ortonormada de vectores próprios.
Sugestão: Use os dois exerćıcios anteriores.

Ex 3.21. Mostre que o grupo ortogonal

On := {M ∈ Matn(R) : MTM = I}

é uma variedade de dimensão n(n−1)
2 tal que TIOn = MatAn .

Ex 3.22. Dada A ∈ MatSn com ind(QA) = k e nul(QA) = 0 mostre que existe
uma vizinhança U ⊂ MatSn de A e uma função suave M : U → Matn(R),
B 7→ MB, tal que MA = I e QB(MB x) = Qnk(x) para todo B ∈ U , sendo
MB uma matriz invert́ıvel.
Sugestão: Observe que basta provar este resultado para uma qualquer
matriz particular com ı́ndice k e nulidade 0. Suponha que A = Diag(a) é
uma matriz diagonal com a ∈ Rn e a1 < . . . < ak < 0 < ak+1 < . . . < an.
Aplique o Teorema da função impĺıcita à função F : MatSn × Rn × On →
MatSn , F (B, x,R) := B − RDiag(x)RT no ponto (B, x,R) = (A, a, I) para
encontrar funções x(B) e RB tais que para todo B ∈ MatSn numa vizinhança
de A

(RB)TBRB = Diag(x(B)).

Finalmente defina

MB := RB Diag
(
|x1(B)|−

1
2 , . . . , |xn(B)|−

1
2

)
.



Chapter 4

Variedades com Bordo

Neste caṕıtulo introduzimos uma classe mais ampla de variedades, ditas
variedades com bordo, que inclui modelos como a bola fechada

Bn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1}

e o hemisfério

Sn+ := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x2
1 + · · ·+ x2

n = 1, x1 ≥ 0 }.

Por outro lado esta classe de variedades com bordo inclui as variedades
usuais, ditas sem bordo, para as quais o bordo é o conjunto vazio.

4.1 Variedades com bordo

Definimos o semi-espaço,

Hn = {x ∈ Rn : x1 ≥ 0 } .

Definição 4.1.1. Dizemos que X ⊂ Rn é uma variedade com bordo de
dimensão n se para cada x ∈ X, (X,x) ' (Rn, 0) ou (X,x) ' (Hn, 0).

Proposição 4.1.1. (Rn, 0) 6' (Hn, 0).

Proof. De facto, se tivéssemos (Rn, 0) ' (Hn, 0), Hn seria uma variedade
de dimensão n em Rn. Como as variedades de dimensão n em Rn são os
conjuntos abertos, Hn teria de ser um conjunto aberto. Logo, porque Hn

não é aberto, (Rn, 0) não pode ser localmente difeomorfo a (Hn, 0).

Definição 4.1.2. Define-se o bordo de X como

∂X = {x ∈ X : (X,x) ' (Hn, 0) }.

Os pontos em X \ ∂X dizem-se interiores a X.

63
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Figure 4.1: variedade com bordo

Exemplo 4.1.1. O semi-espaço Hn é uma variedade com bordo, e

∂Hn = {x ∈ Rn : x1 = 0} = {0} × Rn−1.

Proposição 4.1.2. Se X é uma variedade com bordo de dimensão n, então
∂X é uma variedade sem bordo de dimensão n− 1.

Proof. Dado p ∈ ∂X, tomemos uma parametrização φ : (Rn, 0) ' (X, p).
Suponhamos que φ : U → V é um difeomorfismo entre um aberto U de Hn

contendo 0, e um aberto V de X contendo p. Para cada x ∈ U , φ : (Hn, x) '
(X,φ(x)). Definindo U ′ = U ∩ {0} × Rn−1, temos (Hn, x) ' (Hn, 0) sse
x ∈ U ′. Logo, como o difeomorfismo φ transforma pontos x ∈ U tais que
(Hn, x) ' (Hn, 0), em pontos x ∈ X tais que (X,x) ' (Hn, 0), temos
φ(U ′) = V ∩ ∂X, o que prova que (Rn−1, 0) ' (∂X, p).

Uma variedade X diz-se fechada se for compacta e e sem bordo.

Proposição 4.1.3. Se X é uma variedade com bordo então ∂X é fechado
em X. Em particular, se X é compacta então ∂X é uma variedade fechada.

Proof. Basta-nos ver que X \ ∂X é aberto em X. Dado p ∈ X \ ∂X, existe
uma carta φ : (X, p) ' (Rn, 0). Seja U o domı́nio do difeomorfismo φ.
Então para cada x ∈ U , φ : (X,x) ' (Rn, φ(x)) ' (Rn, 0), o que mostra que
U ⊆ X \ ∂X. Logo X \ ∂X é aberto.
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Seja R+ := [0,+∞[.

Definição 4.1.3. Dada X ⊂ RN variedade com bordo e p ∈ ∂X, um vector
v ∈ RN diz-se estritamente tangente a (X, p) se existir uma curva suave
α : (R+, 0)→ (X, p) tal que α′(0) = v. Definimos

T+
p X := {v ∈ RN : v é estritamente tangente a (X, p)}.

Designamos por TpX o subespaço linear gerado por T+
p X.

Observação 4.1.1. T0H
n = Rn e T+

0 H
n = Hn (Exerćıcio 4.1).

Pela proposição seguinte T+
p X é um semi-espaço isomorfo a Hn.

Proposição 4.1.4. Seja X uma variedade com bordo.

(a) Se p ∈ X \ ∂X e φ : (Rn, 0) ' (X, p) for uma parametrização local
então T+

p X = TpX = Dφ0(Rn).

(b) Se p ∈ ∂X e φ : (Hn, 0) ' (X, p) for uma parametrização local então
T+
p X = Dφ0(Hn) e TpX = Dφ0(Rn).

Proof. A aĺınea (a) segue da Proposição 1.1.2.

Vejamos agora a aĺınea (b). Dado um vector v ∈ Hn consideremos a
curva α(t) = φ(t v) definida para t ≥ 0. Então α(0) = φ(0) = p e como esta
curva toma valores em X, α′(0) = Dφ0(v) ∈ T+

p X. Logo Dφ0(Hn) ⊂ T+
p X.

Reciprocamente, dado v ∈ T+
p X existe uma curva α : (R+, 0) → (X, p)

tal que v = α′(0). Definindo β(t) = φ−1(α(t)) temos que β : (R+, 0) →
(Hn, 0) é uma curva suave com valores em Hn. Como Hn é um cone convexo
temos w = β′(0) ∈ Hn. Logo, como α(t) = φ(β(t)), derivando obtemos

v = α′(0) = Dφ0(β′(0)) = Dφ0(w) ∈ Dφ0(Hn),

o que estabelece a inclusão T+
p X ⊂ Dφ0(Hn).

Proposição 4.1.5. Sejam X uma variedade (sem bordo) com dim(X) ≥ 1
e f : X → R uma função suave. Se c ∈ R for um valor regular na imagem de
f então Xc = f−1[c,+∞[ é uma variedade com bordo tal que ∂Xc = f−1(c).
Além disso para cada p ∈ ∂Xc, tem-se

Tp∂Xc = { v ∈ TpX : Dfp(v) = 0 }

T+
p Xc = { v ∈ TpX : Dfp(v) ≥ 0 }
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Proof. Seja p ∈ Xc. Tomemos uma carta local ψ : (X, p) ' (Rn, 0). Se
f(p) > c então Xc é uma vizinhança de p em X, pelo que (Xc, p) ' (X, p) '
(Rn, 0).

Caso f(p) = c, como p é regular, pelo Teorema 2.1.1 aĺınea (b), existem
difeomorfismos locais φ : (X, p) ' (Rn, 0) e ψ : (R, c) ' (R, 0) tais que o
diagrama seguinte

(X, p)
f−−−−→ (R, c)

φ

y yψ
(Rn, 0) −−−−→

π
(R, 0)

comuta, com π(x1, . . . , xn) := x1. Sem perda de generalidade podemos supôr
que ψ : (R, c) ' (R, 0) é estritamente crescente. De facto como ψ ◦ f = π ◦φ
implica que (−ψ) ◦ f = π ◦ (−φ), podemos sempre substituir ψ por −ψ e φ
por −φ de modo a garantir que ψ seja estritamente crescente.

Da comutatividade do diagrama acima segue que

f(x) ≥ c⇔ ψ(f(x)) ≥ 0 ⇔ π(φ(x) ≥ 0

f(x) = c⇔ ψ(f(x)) = 0 ⇔ π(φ(x) = 0

Logo φ transforma (localmente) Xc em Hn, o que implica que φ :
(Xc, p) ' (Hn, 0). Finalmente, como ψ′(c) > 0,

T+
p Xc = D(φ−1)0(Hn)

= (Dφp)
−1(Dπ0)−1([0,+∞[))

= (Dπ ◦ φ)p)
−1[0,+∞[

= (Dψ ◦ f)−1
p [0,+∞[

= (Df0)−1[0,+∞[ .

O conceito de campo normal exterior introduzido a seguir será fundamental
no Caṕıtulo 6 (sobre orientações) para induzir uma orientação no bordo
duma variedade orientada com bordo.

Teorema 4.1.1 (Existência do campo normal exterior). Seja X ⊂ Rn uma
variedade com bordo. Existe um único campo suave ξ sobre ∂X tal que
para todo o p ∈ ∂X:

(a) ξ(p) ∈ TpX e ξ(p) /∈ T+
p X,

(b) ξ(p) ∈ (Tp∂X)⊥,

(c) ‖ξ(p)‖ = 1.
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Figure 4.2: Campo normal exterior ao bordo

Proof. Dada uma carta local φ : (X, p)→ (Hn, 0) definida numa vizinhança
aberta U ⊂ X de p , seja fφ : U → R a função fφ(x) := φ1(x), onde
φ1(x) designa a primeira componente do vector φ(x) ∈ Rn. Como φ é um
difeomorfismo local em U , temos ∇fφ 6≡ 0 em U , pelo que 0 é um ńıvel
regular de fφ tal que U = (fφ)−1([0,+∞[) e ∂X ∩ U = (fφ)−1(0). Em

∂X ∩ U definimos ξφ(x) := − ∇fφ(x)
‖∇fφ(x)‖ , onde ∇fφ(x) representa o gradiente

de fφ na variedade X, i.e., a projecção ortogonal sobre TxX do gradiente
duma extensão local de fφ a um aberto do espaço ambiente. A expressão
explicita usada para definir ξφ mostra que este campo é suave. Por outro
lado, este campo satisfaz as condições (1), (2) e (3) acima, que o determinam
univocamente. Logo, os vários campos locais ξφ colam num único campo
suave definido globalmente.

Este campo cuja existência e unicidade acabámos de establecer diz-se o
campo normal exterior ao longo de ∂X.

4.2 Teorema dos ńıveis regulares com bordo

O teorema seguinte estende o Teorema 1.2.3 a ńıveis regulares de variedades
com bordo. Ele será fundamental na elaboração da Teoria do Grau de
Brouwer, no Caṕıtulo 10.

Teorema 4.2.1 (Nı́veis regulares). Sejam X, Y duas variedades, X com
bordo e Y sem bordo tais que dim(X) ≥ dim(Y ). Se c ∈ Y for um valor
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regular de f : X → Y e de f |∂X : ∂X → Y tal que f−1(c) 6= ∅ então f−1(c)
é uma variedade com bordo de dimensão igual a dim(X)− dim(Y ) tal que

∂f−1(c) = f−1(c) ∩ ∂X.

Figure 4.3: Nı́veis regulares com bordo

Proof. Seja p ∈ f−1(c). Vamos supor que dim(X) = n e dim(Y ) = n − k.
Aplicando o Teorema 1.2.3 à restrição de f à variedade sem bordo X \ ∂X,
temos

(1) (X, p) ' (Rn, 0) ⇒ (f−1(c), p) ' (Rk, 0) .

Vamos agora mostrar que

(2) (X, p) ' (Hn, 0) ⇒ (f−1(c), p) ' (Hk, 0) .

Observemos que (1) e (2) juntos mostram que f−1(c) é uma variedade com
bordo, de dimensão k em todos os pontos. Vejamos agora que ∂f−1(c) =
f−1(c) ∩ ∂X. Dado p ∈ f−1(c) ∩ ∂X, temos p ∈ ∂X, pelo que (X, p) '
(Hn, 0). Por (2) segue que (f−1(c), p) ' (Hk, 0), o que implica p ∈ ∂f−1(c).
Logo, ∂f−1(c) ⊃ f−1(c) ∩ ∂X. Reciprocamente, dado p ∈ ∂f−1(c), é claro
que p ∈ f−1(c). Suponhamos, por absurdo, que p /∈ ∂X. Então (X, p) '
(Rn, 0), e segue por (1) que (f−1(c), p) ' (Rk, 0). Este facto implica que p /∈
∂f−1(c), em contradição com a hipótese feita. Logo, ∂f−1(c) ⊂ f−1(c)∩∂X.

Vamos agora provar (2). Seja p ∈ f−1(c) tal que (X, p) ' (Hn, 0). A
demonstração baseia-se na existência do seguinte diagrama comutativo,

(X, p)
f−−−−→ (Y, c)

ψ

y yψ̃
(Hn, 0)

f̃−−−−→ (Rn−k, 0)

φ

y ∥∥∥
(Hn, 0)

π−−−−→ (Rn−k, 0)

onde:
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(a) ψ : (X, p)' (Hn, 0) e ψ̃ : (Y, c)' (Hk, 0) representam cartas locais das
variedades X e Y nos pontos p e c respectivamente;

(b) f̃ : U ⊂ Hn → Rn−k é um representante local de f nestas cartas,
sendo U um aberto de Hn tal que 0 ∈ U ;

(c) φ : U ⊂ Hn → Hn, φ(x1, . . . , xn) := (x1, . . . , xk, f̃(x1, . . . , xn));

(d) π : Hn → Rn−k é a projecção π(x1, . . . xn) := (xk+1, . . . , xn).

É claro que φ(U) ⊂ Hn e f̃ = π ◦ φ. Vamos mostrar a seguir que, a
menos duma re-ordenação das variáveis (x2, . . . , xn), Dφ0 é um isomorfismo.
Pelo Teorema da Função Inversa, seguirá que φ é um difeomorfismo local
numa vizinhança da origem. Logo

(f−1(c), p) ' (f̃−1(0), 0)
φ
' (π−1(0), 0) ≡ (Hk, 0) .

Para mostrar que Dφ0 é um isomorfismo, consideremos a derivada

∂φ

∂x
(0) =

[
I 0

∗ ∂(f̃1,...,f̃n−k)
∂(xk+1...,xn) (0)

]
.

Sabemos, por hipótese, que p é um ponto regular de f |∂X : ∂X → Y .
Logo, 0 ∈ ∂Hn é um ponto regular de f̃ |∂Hn : U ∩ ∂Hn → Rn−k. Como
∂Hn ' Rn−1, e esta restrição é o mapa (0, x2, . . . , xn) 7→ f̃(0, x2, . . . , xn),

segue que a matriz Jacobiana
∂(f̃1,...,f̃n−k)
∂(x2...,xn) (0) tem caracteŕıstica n−k. Assim

esta matriz tem pelo menos n − k colunas linearmente independentes. A
menos de re-ordenar as variáveis (x2, . . . , xn) podemos supor que as últimas
n− k colunas são linearmente independentes. Isto implica que det ∂φ∂x (0) =

det
[
∂(f̃1,...,f̃n−k)
∂(xk+1...,xn) (0)

]
6= 0.

Figure 4.4: Exemplo onde falha a conclusão do Teorema 4.2.1
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Exemplo 4.2.1. A função f : H2 → R, f(x, y) := (x−1)2 +y2, tem apenas
o valor cŕıtico 0 associado ao ponto cŕıtico p = (1, 0). Logo 1 é um valor
regular de f que corresponde ao ńıvel representado na Figura 4.4. Neste
exemplo a conclusão do Teorema 4.2.1 falha:

∂f−1(1) = ∅ 6= {(0, 0)} = f−1(1) ∩ ∂X.

No entanto, como 1 é um valor cŕıtico da restrição f |∂H2 : ∂H2 → R, o
teorema não pode ser aplicado.

4.3 Vizinhanças tubulares

O conceito de vizinhança tubular de uma variedade compacta e sem bordo
X, que vamos agora introduzir, será usado nos caṕıtulos 5 (transversalidade)
e 8 (homotopia) como uma técnica para perturbar explicitamente mapas que
tenham valores na variedade X.

Dada uma variedade X ⊂ Rn, chama-se fibrado normal de X a

TX⊥ = { (x, v) ∈ Rn × Rn : x ∈ X, v ∈ TxX⊥ } .

Este subconjunto de R2n é uma variedade de dimensão n (Exerćıcio 3.7)
contendo a cópia de X × {0} de X. A variedade TX⊥ será usada como
modelo para a geometria do ambiente Rn numa vizinhança da variedade
X. Nos pontos (p, 0) ∈ X × {0}, tem-se T(p,0)(TX

⊥) = TpX × T⊥p X,
(Exerćıcio 4.4). Consideremos agora o mapa

E : TX⊥ → Rn, E(x, v) = x+ v ,

que projecta TX⊥ no ambiente Rn, transformando X × {0} em X. Como
este mapa é a restrição duma função linear em R2n, a sua derivada nos
pontos (p, 0) ∈ X × {0} é dada por

DE(p,0) : T(p,0)(TX
⊥)→ Rn DE(p,0)(u, v) = u+ v .

Esta derivada é um isomorfismo linear porque Rn = TxX ⊕ T⊥x X.

Para cada ε > 0 definimos

TεX
⊥ = { (x, v) ∈ TX⊥ : ‖v‖ ≤ ε } e

Vε(X) = {x ∈ Rn : distX(x) ≤ ε } ,

onde distX : Rn → R é a função

distX(x) := inf
y∈X
‖x− y‖ .
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Teorema 4.3.1 (Existência duma Vizinhança Tubular). Dada uma variedade
compacta sem bordo X ⊂ Rn existem ε > 0 e π : Vε(X)→ X tais que

(1) O mapa E : TεX
⊥ → Vε(X) é um difeomorfismo;

(2) Vε(X) é uma variedade com bordo;

(3) A função x 7→ distX(x)2 é suave em Vε(X);

(4) π é uma submersão suave;

(5) π é uma projecção, i.e., π(x) = x para todo x ∈ X;

(6) x− π(x) ∈ T⊥π(x)X para todo x ∈ Vε(X);

(7) distX(x) = ‖x− π(x)‖, para todo x ∈ Vε(X).

Diremos que Vε(X) é uma vizinhança tubular de X para exprimir que o
raio ε > 0 satisfaz todas as conclusões deste teorema.

Figure 4.5: Vizinhança tubular

Proof. (1) Por definição é óbvio que E(TεX
⊥) ⊆ Vε(X), qualquer que seja

ε > 0. Como DE(p,0) é um isomorfismo em todos os pontos (p, 0) ∈ X×{0},
existe ε > 0 tal que E|TεX⊥ : TεX

⊥ → Vε(X) é um difeomorfismo local. Esta
restrição é, portanto, localmente injectiva. Fazendo ε > 0 ainda menor, se
necessário, podemos supor que se E(x, v) = E(y, w), com (x, v), (y, w) ∈
TεX

⊥ mas (x, v) 6= (y, w), então ‖x− y‖ ≥ ε. Suponhamos, por absurdo,
que esta restrição não é injectiva para nenhum ε > 0. Então, para cada
inteiro n ≥ 1 existem pontos (xn, vn), (yn, wn) ∈ T1/nX

⊥ tais que (xn, vn) 6=
(yn, wn) e E(xn, vn) = E(yn, wn). Observemos que pela injectividade local
de E se tem ‖xn − yn‖ ≥ ε. Os vectores wn e vn tendem para 0, porque têm
norma menor ou igual a 1/n. Por compacidade de X extraindo subsucessões
convergentes de xn e yn podemos logo assumir que xn → x e yn → y. Logo,

x = E(x, 0) = lim
n→∞

E(xn, vn) = lim
n→∞

E(yn, wn) = E(y, 0) = y
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enquanto por outro lado ‖x− y‖ = limn→∞ ‖xn − yn‖ ≥ ε. Deste absurdo,
conclúımos que a restrição de E a uma vizinhança aberta de TεX

⊥ tem de
ser injectiva para algum ε > 0 suficientemente pequeno. Pelo Teorema 1.3.1
a inversa desta restrição de E é suave por se tratar dum difeomorfismo
local sobre um aberto de Rn. Logo E|TεX⊥ : TεX

⊥ → E(TεX
⊥) é um

difeomorfismo global.

Vejamos agora que Vε(X) ⊆ E(TεX
⊥). Dado p ∈ Vε(X), minimizemos

a função g(x) = ‖p− x‖2 sobre a variedade compacta X. Seja q um ponto
de mı́nimo absoluto de g(x). Derivando em q a extensão quadrática g(x) =
‖p− x‖2 de g a Rn temos 5gq = 2 (p − q) ∈ TqX

⊥. Como ‖p− q‖ =
distX(p) ≤ ε, segue que

p = q + (p− q) = E(q, p− q) ∈ E(TεX
⊥) .

Logo Vε(X) ⊆ E(TεX
⊥), o que encerra a prova de (1).

(2) Consideremos agora a função suave h : TX⊥ → R, h(x, v) = ‖v‖2.
O único valor cŕıtico da função h é 0. Como TεX

⊥ = h−1] − ∞, ε], pela
Proposição 4.1.5, TεX

⊥ é uma variedade com bordo. Logo, Vε(X), que é
difeomorfo a TεX

⊥, é também uma variedade com bordo.

(3) A função distX(x)2 é suave em Vε(X) porque o argumento anterior
mostra que distX(p)2 = h ◦ E−1(p), para todo p ∈ Vε(X).

(4) Definimos π : Vε(X) → X, pondo π = p ◦ E−1, onde π̂ : TX⊥ → X
é a projecção π̂(x, v) = x. Como π̂ é uma submersão, π também é.

(5) O mapa π̂ é tal que π̂(x, 0) = x, e o mesmo acontece com o mapa E
que também satisfaz E(x, 0) = x, qualquer que seja x ∈ X. Logo, para todo
x ∈ X, tem-se π(x) = π̂ ◦ E−1(x) = π̂(x, 0) = x.

(6) O argumento usado na prova do facto (1) mostra que dado p ∈ Vε(X)
existe q ∈ X tal que (q, p − q) ∈ TεX

⊥. Logo, E−1(p) = (q, p − q), e
π(p) = π̂(q, p− q) = q, donde p− π(p) = p− q ∈ TqX⊥ = Tπ(p)X

⊥.

(7) Finalmente, tendo em conta que o ponto q ∈ X foi encontrado
minimizando a distância a X, distX(p) = ‖p− q‖ = ‖p− π(p)‖.

4.4 Exerćıcios

Ex 4.1. Mostre que o semi-espaço Hn é uma variedade com bordo, e

∂Hn = {x ∈ Rn : x1 = 0} = {0} × Rn−1.

Veja ainda que T0H
n = Rn, T+

0 H
n = Hn e T0∂H

n = {0} × Rn−1.
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Ex 4.2. Seja f : H2 → R a função f(x, y) := x2 + (y − 1)2. Veja que:

(a) 0 é o único valor cŕıtico de f , associado ao ponto cŕıtico p = (0, 1);

(b) f−1(1) é uma variedade sem bordo, i.e., ∂f−1(1) = ∅;

(c) f−1(1) ∩ ∂X = {(0, 0)}.

Ex 4.3. Sejam X uma variedade sem bordo, Φ = (f, g) : X → R uma
função suave, c ∈ R um valor regular de g : X → R e Xc = g−1[c,+∞[ a
correspondente variedade com bordo. Mostre que f−1(c′)∩∂Xc = Φ−1(c′, c)
e que dado c′ ∈ R são equivalentes as afirmações:

(a) (c′, c) é um valor regular de Φ : X → R2,

(b) c′ é um valor regular de f |∂Xc : ∂Xc → R.

Ex 4.4. Mostre que T(p,0)(TX
⊥) = TpX×TpX⊥ e que DE(p,0) : T(p,0)(TX

⊥)→
Rn é o isomorfismo linear DE(p,0)(u, v) = u+ v, para todo o ponto p ∈ X.

Sugestão: Pelo Exerćıcio 3.7 temos localmente TX⊥ = F−1(c, 0), pelo que

T(x,v)(TX
⊥) = Nuc(DF(x,v)).

Ex 4.5. Sejam X ⊂ Rn uma variedade e p ∈ Rn. Mostre que os pontos
cŕıticos da função ρp : X → R, ρp(x) = ‖x− p‖2, são os pontos x ∈ X tais
que x− p ∈ T⊥p X.

Nos quatro problemas seguintesW é um espaço vectorial real de dimensão
finita e f : W × X → R uma função suave que pode ser identificada com
a famı́la de funções fw : X → R indexadas em w ∈ W , definida por
fw(x) := f(w, x). Nestes problemas Wε := {w ∈W : ‖w‖ < ε }.

Ex 4.6. Mostre que se p ∈ X é um ponto cŕıtico não degenerado de f0 então
existe ε > 0, e uma função suave p̃ : Wε → X tal que para cada w ∈ Wε,
p̃(w) é o único ponto cŕıtico de fw próximo de p.

A função w 7→ p̃(w) é dita a continuação anaĺıtica do ponto cŕıtico p.
Sugestão: Considere um representante do mapa f numa carta local de X
e aplique o Teorema da Função Impĺıcita.

Ex 4.7. Mostre a seguinte fórmula de derivação para a função valor cŕıtico
A : Wε → R, A(w) := f(w, p̃(w)): ∀ v ∈W , w0 ∈Wε,

(DA)w0(v) = D[ f(w, p̃(w0)) ]w=w0(v).
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Ex 4.8. Sejam X ⊂ Rn uma variedade sem bordo, f0 : X → R uma função
suave e W um espaço vectorial de dimensão finita consistindo de funções
polinomiais Q : Rn → R. Definindo f : W×X → R, f(Q, x) := f0(x)+Q(x),
considere um ponto cŕıtico não degenerado p0 ∈ X de f0, a continuação
anaĺıtica p̃ : Wε → X de p0, definida Exerćıcio 4.6, e a função A : Wε → R,
A(Q) := f(Q, p̃(Q)) do Exerćıcio 4.7. Mostre que ∀Q ∈Wε, V ∈W .

(DA)Q(V ) = V (p̃(Q)).

Ex 4.9. Mostre que se a variedade X é compacta e f0 é uma função com
N pontos cŕıticos, todos não degenerados, então para ε > 0 suficientemente
pequeno existem funções suaves p̃i : Wε → X, i = 1, . . . , N , tais que para
cada w ∈Wε, fw é uma função com N pontos cŕıticos { p̃1(w), . . . , p̃N (w)},
todos não degenerados.

Ex 4.10. Sejam X uma variedade sem bordo, f : X → R uma função tal
que f−1[a, b] é um conjunto compacto, e ξ ∈ X∞(X) um campo de suporte
compacto tal que

(a) ∇f(x) · ξ(x) ≥ 0, ∀x ∈ X,

(b) ∇f(x) · ξ(x) = 1, ∀x ∈ f−1[a, b],

Finalmente, seja ϕt o fluxo do campo ξ. Mostre que:

(a) f não tem pontos cŕıticos em f−1[a, b].

(b) t 7→ f(ϕt(x)) é uma função crescente, ∀x ∈ X.

(c) ϕt(f−1[a,+∞)) = f−1[a+ t,+∞), para cada t ≥ 0 tal que a+ t ≤ b.
Sugestão: Veja que f(ϕt(x)) = f(x) + t, quaisquer que sejam a ≤
f(x) ≤ b, e t ≥ 0 tal que f(x) + t ≤ b

Ex 4.11. Seja f : X → Y um mapa suave entre variedades compactas,
Y sem bordo . Dado ξ ∈ X∞(Y ) mostre que existe uma aplicação suave
f̃ : ]− δ, δ[×X → Y tal que para todo x ∈ X,

(a) f̃(0, x) = f(x),

(b) ∂f̃
∂t (0, x) = ξ(f(x)).

Sugestão: Use o teorema da vizinhança tubular para construir uma famı́lia
a um parâmetro f̃t(x) = f̃(t, x) de perturbações do mapa f : X → Y na
direcção do campo de vectores ξ tangente a Y .



Chapter 5

Transversalidade

Sejam Y e Z duas subvariedades duma variedade X que se intersectam
num ponto p ∈ Y ∩ Z. Esta intersecção diz-se robusta em X quando
quaisquer perturbações Ỹ ⊂ X e Z̃ ⊂ X suficientemente próximas de Y
e Z respectivamente se intersectarem num ponto p̃ ∈ Ỹ ∩ Z̃ próximo de p. O
conceito de transversalidade que iremos introduzir e estudar neste caṕıtulo,
encapsula esta ideia intuitiva de intersecção robusta.

5.1 Teorema de Sard

O Teorema de Sard é um ingrediente fundamental na caracterização da
transversalidade.

Dado um mapa suave f : Xn → Y k definimos

C(f) := {x ∈ Xn : rank(Dfx) < k}.

Teorema 5.1.1 (Sard). Dado um mapa suave f : Xn → Y k o conjunto
f(C(f)) de medida nula em Y k.

Dizemos que um subconjunto A ⊂ Xn tem medida nula numa variedade
Xn se A tiver medida nula em todas as cartas locais de Xn. Por outras
palavras, qualquer que seja φ : U ⊂ Xn → Rn carta local de Xn, φ(A ∩ U)
deve ter medida nula em Rn.

Recordemos que um conjunto A ⊂ Rn tem medida nula em Rn se para
cada ε > 0 existe uma famı́lia numerável de rectângulos {Ri}i∈N tal que
A ⊂

⋃
i∈NRi e

∑
i∈N voln(Ri) ≤ ε. Por rectângulo entenda-se qualquer

produto de intervalos fechados R = [a1, b1]× . . .× [an, bn]. Por fim, chama-
se volume n-dimensional do rectângulo R ao produto

voln(R) =

n∏
i=1

(bi − ai) .

75
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Pelo Teorema de integração por mudança de variáveis, difeomorfismos de
classe C1 de Rn em Rn transformam conjuntos de medida nula em conjuntos
de medida nula (Exerćıcio 5.2). Logo, se um conjunto A ⊂ Xn for coberto
pelos domı́nios U e V de duas cartas φ : U → Rn e ψ : V → Rn , então
φ(A) tem medida nula sse ψ(A) tem medida nula. Observe que ψ(A) é a
imagem de φ(A) pelo difeomorfismo de mudança de coordenadas ψ ◦ φ−1.

Figure 5.1: Ter medida nula independe das cartas

Proposição 5.1.1. Seja {φi : Ui → Rn}i∈I um atlas da variedade Xn.
Dado A ⊂ Xn, se para todo i ∈ I, φi(A ∩ Ui) tem medida nula em Rn
então A tem medida nula em Xn.

Proof. Exerćıcio 5.1.

Vejamos agora dois corolários do Teorema de Sard.

Corolário 5.1.1. Se n < k, para todo o mapa suave f : Xn → Y k, o
conjunto f(Xn) tem medida nula em Y k.

Proof. Neste caso, rank(Dfx) ≤ n, para todo x ∈ Xn. Logo C(f) = Xn, e,
pelo Teorema de Sard, f(Xn) = f(C(f)) tem medida nula.

Corolário 5.1.2. Dado um mapa suave f : Xn → Y k, o conjunto dos valores
cŕıticos de f tem medida nula.

Proof. Se n < k então f(Xn) tem medida nula em Y k, e este conjunto
contém todos os valores cŕıticos de f . No caso n ≥ k, C(f) = {x ∈
Xn : rank(Dfx) < k } é exactamente o conjunto dos pontos cŕıticos de
f , enquanto f(C(f)) é o conjunto dos valores cŕıticos de f .
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Observação 5.1.1. Pelo Exerćıcio 2.11 o conjunto Crit(f) de todos os
pontos cŕıticos de f : X → Y é fechado em X. Se X for compacta
então f(Crit(f)) é compacto, pelo que o conjunto Y \ f(Crit(f)) dos valores
regulares de f é aberto em Y (Exerćıcio 5.9).

Observação 5.1.2. O Teorema principal desta secção foi demonstrado em
1942 pelo matemático americano Arthur Sard. A sua conclusão permanece
válida, mais geralmente, para mapas de classe Cr f : Xn → Y k onde r ≥ 1
e r ≥ n− k + 1.

5.1.1 Esboço da Prova do Teorema de Sard

Comecemos por notar que basta demonstrar que para cada p ∈ Xn existe
um aberto Up ⊆ Xn com p ∈ Up tal que f(C(f) ∩ Up) tem medida nula.
De facto podemos cobrir Xn com um atlas cujas cartas tenham domı́nios
contidos nos abertos Up. A imagem do conjunto C(f) nessas cartas tem
medida nula. Logo, pela Proposição 5.1.1, f(C(f)) tem medida nula.

Como a condição acima é local podemos sem perda de generalidade supor
que f : D → Rk é uma função suave definida num domı́nio aberto D ⊆ Rn.

Vamos aqui esboçar a demonstração em três casos apenas. A prova geral
pode ser lida no livro [17] de J.Milnor, ou ainda no apêndice I do livro [5]
de V. Guillemin e A. Polack. O presente esboço de prova está baseado no
argumento de J. Milnor.

Dada uma função f : D ⊆ Rn → R de classe Cr e um inteiro r ∈ N
definimos

Cr(f) := {x ∈ D : Dfx = 0, D2fx = 0, . . . , Drfx = 0 }.

Lema 5.1.1. Se f : D ⊆ Rn → Rk é de classe Cr+1 com r > n
k − 1 então o

conjunto f(Cr(f)) tem medida nula.

Proof. Denotemos por Ll(Rn,Rk) o espaço das aplicações l-lineares B : Rn×
· · · × Rn → Rk. Como a aplicação Dr+1f : D → Lr+1(Rn,Rk) é suave ela
é também localmente limitada. Pela observação acima podemos supor que
D é limitado em Rn e que Dr+1f é limitada em D. Seja K uma constante
positiva tal que para todo x ∈ D, ‖Dr+1fx‖ ≤ (r + 1)!K.

Usando um desenvolvimento de Taylor de ordem r + 1 temos para cada
x ∈ C(f) e y ∈ D tal que [x, y] ⊂ D,

f(y)− f(x) =

∫ 1

0

(1− t)r

r!
Dr+1fx+t(y−x)(y − x, . . . , y − x) dt,

o que implica que

‖f(y)− f(x)‖ ≤ K ‖y − x‖r+1. (5.1)
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Seja agora {R1, . . . , RN} uma cobertura de C(f) formada por N cubos de
lado ε, contidos em D, com interiores disjuntos dois a dois e Rj ∩C(f) 6= ∅
para cada j = 1, . . . N . Então

N εn =
N∑
j=1

voln(Rj) ≤ voln(D). (5.2)

Como cada cubo Rj ⊂ Rn tem diâmetro
√
n ε, tomando x ∈ Rj ∩ C(f)

por (5.1) a imagem f(Rj) ⊂ Rk está contida na bola de centro f(x) e raio

K n
r+1
2 εr+1. Logo, designando por σk o volume da bola de raio 1 em Rk,

temos
volk(f(Rj)) ≤ σkKk n

k(r+1)
2 εk(r+1) = K̃ εk(r+1)

onde K̃ é uma constante dependente dos inteiros n, k e r. Finalmente,
usando (5.2) obtemos

volk(f(C(f)) ≤ N K̃ εk(r+1) ≤ K̃ voln(D) εk(r+1)−n.

Da hipótese r > n
k − 1 resulta que k(r + 1)− n > 0, pelo que o lado direito

da desigualdade acima tende para 0 quando ε ↘ 0, provando assim que
volk(f(C(f))) = 0.

Caso (A), f : D ⊆ R→ R.
Se f : D ⊂ R → R é de classe C2 tem-se C1(f) = {x ∈ D : f ′(x) = 0}.
Neste caso n = k = 1, a condição r > n

k − 1 = 0 é satisfeita com r = 1, e o
Lema 5.1.1 mostra que f(C1(f)) tem medida nula em R.

Figure 5.2: Valores cŕıticos duma função f : D ⊂ R→ R

Caso (B), f : D ⊆ R2 → R.
Se f : D ⊆ R2 → R é uma função de classe C3 tem-se

C2(f) = {x ∈ D : Dfx = 0 e D2fx = 0}.
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Neste caso n = 2, k = 1, a condição r > n
k − 1 = 1 é satisfeita com r = 2, e

o Lema 5.1.1 mostra que f(C2(f)) tem medida nula em R2.
O conjunto dos pontos cŕıticos de f , C1(f) = {x ∈ D : Dfx = 0},

contem o conjunto C2(f). Note-se que Dfx = 0 sse ∂f
∂x1

(x) = ∂f
∂x2

(x) = 0,

enquanto D2fx = 0 sse ∂2f
∂x21

(x) = ∂2f
∂x1∂x2

(x) = ∂2f
∂x22

(x) = 0.

Vejamos agora que f(C1(f)\C2(f)) também tem medida nula. Dado p ∈
C1 \C2, temos Dfp = 0, mas uma das derivadas parciais de segunda ordem:
∂2f
∂x21

(p), ∂2f
∂x1∂x2

(p) ou ∂2f
∂x22

(p), será não nula. Suponhamos que ∂2f
∂x21

(p) 6= 0. Os

outros dois casos são tratados de maneira análoga. Seja Up uma vizinhança

de p tal que ∂2f
∂x21

(x) 6= 0, para todo x ∈ Up. Consideremos a curva definida

por Σ = {x ∈ Up : ∂f
∂x1

(x) = 0 }. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, o
conjunto Σ é o gráfico duma função suave x1 = ϕ(x2), e em particular é uma
variedade de dimensão 1. Seja g : Σ → R a função g = f |Σ. Por definição
de Σ é claro que C ∩ Up ⊆ Σ. Como f é uma extensão de g, os pontos
cŕıticos de f são também pontos cŕıticos de g. Logo C1(f) ∩ Up ⊆ C1(g) o
que implica f(C1(f) ∩ Up) ⊆ g(C1(g)). Aplicando o Caso (A) à função de
g : Σ→ R, vemos que este último conjunto tem medida nula.

Figure 5.3: Pontos e valores cŕıticos de g = f |Σ

Caso (C), f : D ⊆ R2 → R2.
Se f : D ⊆ R2 → R2 é um mapa de classe C2 define-se

C1(f) = {x ∈ D : Dfx = 0}.

Neste caso n = k = 2, a condição r > n
k − 1 = 0 é satisfeita com r = 1, e o

Lema 5.1.1 mostra que f(C1(f)) tem medida nula em R2.
O conjunto dos pontos cŕıticos de f , C(f) = {x ∈ D : det(Dfx) = 0},

contem o conjunto C1(f). Observamos que Dfx = 0 equivale a dizer que se
anulam as quatro derivadas parciais ∂f1

∂x1
(x), ∂f1

∂x2
(x), ∂f2

∂x1
(x) e ∂f2

∂x2
(x).
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Vejamos agora que f(C(f) \ C1(f)) também tem medida nula. Dado
p ∈ C \ C1, temos det(Dfp) = 0, mas uma das derivadas parciais da matriz

Jacobiana ∂f
∂x (p) não se anula. Suponhamos que ∂f1

∂x1
(p) 6= 0. Os outros três

casos são tratados de maneira análoga. Seja Up uma vizinhança aberta de

p tal que ∂f1
∂x1

(x) 6= 0, para todo x ∈ Up. Consideremos o conjunto aberto
J = f1(Up) ⊆ R. Para cada t ∈ J , seja

Σt = {x ∈ Up : f1(x) = t } = f−1({t} × R) .

Aplicando o Teorema da Função Impĺıcita a cada um dos conjuntos Σt,
vemos que estes são gráficos de funções suaves x1 = ϕt(x2). Seja então para
cada t ∈ J , gt : Σt → R a restrição de f2 a Σt, gt = f2|Σt , e consideremos
o conjunto dos seus pontos cŕıticos C1(gt) = {x ∈ Σt : D(gt)x = 0}. Como
cada Σt é uma variedade de dimensão 1, pelo Caso (A) resulta que gt(C(gt))
tem medida nula em R, para todo t ∈ J .

Figure 5.4: Pontos e valores cŕıticos de gt = f |Σt

Se x ∈ C(f) ∩ Σt é um ponto cŕıtico de f então os gradientes ∇f1(x)
e ∇f2(x) são linearmente dependentes. Por outro lado, como em Σt temos
f1 ≡ t segue que ∇f1(x) ∈ (TxΣt)

⊥ \ {0}. Por dependência linear destes
gradientes vemos que também ∇f2(x) ∈ (TxΣt)

⊥, o que implica que x ∈
C1(gt). Provámos assim que C(f)∩Σt ⊆ C1(gt), donde resulta que f(C(f)∩
Σt) ⊆ gt(C1(gt)). Logo,

vol2(f(C ∩ Up)) ≤
∫
J

vol1( gt(C1(gt)) )︸ ︷︷ ︸
=0

dt = 0 .

Caso Geral.
A prova do caso geral é feita por indução na dimensão do domı́nio Xn,
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considerando a hierarquia

C ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ . . . ⊃ Cr

onde C = C(f) designa o conjunto dos pontos cŕıticos de f , e para cada
inteiro j, Cj = Cj(f) representa o conjunto definido imediatamente antes
do lemma 5.1.1. Por este lema, se f é de classe Cr com r > n

k − 1 então
f(Cr) tem medida nula em Y k.

Para 1 ≤ i ≤ n
k − 1, mostra-se que f(Ci \Ci+1) tem medida nula usando

que numa vizinhança dum ponto p ∈ Ci \Ci+1 há sempre uma derivada não
nula de ordem i+ 1. Com o argumento do Caso (B) reduz-se o problema a
um mapa definido num domı́nio de dimensão menor.

Finalmente, mostra-se que f(C \C1) tem medida nula usando que numa
vizinhança dum ponto p ∈ C\C1 há sempre uma derivada de primeira ordem
não nula. Com o argumento do Caso (C) reduz-se o problema a mapas entre
variedades de dimensão menor.

5.2 Transversalidade

Sejam E e F subespaços lineares de Rn.
Dizemos que E e F se intersectam transversalmente em Rn se para

quaisquer x, y ∈ Rn, os subespaços afins x + E e y + F , respectivamente
paralelos a E e F , se intersectam, i.e., (x+ E) ∩ (y + F ) 6= ∅.

Proposição 5.2.1. Dois subespaços lineares E,F ⊂ Rn intersectam-se
transversalmente em Rn sse Rn = E + F .

Proof. Seja p ∈ (x + E) ∩ (y + F ). Então existem vectores e ∈ E e f ∈ F
tais que p = x + e = y + f . Logo, x − y = (−e) + f ∈ E + F . Vemos
assim que a intersecção entre x + E e y + F persiste para todo x, y ∈ Rn
sse Rn = E + F .

Por exemplo, em R3:

(a) Duas rectas nunca são transversais.

(b) Dois planos são transversais sse não são paralelos, nem coincidentes.

(c) Uma recta e um plano são transversais sse a recta não é paralela ao
plano, nem está nele contida.

Vamos agora estender o conceito de transversalidade a subvariedades.
Como veremos, intersecções transversais são ‘robustas’, no sentido que persistem
se deformarmos pouco cada uma das subvariedades concorrentes.
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Figure 5.5: Transversal Subspaces

Definição 5.2.1. Duas subvariedades X,Y ⊂ Z dizem-se transversais em
Z, e escrevemos X t Y , se TpX+TpY = TpZ para todo o ponto p ∈ X∩Y .

Mais geralmente, define-se a transversalidade entre um mapa f : X → Z
e uma subvariedade Y ⊂ Z, que deve ser interpretada como a transversalidade
entre f(X) e Y .

Definição 5.2.2. Dadas variedades X e Y ⊂ Z e um mapa suave f : X →
Z, dizemos que f é transversal a Y em Z, e escrevemos f t Y , se para cada
x ∈ X, Dfx(TxX) + Tf(x)Y = Tf(x)Z sempre que f(x) ∈ Y .

Além disso, dado x ∈ X, escrevemos f tx Y para significar que f(x) /∈ Y
ou Dfx(TxX) + Tf(x)Y = Tf(x)Z.

Chama-se codimensão duma subvariedade X ⊂ Y à diferença

codim(X,Y ) := dim(Y )− dim(X) .

Podemos agora generalizar o Teorema das pré-imagens.

Teorema 5.2.1 (Teorema das pré-imagens). Sejam X, Y ⊂ Z variedades.
Se um mapa suave f : X → Z é transversal a Y em Z então f−1(Y ) é uma
variedade tal que codim(f−1(Y ), X) = codim(Y, Z).

Lema 5.2.1. Sejam X, Y ⊂ Z variedades e f : X → Z um mapa suave.
Para cada ponto p ∈ f−1(Y ) existem vizinhanças abertas Up de p em X e Vq
de q = f(p) em Z, e existe uma submersão g : Vq → Rl, com l = codim(Y, Z),
tais que f(Up) ⊆ Vq e Up ∩ f−1(Y ) = (g ◦ f |Up)−1(0).
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Proof. Aplicando o Teorema 2.1.1 ao mergulho inclusão j : Y ↪→ Z vemos
que existem cartas locais φ : (Y, q) ' (Rk, 0) e ψ : (Z, q) ' (Rn, 0) tais que,
sendo i : Rn → Rk = Rn×Rk−n, a inclusão linear definida por i(x) = (x, 0),
o diagrama seguinte é comutativo:

(Y, q)
j−→ (Z, q)

φ
y yψ

(Rk, 0)
i−→ (Rn, 0)

Esta comutatividade traduz-se na relação ψ(x) = (φ(x), 0) para x ∈ Y .
Consideremos a projecção π : Rn → Rn−k, π(x, y) = y, que satisfaz i(Rk) =
π−1(0). Seja Vq o domı́nio da carta ψ, e tomemos Up vizinhança aberta de
p tal que f(Up) ⊆ Vq. Definimos g : Vq → Rn−k por g = π ◦ ψ. O mapa g é
uma submersão, e g−1(0) = Vq ∩ Y , donde segue que

Up ∩ f−1(Y ) = Up ∩ f−1(g−1(0)) = (g ◦ f |Up)−1(0).

Demonstração do Teorema 5.2.1. Pelo lema anterior, dado p ∈ f−1(Y ) podemos
tomar uma vizinhança aberta Up ⊂ X do ponto p, outra vizinhança aberta
Vq ⊂ Z do ponto q = f(p) e uma submersão g : Vq → Rl, l = codim(Y,Z),
tais que Up ∩ f−1(Y ) = (g ◦ f |Up)−1(0). Seja x ∈ Up ∩ f−1(Y ). Porque g
é uma submersão Dgf(x)(Tf(x)Z) = Rl. Pela hipótese de transversalidade
f t Y , Dfx(TxX) + Tf(x)Y = Tf(x)Z. Logo,

D(g ◦ f |Up)x(TxX) = Dgf(x)(Dfx(TxX))

= Dgf(x)(Dfx(TxX) + Tf(x)Y︸ ︷︷ ︸
Dgf(x)(·)=0

)

= Dgf(x)(Tf(x)Z) = Rl ,

o que mostra que 0 é um valor regular de g ◦ f |Up . Pelo Teorema 1.2.3 segue
que Up∩f−1(Y ) = (g◦f |Up)−1(0) é uma variedade com dimensão dim(X)−l
e codimensão codim(f−1(Y ), X) = l = codim(Y,Z).

Corolário 5.2.1. Sejam X e Y subvariedades de Z. Se X t Y em Z então
X∩Y é uma variedade cuja dimensão, e codimensão, satisfazem as fórmulas

(a) dim(X ∩ Y ) = dim(X) + dim(Y )− dim(Z)

(b) codim(X ∩ Y,Z) = codim(X,Z) + codim(Y,Z)

Proof. Basta aplicar o teorema anterior ao mapa de inclusão i : X → Z,
i(x) = x. Note que X t Y sse i t Y , e que i−1(Y ) = X ∩ Y .
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Figure 5.6: Intersecções transversais em R3

Figure 5.7: Intersecções não transversais em R3

O lema seguinte dá-nos uma condição de transversalidade entre um sub-
espaço linear F ⊂ Rn e outro subespaço linear S = Nuc(Φ) que seja o
conjunto solução dum sistema linear homogéneo Φ(x) = 0 (figura 5.8).

Lema 5.2.2 (Núcleo Transversal). Sejam F ⊂ E e G espaços lineares, e
Φ: E → G uma aplicação linear sobrejectiva. Então

Nuc(Φ) t F em E sse Φ|F : F → G é sobrejectiva.

Proof. Suponhamos que Nuc(Φ) t F em E. Então

Φ(F ) = Φ(F + Nuc(Φ)︸ ︷︷ ︸
Φ(·)=0

) = Φ(E) = G ,

o que mostra que Φ|F : F → G é sobrejectiva.

Suponhamos agora que Φ|F : F → G é sobrejectiva. Dado x ∈ E, como
Φ(x) ∈ G, existe f ∈ F tal que Φ(f) = Φ(x). Então Φ(x − f) = 0, ou seja
x− f ∈ Nuc(Φ), o que implica x ∈ Nuc(Φ) +F . Logo E = Nuc(Φ) +F .
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Figure 5.8: Transversalidade ao núcleo

Lema 5.2.3. Sejam E, F e G espaços lineares, e Φ: E → F , Ψ: E → G
aplicações lineares sobrejectivas. São equivalentes as afirmações:

(1) Nuc(Φ) t Nuc(Ψ) em E,

(2) Φ(Nuc(Ψ)) = F ,

(3) Ψ(Nuc(Φ)) = G,

(4) (Φ,Ψ) : E → F ×G é sobrjectiva.

Proof. Pelo Lema 5.2.2, (1)⇔ (2), e (1)⇔ (3). Logo (1), (2) e (3) são
equivalentes entre si. Vejamos que (2) e (3) implicam (4). Dados f ∈ F e
g ∈ G, por (2) existe x ∈ E tal que Ψ(x) = 0 e Φ(x) = f , enquanto por (3)
existe y ∈ E tal que Φ(y) = 0 e Ψ(y) = g. Logo

(Φ(x+ y),Ψ(x+ y)) = (Φ(x),Ψ(y)) = (f, g)

o que prova (4). Reciprocamente, supondo (4), dado f ∈ F existe x ∈ E tal
que (Φ(x),Ψ(x)) = (f, 0), o que implica (2).

Deste lema conclúımos que (2)⇔ (3). A prova da proposição seguinte
baseia-se nesta equivalência.

Vamos agora usar o Teorema de Sard para mostrar que a propriedade
de transversalidade é genérica em famı́lias de mapas que verifiquem uma
condição de transversalidade apropriada.

Toda a aplicação suave f : W ×X → Z pode ser vista como uma famı́lia
de aplicações suaves fw : X → Z indexada em W , onde para cada w ∈ W ,
fw(x) := f(w, x).
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Vamos designar por π : W ×X →W a projecção canónica, π(w, x) := w.

Teorema 5.2.2 (Transversalidade Genérica). Se f : W × X → Z é um
mapa suave tal que f t Y então para cada w ∈W ,

(a) (π|f−1(Y ))
−1(w) = {w} × (fw)−1(Y ),

(b) (w, x) é ponto regular de π|f−1(Y ) ⇔ fw tx Y em Z, ∀ (w, x) ∈
f−1(Y ),

(c) w é valor regular de π|f−1(Y ) : f−1(Y )→W ⇔ fw t Y em Z.

Em particular, para quase todo w ∈W , fw t Y em Z, i.e., o conjunto

{w ∈W : fw não é transversal a Y }

tem medida nula.

Figure 5.9: Transversalidade duma famı́lia de mapas

Proof. A primeira aĺınea resulta de se ter

(π|f−1(Y ))
−1(w) = f−1(Y ) ∩ ({w} ×X) = {w} × (fw)−1(Y ).

Para as aĺıneas (b) e (c) vamos supor que existe g : Z → Rl suave tal que 0
é um valor regular de g e Y = g−1(0). Seja h = g ◦ f : W ×X → Rl. Então
0 é um valor regular de h porque f t Y . Com efeito, se h(w, x) = 0 então
f(w, x) ∈ Y e

Dh(w,x)(TwW × TxX) = Dgf(w,x)Df(w,x)(TwW × TxX)

= Dgf(w,x)[Df(w,x)(TwW × TxX) + Nuc(Dgf(w,x))]

= Dgf(w,x)[Df(w,x)(TwW × TxX) + Tf(w,x)Y ]

= Dgf(w,x)[Tf(w,x)Z] = Rl .

Dado (w, x) ∈ h−1(0) = f−1(Y ), vamos aplicar o Lema 5.2.3 às duas
aplicações lineares sobrejectivas:



5.2. TRANSVERSALIDADE 87

(a) Dh(w,x) : TwW × TxX → Rl, e

(b) Dπ(w,x) : TwW × TxX → TwW .

São equivalentes as afirmações:

(1) fw tx Y ,

(2) D(g ◦ fw)x : TxX → Rl é sobrejectiva,

(3) Dh(w,x)({0} × TxX) = Dh(w,x)(Nuc(Dπ(w,x))) = Rl,

(4) Dπ(w,x)(T(w,x)f
−1(Y )) = Dπ(w,x)(Nuc(Dh(w,x))) = TwW ,

(5) (w, x) é um ponto regular de π|f−1(Y ) : f−1(Y )→W .

A equivalência (1)⇔(2) resulta de aplicar o Lema 5.2.2 ao epimorfismo
Dgfw(x) : Tfw(x)Z → Rl que tem núcleo Nuc(Dgfw(x)) = Tfw(x)Y . A
equivalência (3)⇔(4) segue do Lema 5.2.3 aplicado aos epimorfismos Dh(w,x)

e Dπ(w,x). As restantes equivalências, (2)⇔(3) e (4)⇔(5), resultam das
definições dos mapas em causa. A equivalência (1)⇔(5) prova a aĺınea (b).
Logo, fw t Y em Z sse w for um valor regular de π|f−1(Y ), o que prova a
aĺınea (c).

A afirmação final segue de aplicar o Teorema de Sard ao mapa
π|f−1(Y ) : f−1(Y )→W .

Corolário 5.2.2. Nas condições do Teorema 5.2.2, se X e Y são variedades
compactas, o conjunto

Wt := {w ∈W : fw t Y em Z}

é aberto e denso em W . Além disso (fw)−1(Y ) ' (fw0)−1(Y ) sempre que
w,w0 ∈Wt estejam suficientemente próximos.

Proof. Seja C o conjunto dos pontos cŕıticos da projecção

π|f−1(Y ) : f−1(Y )→W, π(w, x) = w.

Pelo Exerćıcio 2.11 o conjunto C é fechado em f−1(Y ). Por outro lado como
Y é compacta, a pré-imagem f−1(Y ) é fechada em W×X. Logo C é fechado
em W ×X.

Vejamos que o conjunto π(C) dos valores cŕıticos de π|f−1(Y ) é fechado
em W . Tomemos uma sucessão convergente wn ∈ π(C), wn → w, e vejamos
que w ∈ π(C). Para cada n existe xn ∈ X tal que (wn, xn) ∈ C. Como
X é compacto, xn admite uma subsucessão convergente xnk → x. Logo
(wnk , xnk) → (w, x), e como C é fechado segue que (w, x) ∈ C. Isto prova
que w = π(w, x) ∈ π(C).
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Pelo Teorema 5.2.2 temos Wt = W \ π(C). Logo, como π(C) é fechado
o conjunto Wt é aberto em W . A densidade de Wt em W resulta também
do Teorema 5.2.2.

Finalmente, pelo Teorema 2.2.3, usando a aĺınea (a) do Teorema 5.2.2,
temos

(fw)−1(Y ) ' {w} × (fw)−1(Y ) = (π|f−1(Y ))
−1(w) ' (π|f−1(Y ))

−1(w0)

= {w0} × (fw0)−1(Y ) ' (fw0)−1(Y ),

sempre que w,w0 ∈Wt sejam valores regulares de π|f−1(Y ) suficientemente
próximos um do outro.

Designamos por C∞(X,Z) o conjunto dos mapas suaves f : X → Z.
Este conjunto pode ser munido da seguinte topologia, chamada a Topologia
de Whitney. Como Z ⊂ RN , C∞(X,Z) é um subconjunto do espaço
linear C∞(X,RN ). A Topologia de Whitney é induzida pela topologia que
passamos agora a definir em C∞(X,RN ).

Dados um inteiro k ≥ 1, um conjunto compacto K ⊂ X, uma famı́lia
finita A = {φi : Ui → Rn : 1 ≤ i ≤ m} de cartas de X cujos domı́nios Ui
cobrem K e uma decomposição K = ∪mi=1Ki de K em conjuntos compactos
Ki ⊂ Ui, definimos a seminorma

‖f‖k,K,A := max
0≤j≤k

max
1≤i≤m

max
x∈φi(Ki)

‖Dj(f ◦ φ−1
i )(x)‖.

A colecção de todas estas seminormas determina uma topologia de espaço
vectorial topológico em C∞(X,RN ), que por sua vez induz no subespaço
C∞(X,Z) a topologia de Whitney.

Teorema 5.2.3 (René Thom). Dadas variedades X e Y ⊂ Z, se X e Y são
compactas então o conjunto { f ∈ C∞(X,Z) : f t Y } é aberto e denso em
C∞(X,Z).

O Corolário 5.2.2 permite mostrar que qualquer mapa suave f : X → Z
pode ser aproximado por um mapa transversal a uma subvariedade Y ⊂ Z
dada (Exerćıcios 5.14 e 5.15).

5.3 Campos vectoriais genéricos

Um campo ξ ∈ X∞(X) diz-se de Morse se toda a singularidade ξ(p) = 0,
p ∈ X, for não degenerada, i.e., se Dξp : TpX → TpX for um isomorfismo.

Define-se o gráfico de ξ como Gξ := { (x, ξ(x)) ∈ TX : x ∈ X }.
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Proposição 5.3.1. Dado ξ ∈ X∞(X), ξ é um campo de Morse sse forem
transversais em TX os gráficos Gξ e G0 = X × {0}.

Vamos começar por uma versão linear desta proposição.

Proposição 5.3.2. Seja E um espaço linear de dimensão finita, e Φ: E →
E um endomorfismo linear com gráfico GΦ = {(u,Φ(u)) ∈ E × E : u ∈ E}.
Então GΦ t G0 = E × {0} em E ×E sse Φ: E → E é um isomorfismo.

Proof. Suponhamos que GΦ + G0 = E × E. Dado v ∈ E, consideremos
(0, v) ∈ E×E. Este vector pode escrever-se como soma dum vector (u,Φ(u)) ∈
GΦ com outro vector (z, 0) ∈ G0. Assim (0, v) = (u,Φ(u)) + (z, 0) =
(u+z,Φ(u)), o que implica Φ(u) = v. Logo Φ é sobrejectiva, e pelo Teorema
do núcleo e da imagem em Álgebra Linear, Φ é um isomorfismo.

Figure 5.10: Transversalidade entre GΦ e G0.

Suponhamos agora que Φ: E → E é um isomorfismo. Dado (v, w) ∈
E × E, tomemos u ∈ E tal que Φ(u) = w. Então (v, w) = (u,Φ(u)) + (v −
u, 0) ∈ GΦ + E × {0}, o que mostra que GΦ t G0.

Demonstração da Proposição 5.3.1. Comecemos por observar que Gξ∩G0 =
{(p, 0) : ξ(p) = 0} é o conjunto das singularidades de ξ. Pelo Exerćıcio 1.13
T(p,0)TX = TpX × TpX. Vejamos agora que se p ∈ X é uma singularidade

de ξ então T(p,0)Gξ = GDξp . O mapa ξ̂ : X → Gξ, ξ̂(x) = (x, ξ(x)) é um
difeomorfismo, pelo que

T(p,0)Gξ = Dξ̂p(TpX) = {(v,Dξp(v)) : v ∈ TpX} = GDξp .

Como T(p,0)G0 = TpX×{0}, aplicando a proposição anterior a cada um dos
pontos (p, 0) ∈ Gξ ∩G0 obtemos

Gξ t(p,0) G0 em T(p,0)TX ⇔ T(p,0)Gξ t T(p,0)G0 em TpX × TpX
⇔ GDξp t G0 em TpX × TpX
⇔ det(Dξp : TpX → TpX) 6= 0 .

Logo, Gξ t G0 em TX sse ξ é um campo de Morse.
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Figure 5.11: Transversalidade entre Gξ e G0.

Dado um campo ξ ∈ X∞(X) numa variedade X ⊂ Rn, definimos para
cada vector v ∈ Rn, ξv ∈ X∞(X) como sendo o campo

ξv(x) = (ξ(x) + v)T = PTxX(ξ(x) + v) .

Proposição 5.3.3. Para quase todo o vector v ∈ Rn, o campo ξv é de
Morse.

Proof. Consideremos a aplicação f : Rn ×X → TX definida por f(v, x) =
(x, ξv(x)). Vejamos que f t X×{0}. Fixando x ∈ X tal que f(x, v) = (x, 0)
temos f(v, x) = (0, PTxX(v)) + (x, PTxX(ξ(x))). Derivando em v, como a
segunda parcela não depende de v, obtemos Df(v,x)(u, 0) = (0, PTxX(u)).
Logo, como a projecção PTxX : Rn → TxX é sobrejectiva, Df(v,x)(Rn ×
{0}) = {0} × TxX. Isto mostra que

T(x,0)TX = TxX × TxX = {0} × TxX + TxX × {0}
= Df(v,x)(Rn × {0}) + TxX × {0}
= Df(v,x)(Rn × TxX) + T(x,0)X × {0} ,

ou seja que f t(v,x) X × {0}. Aplicando agora o Teorema 5.2.2, obtemos
que para quase todo v ∈ Rn, fv : X → TX, fv(x) = (x, ξv(x)) é transversal
a X×{0} em TX, o que equivale a Gξv t G0 em TX. Pela Proposição 5.3.1
isto significa que ξv é um campo de Morse.

O conjunto dos vectores v ∈ Rn tais que ξv é um campo de Morse
é sempre um conjunto denso. Quando a variedade X é compacta, este
conjunto é aberto (Exerćıcio 5.22). Considerando a topologia de Whitney
no espaço C∞(X,Rn), e a topologia por esta induzida no subespaço X∞(X),
prova-se o seguinte.
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Proposição 5.3.4. Numa variedade compacta X o conjunto dos campos
de Morse é aberto e denso em X∞(X).

5.4 Funções de Morse

Os pontos cŕıticos duma função suave f : X → R são as singularidades do
campo gradiente ∇f , porque Dfp = 0 sse ∇f(p) = 0.

Uma função suave f : X → R diz-se uma função de Morse se todos os
seus pontos cŕıticos forem não degenerados (ver Definição 3.7.2).

Proposição 5.4.1. Uma função suave f : X → R é função de Morse sse
o campo gradiente ∇f for um campo de Morse.

Proof. A equivalência segue da Proposição 3.7.2.

Os pontos cŕıticos duma função de Morse são todos isolados. Logo, numa
variedade compacta são sempre em número finito (Exerćıcio 5.23).

Dada uma função suave f : X → R sobre uma variedade X ⊂ Rn,
definimos para cada vector v ∈ Rn, fv(x) = f(x) + v · x.

Proposição 5.4.2. Para quase todo o vector v ∈ Rn, fv é uma função de
Morse.

Proof. Consideremos o campo ξ = ∇f . Seja f̃ uma extensão local de f , de
modo que ξ(x) := PTxX(∇f̃(x) ). Observando que f̃v(x) := f̃(x) + x · v é
uma extensão de fv, temos

∇(fv)(x) = PTxX(∇(f̃v)(x) ) = PTxX(∇f̃(x) + v )

= PTxX(∇f(x) + v ) = PTxX( ξ(x) + v ) = ξv(x)

Logo, pela Proposição 5.3.3, para quase todo v ∈ Rn, ξv = ∇(fv) é um
campo de Morse, ou seja, fv é uma função de Morse.

O conjunto dos vectores v ∈ Rn tais que fv é uma função de Morse
é sempre um conjunto denso. Quando a variedade X é compacta, este
conjunto é aberto (Exerćıcio 5.22). Considerando a topologia de Whitney
no espaço C∞(X,R) prova-se o seguinte.

Proposição 5.4.3. Dada uma variedade compactaX, o conjunto das funções
de Morse é aberto e denso em C∞(X,R).
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5.5 Exerćıcios

Ex 5.1. Dado um atlas A numa variedade X, mostre que se A ⊂ X tiver
medida nula em todas as cartas de A então A tem medida nula em X.

Ex 5.2. Seja f : U → f(U) um difeomorfismo entre abertos de Rn. Mostre
que se A ⊆ U tem medida nula em Rn então f(A) também tem medida nula
em Rn. Generalize este facto a difeomorfismos f : X → Y .
Sugestão: Use a fórmula de integração por mudança de variáveis para
calcular o volume de f(A).

Ex 5.3. Suponha que k < n. Mostre que se A tem medida nula em Rn−k
então A× Rk tem medida nula em Rn.

Ex 5.4. Sejam X ⊆ Z variedades com dim(X) < dim(Z). Sem usar o
Teorema de Sard, mostre que X tem medida nula em Z.

Ex 5.5. Seja f : X → Y um difeomorfismo local entre variedades X e Y
com a mesma dimensão. Mostre que se A tem medida nula em Y então
f−1(A) tem medida nula em X.

Ex 5.6. Dê um exemplo de uma aplicação suave f : R → R cujos valores
cŕıticos sejam densos.
Sugestão: Faça com que os números racionais, conjunto que pode ser
enumerado Q = {r1, r2, . . . }, seja o conjunto dos valores cŕıticos de f .

Ex 5.7. Demonstre o Teorema de Sard para aplicações suaves f : Xk → Y n

entre variedades com dimensões k < n. Por outras palavras, mostre que
f(Xk) tem medida nula em Y n.
Sugestão: Suponha que f : D → Rn é uma função Lipschitz com constante
de Lipschitz K num domı́nio aberto e limitado D ⊂ Rk. Argumentando
como no Lemma 5.1.1, mostre que voln(f(D)) = 0.

Ex 5.8. Seja f : X → Y uma função suave entre variedades. Mostre que
a condição de f ter um representante em coordenadas locais com todas as
derivadas até à ordem r nulas é independente das coordenadas escolhidas.
Sugestão: Seja f : U → V um difeomorfismo entre domı́nios abertos U e V
e g : V → Rp uma aplicação suave. Mostre que se Dkgf(x) = 0, ∀ 1 ≤ k ≤ r
então Dk(g ◦ f)x = 0, ∀ 1 ≤ k ≤ r .

Ex 5.9. Sejam f : X → Y um mapa suave, X e Y variedades. Mostre que

(a) Se X for compacta então o conjunto dos valores regulares de f é aberto
e denso em Y .

(b) Em geral, o conjunto dos valores regulares de f é residual, i.e., é uma
intersecção numerável de conjuntos abertos densos.
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Ex 5.10. Sejam P a parábola de equação y = 1−x2, e fa : R→ R2 a função
fa(x) = (x,−a+ (a+ x)2), onde a ∈ R. Para que valores do parâmetro a se
tem fa t P?

Ex 5.11. Para que valores de a > 0 o hiperbolóide definido por x2+y2−z2 =
1 intersecta a esfera x2 + y2 + z2 = a2 transversalmente? Qual é o aspecto
da intersecção para diferentes valores de a?

Ex 5.12. Quais dos seguintes espaços lineares se intersectam transversalmente?

(a) O plano xy e o eixo dos zz em R3.

(b) O plano xy e o plano gerado pelos vectores (3, 2, 0) e (0, 4,−1) em R3.

(c) O plano gerado pelos vectores (1, 0, 0) e (2, 1, 0) e o eixo dos yy em R3.

(d) Rk × {0} e {0} × Rp em Rn. (A resposta depende de k, p e n).

(e) Rk × {0} e Rp × {0} em Rn. (A resposta depende de k, p e n).

(f) E × {0} e a diagonal de E × E, onde E é um espaço linear.

(g) Os subespaços das matrizes simétricas (AT = A), e das matrizes anti-
simétricas (AT = −A), no espaço de todas as matrizes n× n.

Ex 5.13. Sejam X e Y subvariedades não transversais de Z. A intersecção
X∩Y pode ser uma subvariedade? A fórmula codim(X∩Y ) = codim(X)+
codim(Y ) pode ainda ser válida?

Ex 5.14. Sejam Y ⊂ Rn uma subvariedade, e f : X → Rn uma mapa
suave. Prove que para quase todo o vector v ∈ Rn, o mapa fv : X → Rn,
fv(x) := f(x) + v, é transversal a Y .

Ex 5.15. Sejam X, Y ⊂ Z ⊆ RN variedades compactas. Mostre que para
qualquer função f : X → Z, existe uma submersão f̃ : W × X → Z tal
que f = f̃0, onde W é um disco centrado na origem em RN , e o conjunto
{w ∈W : f̃w t Y } é aberto e denso em W .
Sugestão: Tome ε > 0 tal que Vε(Z) seja uma vizinhança tubular de Z
em RN . Defina então W = {w ∈ RN : ‖w‖ < ε}, e f̃ : W × X → Z,
f̃(w, x) := π(f(x) + w), onde π : Vε(Z) → Z é a projecção associada a esta
vizinhança tubular.

Ex 5.16. Sejam X e Y subvariedades transversais de Z. Prove que para
todo p ∈ X ∩ Y , TpX ∩ Y = TpX ∩ TpY .

Ex 5.17. Seja f : X → Z um mapa suave transversal à subvariedade
Y ⊂ Z. Mostre que para cada p ∈ f−1(Y ), o espaço tangente Tpf

−1(Y ) é a
pré-imagem pela derivada Dfp : TpX → Tf(p)Z do espaço tangente Tf(p)Y .
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Ex 5.18. Sejam f : X → Z um mapa suave definido sobre variedade
compacta X, e Y ⊂ Z uma subvariedade compacta. Supondo que dim(X)+
dim(Y ) = dim(Z) e f t Y , mostre que f−1(Y ) é um conjunto finito.

Ex 5.19. Seja E um espaço linear de dimensão finita, e ∆ = {(x, x) : x ∈
E}. Considere o gráfico GA = {(x,A(x)) : x ∈ E } duma aplicação linear
A : E → E. Mostre que GA t ∆ em E ×E sse 1 não é valor próprio de A.

Ex 5.20. Um ponto fixo f(x) = x dum mapa f : X → X diz-se de Lefschetz
se 1 não for valor próprio da derivada Dfx : TxX → TxX. Mostre que o
gráfico de f , Gf = {(x, f(x)) : x ∈ X} é transversal à diagonal ∆ =
{(x, x) : x ∈ X} sse todos os pontos fixos de f são de Lefschetz.

Ex 5.21. Mostre que um mapa suave f : X → X numa variedade compacta
X tal que todos os seus pontos fixos de f são de Lefschetz, tem apenas um
número finito de pontos fixos.

Ex 5.22. Mostre que se X ⊂ Rn é uma variedade compacta, dados ξ ∈
X∞(X) e f ∈ C∞(X,R), então os conjuntos

Ωξ = {v ∈ Rn : ξv é um campo de Morse } e

Ωf = {v ∈ Rn : fv é uma função de Morse }

são abertos e densos em Rn.
Sugestão : Use o Corolário 5.2.2.

Ex 5.23. Mostre que um campo de Morse ξ ∈ X∞(X), e uma função de
Morse f ∈ C∞(X,R), numa variedade compacta X, têm apenas um número
finito de singularidades, respectivamente de pontos cŕıticos.

Ex 5.24. Seja X ⊂ Rn uma variedade. Mostre que para quase toda a forma
linear α ∈ (Rn)∗, a restrição α|X : X → R é uma função de Morse.

Ex 5.25. Sejam X e Y ⊂ Z variedades, X com bordo, Y e Z sem bordo.
Mostre que se f t Y em Z e f |∂X t Y em Z então f−1(Y ) é uma variedade
com bordo tal que ∂f−1(Y ) = f−1(Y ) ∩ ∂X = (f |∂X)−1(Y ).

O objectivo da sequência de problemas seguinte é mostrar que as funções
de Morse com os valores cŕıticos todos distintos são genéricas. Iremos usar
a notação introduzida nos Exerćıcios 4.7, 4.8 e 4.9. Seja W o espaço das
funções polinomiais Q : Rn → R com grau menor ou igual a 2,

Q(x) = c+ vTx+ xTBx ,

onde c ∈ R, v ∈ Rn e B ∈ MatSn . O espaço W tem dimensão finita N =
n + 1 + n(n + 1)/2, e admite uma base canónica formada pelos monómios
homogéneos 1, xi, xi xj , com i, j = 1, . . . , n.

Dada uma função suave f : X → R, definimos a famı́lia de perturbações
fQ : X → R, fQ(x) := f(x) + Q(x), para cada Q ∈ W . Como antes Wε

denota a bola aberta de raio ε, centrada na origem, no espaço W .
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Ex 5.26. Sejam p e q dois pontos cŕıticos não degenerados, distintos, de
f : X → R, e designemos por p̃(Q) e q̃(Q) as continuações anaĺıticas dos
pontos cŕıticos p e q, p̃, q̃ : Wε → X. Definindo as funções Ap, Aq : Wε → R,
Ap(Q) := fQ(p̃(Q)) e Aq(Q) := fQ(q̃(Q)), mostre que

Σ(f, p, q) = {Q ∈Wε : Ap(Q) = Aq(Q)}

é uma variedade de codimensão 1 em W .
Sugestão: Fixado Q ∈ Wε, suponha que p̃(Q) = p e q̃(Q) = q. Use o
Exerćıcio 4.8 para mostrar que a função G : Wε → R definida por G(Q) :=
Ap(Q)−Aq(Q) tem derivada DGQ : W → R sobrejetiva.

Ex 5.27. Supondo que X é compacta, seja Γ o conjunto dos polinómios
Q ∈W tais que fQ = f +Q é uma função de Morse com os valores cŕıticos
todos distintos. Mostre que Γ é um conjunto aberto denso com medida total.
Sugestão: Seja Ω o conjunto dos polinómios Q ∈W tais que fQ = f +Q
é uma função de Morse. Comece por ver que Ω é um conjunto aberto denso
com medida total. Depois, para cada Q ∈ Ω, defina Bε(Q) ⊂ Ω como uma
bola centrada em Q em W sobre a qual estão definidas as continuações
anaĺıticas dos pontos cŕıticos de fQ = f + Q (Exerćıcio 4.6). Usando o
Exerćıcio 5.26, mostre que Γ ∩ Bε(Q) é o complementar em Bε(Q) duma
união finita de variedades de codimensão um. Deduza que Γ ∩ Bε(Q) é
aberto e denso com medida total em Bε(Q).
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Chapter 6

Orientações

Orientar uma curva é definir um sentido de a percorrer. Numa superf́ıcie,
uma orientação corresponde a definir um sentido de circulação, por exemplo
o sentido dos ponteiros do relógio ou o sentido inverso, dito anti-horário. Já
no espaço tridimensional uma orientação pode ser definida pela especificação
dum sentido de rotação em torno dum eixo orientado. Vamos tornar precisos
estes conceitos, primeiro em espaços lineares de dimensão finita e depois em
variedades.

6.1 Orientações em espaços lineares

Seja E um espaço Euclideano de dimensão finita n e designemos por O(E)
o grupo das isometrias (automorfismos isométricos) Φ: E → E. Este grupo
é uma variedade de dimensão n(n− 1)/2 (Exerćıcio 6.1).

Uma isometria Φ ∈ O(E) diz-se um movimento ŕıgido se existir uma
aplicação cont́ınua Ψ: [0, 1] → O(E) tal que Ψ(0) = idE e Ψ(1) = Φ. O
conjunto O+(E) dos movimentos ŕıgidos em E é um subgrupo de O(E).
Dado um vector unitário v ∈ E a reflexão Φv : E → E em torno do hiperplano
v⊥, Φv(x) := x − 2 (x · v) v, é um exemplo duma isometria Φv ∈ O(E) que
não é um movimento ŕıgido (Exerćıcio 6.9).

Definimos

Bon(E) := {(v1, . . . , vn) ∈ En : (v1, . . . , vn) é base ortonormada de E}.

Dizemos que duas bases (u1, . . . , un) e (v1, . . . , vn) em Bon(E) são equivalentes,
e escrevemos (u1, . . . , un) ∼ (v1, . . . , vn), se existir um movimento ŕıgido
Φ ∈ O+(E) tal que (Φ(u1), . . . ,Φ(un)) = (v1, . . . , vn). Bases ortonormadas
equivalentes irão determinar a mesma orientação do espaço E.

Proposição 6.1.1. O espaço Bon(E) tem exactamente duas componentes
conexas que correspondem às classes de equivalência da relação ∼ acima
definida. Além disso, o grupo O(E) é difeomorfo a Bon(E) sendo O+(E) a
componente conexa de O(E) que contem a matriz identidade.

97
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Proof. Para todo o espaço Euclideano E de dimensão n existe uma isometria
Ψ : Rn → E, que induz um difeomorfismo Ψ̃ : Bon(Rn) → Bon(E). Logo,
podemos sem perda de generalidade supor que E = Rn.

Fixada uma base (w1, . . . , wn) ∈ Bon(Rn), qualquer outra base pode ser
ligada por um caminho em Bon(Rn) a uma das duas bases (w1, . . . , wn−1, wn),
ou (w1, . . . , wn−1,−wn) (Exerćıcio 6.6). Como estas duas bases têm determinantes
simétricos, não existe nenhum caminho cont́ınuo γ : [0, 1] → Bon(Rn) tal
que γ(0) = (w1, . . . , wn−1, wn) e γ(1) = (w1, . . . , wn−1,−wn). Isto porque
det(γ(t)) 6= 0, ∀ t ∈ [0, 1]. Este argumento mostra que Bon(Rn) tem
exactamente duas componentes conexas.

Fixando uma base (w1, . . . , wn) ∈ Bon(E), definimos Ψ : O(E)→ Bon(E),
Ψ(φ) := (φ(w1), . . . , φ(wn)). Este mapa é um difeomorfismo porque é a
restrição dum isomorfismo linear (Exerćıcio 6.2). Além disso Ψ transforma
O+(E) na componente conexa de Bon(E) que contem a base (w1, . . . , wn).

A proposição anterior estende-se a bases não (necessariamente) ortonormadas,
o que permite tornar a noção de orientação independente da estrutura Euclideana.
Definimos

B(E) := {(v1, . . . , vn) ∈ En : (v1, . . . , vn) é base de E}.

Proposição 6.1.2. O espaço B(E) tem exactamente duas componentes
conexas, que são conexas por caminhos. O mesmo acontece com o grupo
GL(E) dos automorfimos lineares φ : E → E.

Proof. Fixada uma estrutura Euclideana em E, toda a base de E pode ser
continuamente deformada, dentro de B(E), até ficar ortonormada (Exerćıcio 6.7).
Pela Proposição 6.1.1, Bon(E) tem exactamente duas componentes conexas.
Logo B(E) tem exactamente duas componentes conexas, cada uma contendo
uma componente de Bon(E). Como GL(E) ' B(E) também o grupo GL(E)
tem exactamente duas componentes conexas (Exerćıcio 6.3).

Seja E um espaço linear real de dimensão finita n.

Definição 6.1.1. Uma orientação de E é uma aplicação σ : B(E)→ {−1, 1}
cont́ınua e tal que σ(u) 6= σ(v) sempre que u 6∼ v. O par (E, σ) diz-se um
espaço linear orientado.

A continuidade de σ equivale a dizer que a aplicação σ é localmente
constante. A segunda condição permite decompor o conjunto B(E) em
bases positivas e negativas, respectivamente

B+(E, σ) := {(v1, . . . , vn) ∈ B(E) : σ(v1, . . . , vn) = +1},
B−(E, σ) := {(v1, . . . , vn) ∈ B(E) : σ(v1, . . . , vn) = −1}.
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Em qualquer espaço linear E de dimensão finita existem exactamente
duas orientações. Quando dimE > 0, uma orientação fica determinada
pela escolha da componente conexa de B(E) formada pelas bases positivas
nessa orientação. Por outras palavras, qualquer base (v1, . . . , vn) ∈ B(E)
determina a única orientação σ que satisfaz σ(v1, . . . , vn) = +1, e duas bases
determinam a mesma orientação sse pertencerem à mesma componente
conexa de B(E).

No espaço E = {0}, de dimensão 0, o conjunto B(E) = {∅} é singular
e tem apenas uma componente conexa. Existem no entanto duas funções
(constantes) σ : {∅} → {−1,+1}, pelo que podemos identificar os sinais −1
e +1 como sendo as orientações do espaço nulo.

Se dimE = 1, E é uma recta e B(E) = E \ {0}. Neste caso uma
orientação de E corresponde à escolha de um ‘sentido’ no eixo E, determinado
por um qualquer vector não nulo v ∈ E \ {0}.

Se dimE = 2, E é um plano, e as bases de E são formadas por pares
de vectores não colineares (v1, v2). Estes vectores determinam um ângulo
orientado, de v1 para v2, que por sua vez identifica um sentido de circulação
no plano. Os ângulos orientados associados a duas bases têm o mesmo sinal,
i.e., definem o mesmo sentido de circulação no plano, se somente se as duas
bases estiverem na mesma componente conexa de B(E).

Figure 6.1: Orientações definidas por uma base nas dimensões 1, 2 e 3

Se dimE = 3 uma base (v1, v2, v3) determina o eixo orientado definido
pelo primeiro vector v1, e o sentido de circulação, transversal a este eixo,
definido pelos outros dois vectores (v2, v3). Duas bases estão na mesma
componente conexa de B(E) se rodando uma delas de forma a fazer coincidir
os eixos orientados determinados pelos primeiros vectores das duas bases,
coincidirem também os sentidos de circulação em torno do eixo comum,
determinados pelos outros dois vectores de cada uma das bases.

Sejam (E1, σ1) e (E2, σ2) dois espaços lineares orientados com a mesma
dimensão. Todo o isomorfismo Φ: E1 → E2 induz o difeomorfismo Φ∗ :
B(E1)→ B(E2), Φ∗(v1, . . . , vn) := (Φ(v1), . . . ,Φ(vn)), que transforma componentes
conexas de B(E1) em componentes conexas de B(E2). Dado uma aplicação
linear Φ: E1 → E2 definimos o seu sinal (relativo às orientações fixadas σ1
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e σ2)

sgn(Φ) :=


0 se Φ não é um isomorfismo
−1 se Φ∗(B+(E1, σ1)) = B−(E2, σ2)
+1 se Φ∗(B+(E1, σ1)) = B+(E2, σ2)

Definição 6.1.2. Dizemos que um isomorfismo Φ: E1 → E2 preserva a
orientação se sgn(Φ) = +1, i.e,

σ2(Φ(v1), . . . ,Φ(vn)) = σ1(v1, . . . , vn) ∀(v1, . . . , vn) ∈ B(E1).

Analogamente, dizemos que Φ inverte a orientação, se sgn(Φ) = −1, i.e.,

σ2(Φ(v1), . . . ,Φ(vn)) = −σ1(v1, . . . , vn) ∀(v1, . . . , vn) ∈ B(E1).

Proof. Segue das definições.

Dado um endomorfismo Φ : E → E, fixemos uma base (w1, . . . , wn) de E.
Dizemos que Φ é representado nesta base pela matriz A = [aij ] ∈ Matn(R)
se Φ(wi) =

∑n
j=1 aij wj , ∀ i = 1, . . . , n. As matrizes que representam Φ

relativamente a diferentes bases têm todas o mesmo determinante por serem
conjugadas entre si. Define-se det(Φ) como o determinante comum a estas
matrizes.

O sinal sgn(Φ) dum endomorfismo Φ: (E, σ) → (E, σ) não depende da
orientação σ, coincidindo com o sinal do determinante de Φ.

Seja L(E,E) a álgebra dos endomorfismos lineares Φ: E → E e GL(E)
o subgrupo dos automorfismos em L(E,E).

Proposição 6.1.3. O conjunto GL(E) é um aberto de L(E) com exactamente
duas componentes conexas:

GL+(E) := {Φ ∈ GL(E) : det(Φ) > 0},
GL−(E) := {Φ ∈ GL(E) : det(Φ) < 0}.

Proof. Exerćıcio 6.4

Definição 6.1.3. Sejam (E, σ), (E1, σ1) e (E2, σ2) espaços lineares orientados
tais que E = E1 ⊕ E2. Dizemos que as orientações σ, σ1 e σ2 são
compat́ıveis se

σ(u, v) = σ1(u)σ2(v), ∀u ∈ B(E1), ∀ v ∈ B(E2).

Proposição 6.1.4. Dada uma decomposição em soma directa E = E1⊕E2

de espaços lineares de dimensão finita, fixadas orientações em dois destes três
espaços, existe uma única orientação no terceiro que torna as três orientações
compat́ıveis.
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Proof. Exerćıcio 6.8.

Se E = E1 ⊕ E2, sendo (E, σ) e (E1, σ1) espaços orientados, dizemos
que a única orientação σ2 em E2 cuja existência e unicidade é afirmada na
proposição anterior é induzida por σ e σ1. Analogamente nos outros casos.

6.2 Orientações em variedades

Seja X ⊂ RN uma variedade de dimensão n e definamos

B(TX) := {(x, v1, . . . , vn) : x ∈ X, (v1, . . . , vn) ∈ B(TxX)}.

Este conjunto é uma variedade de dimensão n+ n2 (Exerćıcio 6.10).

Definição 6.2.1. Chama-se orientação de X a uma aplicação σ : B(TX)→
{−1, 1} que seja cont́ınua e tal que σx : B(TxX) → {−1, 1} definida por
σx(v1, . . . , vn) := σ(x, v1, . . . , vn) seja uma orientação de TxX para cada
x ∈ X.

Definição 6.2.2. Uma variedade orientada é um par (X,σ), onde X é uma
variedade e σ uma orientação de X. Para aliviar a notação diremos que X é
uma variedade orientada, deixando subentendida a sua orientação σ = σX .

Exemplo 6.2.1. Chama-se orientação canónica em Rn à orientação que em
todos os espaços tangentes TxRn = Rn coincide com σcan : B(Rn)→ {−1, 1}

σcan(v1, . . . , vn) := sgn(det(v1, . . . , vn)).

A base canónica de Rn é uma base positiva para orientação canónica.

Definição 6.2.3. Uma variedade X diz-se orientável se existir uma orientação
em X.

Sejam X e Y variedades orientadas da mesma dimensão e f : X → Y
um difeomorfismo local.

Definição 6.2.4. Dizemos que f preserva a orientação se o isomorfismo
Dfx : TxX → Tf(x)Y preserva a orientação, para todo x ∈ X. Analogamente,
dizemos que f inverte a orientação quando Dfx : TxX → Tf(x)Y inverte a
orientação, para todo x ∈ X.

Proposição 6.2.1. Sejam f : X → Y um difeomorfismo local entre variedades
orientadas. Se X for conexa então f preserva a orientação ou f inverte a
orientação.
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Proof. Os conjuntos A± definidos por

A+ := {x ∈ X : sgn(Dfx : TxX → Tf(x)Y ) = +1},
A− := {x ∈ X : sgn(Dfx : TxX → Tf(x)Y ) = −1}

são abertos (Exerćıcio 6.12). Como em cada ponto x ∈ X o isomorfismo
Dfx : TxX → Tf(x)Y preserva ou inverte a orientação, os conjuntos A+ e
A− são disjuntos e a sua união é igual aX. ComoX é conexa, temosX = A+

e f preserva a orientação, ou então X = A− e f inverte a orientação.

Corolário 6.2.1. Toda a variedade conexa e orientável admite exactamente
duas orientações.

Proof. Dadas duas orientações σ e σ′ em X, aplicadando a Proposição 6.2.1
à aplicação identidade idX : (X,σ) → (X,σ′), vemos que σ = σ′ ou então
σ = −σ′. Logo σ e −σ são as únicas orientações em X.

Proposição 6.2.2. Seja X ⊆ Rn uma variedade de dimensão n − 1 em
Rn. Então X é orientável sse existe um campo normal ξ ∈ X∞⊥ (X) tal que
ξ(x) 6= 0 para todo x ∈ X.

Proof. O espaço normal (TxX)⊥ tem dimensão 1. Como qualquer que seja
x ∈ X, Rn = (TxX)⊥ ⊕ TxX, e Rn tem uma orientação canônica, pela
Proposição 6.1.4 uma orientação num dos espaços TxX, ou (TxX)⊥, permite
induzir uma orientação no outro.

Supondo que X é orientável, e fixando uma orientação σ em X, a
orientação σx de TxX juntamente com a orientação canónica de Rn induzem
uma orientação em (TxX)⊥. Definindo ξ(x) como o único vector positivo em
(TxX)⊥ (para esta orientação) com ‖ξ(x)‖ = 1, obtemos um campo normal
ξ ∈ X∞⊥ (X) tal que ‖ξ(x)‖ = 1 para todo x ∈ X.

Reciprocamente, supondo que existe ξ ∈ X∞⊥ (X) tal que ξ(x) 6= 0 para
todo x ∈ X, este campo induz uma orientação en cada recta (TxX)⊥ que
por sua vez permite definir a seguinte orientação em X, σ(x, v1, . . . , vn−1) :=
σn(ξ(x), v1, . . . , vn−1), onde σn representa a orientação canônica de Rn.

A banda de Möbius não é orientável porque não admite nenhum campo
normal unitário (Exerćıcio 6.27).

6.3 Orientação induzida no bordo

Sejam X uma variedade orientada com bordo, e ξ o campo normal exterior
ao bordo de X. Para cada ponto x ∈ ∂X, temos uma decomposição em soma
directa TxX = R ξ(x)⊕ Tx∂X, em que o espaço tangente tem a orientação
de X, e a recta normal R ξ(x) tem a orientação definida pelo vector ξ(x).
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Figure 6.2: A banda de Möbius

Consideremos no espaço tangente Tx∂X a orientação induzida pelas outras
duas, que é definida por

σ∂Xx (v1, . . . , vn−1) := σXx (ξ(x), v1, . . . , vn−1).

Figure 6.3: Orientação induzida no bordo

Proposição 6.3.1. Seja X uma variedade orientável com bordo. A função
σ∂X : B(T∂X)→ {−1, 1} definida acima é uma orientação em ∂X.

Proof. A continuidade de σ∂X segue das continuidades da orientação σX em
X e do campo normal exterior ξ. Supondo que ∂X tem dimensão positiva
então dim(TxX) > 1 pelo que σ∂Xx (·) := σXx (ξ(x), ·) não é constante. Isto
mostra que σ∂X é uma orientação em ∂X.

A orientação σ∂X diz-se induzida por X no bordo ∂X.
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Figure 6.4: Orientação induzida no bordo de uma curva X

Exemplo 6.3.1. Se X for uma variedade de dimensão 1, orientada, conexa,
compacta e com bordo, então ∂X = {a, b} é formado por 2 pontos (Exerćıcio 7.8).
A orientação de X determina um sentido na curva X, que nos permite
falar nas extremidades inicial e final de X. Na extremidade inicial X induz
a orientação ‘−’ enquanto na extremidade final X induz a orientação ‘+’
(Figura 6.4).

Exemplo 6.3.2. A esfera S := {x ∈ Rd : ‖x‖ = 1} é o bordo do disco
D := {x ∈ Rd : ‖x‖ ≤ 1} com a orientação canónica de Rd. A orientação
induzida na esfera é dada por

σSx(v1, . . . , vd−1) := σcan(x, v1, . . . , vd−1)

onde ξ(x) := x é o campo normal exterior ao longo de S.

6.4 Orientação induzida numa pré-imagem

Sejam X e Y variedades orientadas com dim(X) = n ≥ k = dim(Y ), e
f : X → Y um mapa suave. Dado um valor regular y ∈ Y de f , para cada
x ∈ f−1(y), seja Ex um subespaço complementar de Txf

−1(y) em TxX, i.e.,
tal que TxX = Txf

−1(y) ⊕ Ex. Consideremos em Ex uma orientação tal
que o isomorfismo Dfx|Ex : Ex ' TyY preserve a orientação, e em Txf

−1(y)

a orientação σ
f−1(y)
x induzida pelas orientações de TxX e Ex (no sentido da

Proposição 6.1.4), que deve satisfazer

σf
−1(y)
x (v1, . . . , vn−k) :=

σXx (v1, . . . , vn−k, w1, . . . , wk)

σYy (Dfxw1, . . . , Dfxwk)
(6.1)

quaisquer que sejam (v1, . . . , vn−k) ∈ B(Txf
−1(y)) e (w1, . . . , wk) ∈ B(Ex).

Proposição 6.4.1. Existe uma única orientação σf
−1(y) em f−1(y) que

satisfaz a relação (6.1).

Proof. Pela Proposição 6.1.4, para cada x ∈ f−1(y) existe uma orientação

σ
f−1(y)
x em Txf

−1(y) satisfazendo a relação (6.1). Precisamos apenas mostrar
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que estas orientações nos espaços tangentes determinam uma função cont́ınua
σf
−1(y) : B(Tf−1(y))→ {−1, 1}.
Suponhamos que Y = Rk e que a aplicação f : X → Rk tem componentes

f = (f1, . . . , fk). Tendo em conta que

Txf
−1(y) = Nuc(Dfx) = {∇f1(x), . . . ,∇fk(x)}⊥

segue que o espaço Ex := (Txf
−1(y))⊥ admite a base

w(x) := (∇f1(x), . . . ,∇fk(x)) .

Sendo y um valor regular de f , a derivada Dfx : TxX → TyY é sobrejectiva o
que implica os gradientes∇fj(x), j = 1, . . . , k, sejam linearmente independentes.
Logo Dfx(w(x)) é uma base de TyY e a função β : X → {−1, 1}, β(x) :=
σY (y,Dfx(w(x))), é cont́ınua. Como σX : B(TX) → {−1, 1} é cont́ınua
segue que a função σf

−1(y) : B(Tf−1(y))→ {−1, 1}, que por (6.1) se escreve
como

σf
−1(y)(x, v) :=

σX(x, v, w(x))

β(x)
,

é também cont́ınua.

Dizemos que a orientação de f−1(y) é induzida pelas de X e Y .

Figure 6.5: Orientação induzida na pré-imagem

Sejam X e Y variedades orientadas, X com bordo, Y sem bordo, tais que
dim(X) ≥ dim(Y ). Dado um um mapa suave f : X → Y e um valor regular
y ∈ Y de f , pelo Teorema 4.2.1, a pré-imagem f−1(y) é uma variedade com
bordo. Pelas proposições 6.4.1 e 6.3.1 podemos orientar esta pré-imagem e
com essa orientação orientar também o bordo ∂f−1(y).

Por outro lado, se y ∈ Y for um valor regular de f |∂X : ∂X → Y ,
como ∂X é uma variedade orientada, o bordo ∂f−1(y) = (f |∂X)−1(y) pode
também ser orientado como uma pré-imagem do mapa restrição f |∂X . Temos
assim dois modos distintos para orientar ∂f−1(y). A proposição seguinte
garante que estes dois processos dão o mesmo resultado.
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Figure 6.6: Orientações em ∂f−1(y) = (f |∂X)−1(y)

Proposição 6.4.2. Seja f : X → Y um mapa suave entre variedades
orientadas X e Y tais que dim(X) ≥ dim(Y ), X com bordo, Y sem bordo.
Dado um valor regular y ∈ Y de f : X → Y e de f |∂X : ∂X → Y , são iguais:

(1) a orientação induzida em ∂f−1(y) como bordo da pré-imagem f−1(y),

(2) a orientação induzida em ∂f−1(y) = (f |∂X)−1(y) como pré-imagem do
valor regular y pela restrição f |∂X : ∂X → Y .

Proof. Seja ξ o campo normal exterior a X ao longo de ∂X. Dado x ∈
∂f−1(y) , seja Ex um subespaço complementar de Tx∂f

−1(y) em Tx∂X,
Tx∂X = Tx∂f

−1(y) ⊕ Ex. É claro que Ex também é um complementar
de Txf

−1(y) em TxX, TxX = Txf
−1(y) ⊕ Ex. Consideremos em Ex a

orientação que faz o isomorfismo Dfx|Ex : Ex ' TyY preservar a orientação.
Na decomposição em soma directa

TxX = R ξ(x)⊕ Tx∂f−1(y)⊕ Ex

estão orientados os espaços TxX, R ξ(x) e Ex ' TyY . Pelo exerćıcio 6.8 estas
orientações induzem uma orientação σ̂x em Tx∂f

−1(y) = Tx(f |∂X)−1(y) que
se caracteriza por

σXx (ξ(x), v,Dfxw) = σ̂x(v)σYy (Dfx(w)),

quaisquer que sejam as bases v ∈ B(Tx∂f
−1(y)) and w ∈ B(Ex). Das

definições resulta que ambas as orientações (1) e (2) coincidem com σ̂x.
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6.5 Exerćıcios

Nos exerćıcios que seguem E representa um espaço Euclideano de dimensão
finita n.

Ex 6.1. Mostre que o grupo O(E) dos automorfismos isométricos Φ : E → E
é uma variedade (grupo de Lie).
Sugestão: Use o Exerćıcio 3.21. Observe que O(E) ⊂ L(E,E), onde
L(E,E) designa o espaço vectorial de todos os endomorfismos lineares φ :
E → E. Qualquer isomorfismo Ψ : Rn → E induz um isomorfismo Ψ̃ :
Matn(R)→ L(E,E) tal que Ψ̃(On) = O(E).

Ex 6.2. Fixada uma base ortonormada (w1, . . . , wn) ∈ Bon(E), mostre
que Ψ : L(E,E) → En, definida por Ψ(φ) := (φ(w1), . . . , φ(wn)), é um
isomorfismo linear tal que Ψ(O(E)) = Bon(E).

Ex 6.3. Fixada uma base (w1, . . . , wn) ∈ B(E), mostre que Ψ : L(E,E)→
En, definida por Ψ(φ) := (φ(w1), . . . , φ(wn)), é um isomorfismo linear tal
que Ψ(GL(E)) = B(E).

Ex 6.4. Supondo n ≥ 1, mostre que as componentes conexas de GL(E) são:

GL+(E) := {Φ ∈ GL(E) : det(Φ) > 0},
GL−(E) := {Φ ∈ GL(E) : det(Φ) < 0}.

Ex 6.5. Sejam P ⊂ E um subespaço linear de dimensão 2, v1, v2 ∈ P
vectores unitários. Mostre que existe Φ : [0, 1]→ O(E) cont́ınua tal que

(a) Φ(0) = idE ,

(b) Φ(t)(P ) = P , ∀t ∈ [0, 1],

(c) Φ(t)(w) = w, ∀w ∈ P⊥, ∀t ∈ [0, 1],

(d) Φ(1)(v1) = v2.

Ex 6.6. Supondo n ≥ 1, mostre que dadas (u1, . . . , un), (w1, . . . , wn) ∈
Bon(E), existe Φ : [0, 1]→ O(E) cont́ınua tal que

(a) Φ(0) = idE ,

(b) Φ(1) vi = wi, ∀ i = 1, . . . , n− 1,

(c) Φ(1) vn = ±wn.

Sugestão: Argumente por indução que para cada k ≤ n − 1 existe uma
aplicação cont́ınua Φk : [0, 1]→ O(E) tal que Φk(0) = idE e Φk(1) vi = wi,
para cada i = 1, . . . , k, usando o exerćıcio anterior no passo de indução.
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Ex 6.7. Supondo n ≥ 1, mostre que existe H : [0, 1] × B(E) → B(E)
cont́ınua tal que para cada v ∈ B(E),

(a) H(0, v) = v,

(b) H(1, v) ∈ Bon(E).

Sugestão Use o método de ortogonalização de Gram-Schmidt.

Ex 6.8. Sejam E = E1⊕E2 espaços lineares. Mostre que fixadas orientações
em dois destes três espaços existe uma única orientação no terceiro tal que
as três orientações sejam compat́ıveis. Generalize este resultado a uma soma
directa E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek com um número finito de parcelas.

Ex 6.9. Seja E um espaço Euclideano de dimensão finita n. Mostre que
dado um vector unitário v ∈ E, a reflexão Φv : E → E em torno do
hiperplano v⊥, Φv(x) := x− 2 (x · v)v, não é um movimento ŕıgido.

Ex 6.10. Seja X uma variedade de dimensão n. Mostre que B(TX) é uma
variedade de dimensão n+ n2.
Sugestão: Mostre que B(TX) é aberto em

TXn := {(x, v1, . . . , vn) : x ∈ X, (v1, . . . , vn) ∈ (TxX)n}

sendo este conjunto uma variedade com a dimensão referida.

Ex 6.11. Seja X uma variedade orientável com k componentes conexas.
Quantas orientações admite X?

Ex 6.12. Seja f : X → Y um difeomorfismo local entre variedades orientadas.
Mostre que a função sf : X → {−1, 1}, sf (x) := sgn(Dfx) é localmente
constante.

Ex 6.13. Seja f : X → Y um mapa suave entre variedades X e Y com a
mesma dimensão. Mostre que dado um valor regular y ∈ Y da função f , a
orientação induzida na pré-imagem f−1(y) associa a cada ponto x ∈ f−1(y)
o sinal σf

−1(y)(x) = sgn(Dfx).

Ex 6.14. Suponha que E é soma directa de dois espaços lineares orientados
E1 e E2. Prove que a orientação soma directa de E1 ⊕ E2 é igual a

(−1)(dimE1)(dimE2) vezes a orientação de E2 ⊕ E1 .

Ex 6.15. Considere em Hn e Rn as orientações induzidas pela base canónica.
Identificando ∂Hn com Rn−1 , mostre que a orientação induzida no bordo
por Hn é oposta à orientação canónica de Rn−1.

Ex 6.16. Seja f : X → Y um difeomorfismo entre variedades com bordo
conexas e orientadas. Mostre que f(∂X) = ∂Y , que a restrição f |∂X :
∂X → ∂Y é um difeomorfismo e que em todas as componentes do bordo
sgn(f) = sgn(f |∂X) .
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Ex 6.17. Sejam Xn e Y m variedades orientadas com bordo. Mostre que
X × Y admite uma orientação produto tal que

σX×Y(x,y) ((u1, 0), . . . , (un, 0), (0, v1), . . . , (0, vm))

= σXx (u1, . . . , un)σYy (v1, . . . , vm)

quaisquer que sejam (u1, . . . , un) ∈ B(TxX
n) e (v1, . . . , vm) ∈ B(TyY

m).
Mostre também que ∂(X×Y ) com a orientação induzida enquanto bordo é a
união disjunta das variedades orientadas produto (∂X)×Y e X×(−1)n(∂Y ).

Ex 6.18. Considere o cilindro orientado Z = [0, 1] × X, onde X é uma
variedade orientada sem bordo. Mostre que com a orientação induzida o
bordo ∂Z é a união disjunta de duas cópias de X com orientações opostas,
{0} ×X ≡ −X com {1} ×X ≡ X.

Figure 6.7: Orientações opostas no bordo do cilindro Z = [0, 1]×X

Ex 6.19. Considere os espaços Rn e Rn−k munidos das orientações canónicas.
Seja π : Rk × Rn−k → Rn−k, π(x, y) = y. Identificando π−1(0) = Rk ×
{0} com Rk, mostre que a orientação induzida na pré-imagem π−1(0) é
precisamente a orientação canónica.

Ex 6.20. Dada A ∈ GLn+1, considere o mapa FA : Sn → Sn, FA(v) := Av
‖Av‖ .

Mostre que FA é um difeomorfismo tal que sgn(FA) = sgn(detA) .

Ex 6.21. Sejam E um espaço vectorial e X uma variedade orientável.
Mostre que:

a) Ambas as orientações de E induzem a mesma orientação em E × E.

b) A orientação produto em X ×X é a mesma para as duas escolhas de
orientações de X.

Ex 6.22. Mostre que existe uma orientação natural numa vizinhança da
diagonal ∆ em X ×X, quer X seja, ou não, orientável.
Sugestão: A vizinhança da diagonal ∆ pode ser coberta por parametrizações
φ× φ :U × U→X ×X , onde φ :U→X é uma parametrização local de X .
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SejamX ⊆ RN uma variedade de dimensão n, γ : [0, 1]→ X um caminho
cont́ınuo e (v1, . . . , vn) ∈ B(Tγ(0)X) uma base. Chama-se transporte desta

base ao longo de γ a qualquer curva cont́ınua ξ : [0, 1] → (RN )n tal que
ξ(0) = (v1, . . . , vn), e ξ(t) ∈ B(Tγ(t)X) para todo t ∈ [0, 1].

Ex 6.23. Mostre que existe sempre um modo de transportar uma base de
Tγ(0)X ao longo de qualquer caminho γ : [0, 1]→ X.

Ex 6.24. Mostre que uma variedade X ⊆ RN é orientável sse dado um
transporte ξ : [0, 1] → (RN )n duma base de Tγ(0)X ao longo dum caminho
fechado γ : [0, 1]→ X (γ(0) = γ(1)), as bases ξ(0) e ξ(1) definem a mesma
orientação em Tγ(0)X.
Sugestão: Esta propriedade implica que podemos transportar orientações
ao longo de caminhos conectando dois pontos p e q, de modo que a orientação
transportada de p para q seja independente do caminho escolhido.

Ex 6.25. Seja X ⊂ Rn uma hipersuperf́ıcie. Mostre que dado um caminho
cont́ınuo γ : [0, 1] → X e um vector v ∈ Tγ(0)X

⊥ existe uma única função

cont́ınua η : [0, 1] → Rn tal que η(0) = v, η(t) ∈ Tγ(t)X
⊥ e ‖η(t)‖ = ‖v‖

para todo t ∈ [0, 1].

Ex 6.26. Nas hipóteses da exerćıcio anterior, supondo X orientável e o
caminho γ fechado, i.e., γ(0) = γ(1), mostre que η(0) = η(1).

Ex 6.27. Mostre que a banda de Möbius M ⊂ R3 é uma superf́ıcie não
orientável.
Sugestão: O cálculo a seguir indicado mostra que a banda de Möbius
(figura 6.2) tem apenas um lado e como tal não suporta nenhum campo
normal a M que não se anule. A banda de Möbius admite a parametrização

φ(x, y) :=
(

1 + y cos(
x

2
)
)

(cosx, sinx, 0) + y sin(
x

2
) (0, 0, 1)

2π-periódica em x, com −1
2 < y < 1

2 . Considere a curva fechada γ(t) =
φ(2π t, 0) e o vector (0, 0,−1) ∈ Tγ(0)M

⊥. Calcule o transporte η(t) do
vector η(0) = (0, 0,−1) ao longo de γ, como definido no exerćıcio 6.25, e
verifique que η(1) = (0, 0, 1).



Chapter 7

Homotopia

Dadas variedadesX e Y , chama-se homotopia entre dois mapas f, g : X → Y
a uma deformação cont́ınua de f em g. A Teoria de Homotopia, baseada no
conceito de homotopia entre mapas, permite introduzir vários invariantes
topológicos no estudo das variedades.

7.1 Aproximação por mapas suaves

Dadas variedades X e Y designamos por C(X,Y ), resp. C∞(X,Y ), o
conjunto dos mapas f : X → Y cont́ınuos, resp. suaves.

Quando X é compacta e Y = RN , C(X,RN ) é um espaço de Banach
com a norma do máximo, associada à convergência uniforme,

‖f‖∞ = max
X∈X

‖f(x)‖.

Ainda no caso em que X é compacta, mas sendo Y ⊂ RN uma variedade
arbitrária, consideremos em C(X,Y ) a métrica d(f, g) := ‖f − g‖∞.

Proposição 7.1.1. Dada uma variedade compacta X, o espaço das funções
suaves C∞(X,RN ) é denso em C(X,RN ).

Proof. Ver Corolário 14.3.1 do Teorema de Stone-Weierstrass.

Proposição 7.1.2. Sejam X e Y variedades compactas, a variedade Y sem
bordo. Então o conjunto C∞(X,Y ) é denso em C(X,Y ).

Proof. Dados ε > 0 e f : X → Y cont́ınua, pela Proposição 7.1.1, existe
g : X → RN suave tal que ‖f(x)− g(x)‖ < ε/2, ∀x ∈ X. Podemos supor
que ε é suficientemente pequeno de modo que Vε/2(Y ) seja uma vizinhança
tubular de Y . Seja π : Vε/2(Y )→ Y a correspondente submersão. Definindo

f̃ = π ◦ g : X → Y , f̃ é uma função suave tal que

‖f(x)− f̃(x)‖ < ‖f(x)− g(x)‖+ ‖g(x)− f̃(x)‖ < ε

2
+
ε

2
= ε .
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Figure 7.1: Perturbação suave de um mapa com valores em Y

7.2 Homotopia entre mapas

Sejam X e Y espaços topológicos, e f, g : X → Y duas aplicações
cont́ınuas.

Dizemos que f e g são homotópicas, e escrevemos f
◦∼ g, se existe um

mapa cont́ınuo h : [0, 1]×X → Y tal que h(0, x) = f(x), e h(1, x) = g(x),
para todo x ∈ X. O mapa h diz-se uma homotopia entre f e g.

Seja C(X,Y ) o espaço dos mapas cont́ınuos f : X → Y . Uma homotopia
deve ser vista como um caminho t 7→ ht, parametrizado no intervalo [0, 1],
que liga os mapas f e g no espaço C(X,Y ), i,e., h0 = f , h1 = g e ht ∈ C(X,Y )
para cada t ∈ [0, 1]. A continuidade conjunta de ht(x) = h(t, x) nos dois
argumentos (t, x) traduz a ideia de continuidade do caminho t 7→ ht sem
necessidade de referência à topologia do espaço de funções C(X,Y ).

Figure 7.2: Duas aplicações f, g : S1 → S1 × R não homotópicas entre si

Proposição 7.2.1. A relação de homotopia entre mapas,
◦∼, é uma relação

de equivalência no espaço C(X,Y ).

Proof. Ver Exerćıcio 7.10.
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Se Y é um espaço linear, então C(X,Y ) é também um espaço linear.
Neste caso, quaisquer mapas f, g ∈ C(X,Y ) são homotópicos entre si, através
da homotopia h : [0, 1]×X → Y definida por

h(t, x) := (1− t) f(x) + t g(x) x ∈ X, t ∈ [0, 1] .

Se Y ⊂ Rn é um subconjunto convexo então a mesma homotopia mostra
que quaisquer mapas f, g ∈ C(X,Y ) são homotópicos entre si.

A proposição seguinte implica que relação de homotopia entre variedades
compactas é uma relação aberta (Exerćıcio 7.13). Se f

◦∼ g então os mapas
próximos de f são homotópicos a mapas próximos de g.

Proposição 7.2.2. Dadas variedades compactas X e Y , a variedade Y sem
bordo, existe ε > 0 tal que se f, g ∈ C(X,Y ) satisfizerem d(f, g) < ε então
f é homotópica a g.

Proof. Sejam ε > 0 tal que Vε(Y ) é uma vizinhança tubular de Y e π : Vε(Y )→
Y a projecção associada. Dados f, g ∈ C(X,Y ) tais que d(f, g) < ε podemos
definir a homotopia h : [0, 1]×X → Y , h(t, x) := π((1−t) f(x)+t g(x)) entre
f e g. Esta aplicação h está bem definida porque da hipótese resulta que
(1− t) f(x) + t g(x) ∈ Vε(Y ) para todo t ∈ [0, 1] e x ∈ X.

Um espaço topológico X diz-se contráctil se a identidade idX : X → X
for homotópica a uma aplicação constante c : X → X. Qualquer disco em
Rn, ou mais geralmente, qualquer espaço homeomorfo a um subconjunto
convexo de Rn, é contráctil, porque, sendo X convexo, todos os mapas de
C(X,X) são homotópicos entre si. As esferas Sn (n ≥ 0) são exemplos de
espaços não contrácteis.

Um espaço X diz-se simplesmente conexo se toda a aplicação f : S1 → X
for homotópica a uma aplicação constante c : S1 → X. É habitual traduzir
esta propriedade dizendo que toda a curva fechada é homotópica a um ponto.

A circunferência S1 e o toro S1×S1 são exemplos de espaços não simplesmente
conexos. A esfera S2 é simplesmente conexa.

Dados espaços topológicos X ⊆ Y dizemos que X é um retracto de Y
se existir uma aplicação cont́ınua r : Y → X tal que r|X = idX . A aplicação
r : Y → X diz-se uma retracção de Y em X.

Teorema 7.2.1. Seja X uma variedade compacta com bordo. Então ∂X
não é um retracto de X.

Proof. Suponhamos que existe um retracto cont́ınuo r : X → ∂X. Vejamos
que então também existe um retracto suave. Fixemos ε > 0 tal que Vε(∂X)
seja uma vizinhança tubular de ∂X. Sejam g : X → ∂X uma função suave
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Figure 7.3: A circunferência S1×{0} é um retracto do cilindro S1×R, mas
S1 = ∂D2 não é um retracto do disco D2.

Figure 7.4: Gráfico de β(t)

tal que ‖r(x)− g(x)‖ < ε para todo o x ∈ X, e β : R → R uma função
crescente suave tal que β(t) = 0 para t ≤ 0, e β(t) = 1 para t ≥ ε2 − ε4

(Exerćıcio 7.1). Definimos β̃ : Vε(∂X)→ R, β̃(x) := β(dist∂X(x)2) e r̃ : X →
∂X pondo

r̃(x) :=

{
g(x) se dist∂X(x) > ε

π
(

(1− β̃(x))π(x) + β̃(x) g(x)
)

se dist∂X(x) ≤ ε .

Observemos que π é um retracto suave que apenas está definido sobre a
vizinhança tubular Vε(∂X). Fora de Vε

√
1−ε2(∂X) temos β̃(x) = 1 o que

implica que r̃(x) = π(g(x)) = g(x). Logo o mapa r̃ : X → ∂X é suave.
Finalmente, r̃ : X → ∂X é um retracto porque se x ∈ ∂X, então β̃(x) = 0

e r̃(x) = π(π(x)) = x.

Seja agora y ∈ ∂X um valor regular de r̃ : X → ∂X. Observemos que
y é também um valor regular da aplicação identidade r̃|∂X : ∂X → ∂X.
Logo, pelo Teorema 4.2.1, r̃−1(y) é uma variedade com bordo de dimensão
n − (n − 1) = 1, onde n = dim(X), tal que ∂r̃−1(y) = (r̃|∂X)−1(y) = {y}.
Isto é absurdo porque toda a variedade com bordo de dimensão 1 tem um
número par de pontos no bordo (Exerćıcio 7.9).
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7.3 Equivalências de homotopia

Dados espaços topológicosX ⊆ Y , dizemos queX é um retracto por deformação
de Y se existirem um retracto r : Y → X, e uma aplicação cont́ınua
h : [0, 1]× Y → Y , tais que:

(a) para todo x ∈ Y , h(0, x) = x e h(1, x) = r(x)

(b) para todo x ∈ X e t ∈ [0, 1], h(t, x) = x.

Por outras palavras, existe uma homotopia ht entre idY e r formada por
mapas que fixam os pontos de X.

Proposição 7.3.1. A relação ‘ser um retracto por deformação de’ é transitiva.

Proof. Ver Exerćıcio 7.12.

A circunferência S1×{0} é um retracto por deformação do cilindro S1×R.
Removendo um disco D ao cilindro S1×R, a circunferência S1×{0} continua
a ser um retracto de (S1 × R) \ D, mas não é um retracto por deformação
de (S1 × R) \ D (Figura 7.5).

Figure 7.5: Um retracto que não é um retracto por deformação

A composição de aplicações cont́ınuas é compat́ıvel com a relação de
homotopia.

Proposição 7.3.2. Dadas f0, f1 ∈ C(X,Y ) e g0, g1 ∈ C(Y,Z), se f0 é
homotópica a f1 e g0 é homotópica a g1 então g0 ◦ f0 é homotópica a g1 ◦ f1.

Proof. Ver Exerćıcio 7.11.

Esta proposição permite definir a categoria homotópica (ver definição de
categoria no Apêndice 14.4) cujos objectos são os espaços topológicos e cujos
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morfismos são as classes de homotopia: Dado f ∈ C(X,Y ), a sua classe de
homotopia é o conjunto

[f ] ◦∼ := {g ∈ C(X,Y ) : g
◦∼ f}.

Pela Proposição 7.3.2 fica bem definida a operação de composição ao ńıvel
das classes de homotopia.

◦ :
C(X,Y )
◦∼

× C(X,Y )
◦∼

→ C(X,Y )
◦∼

, [g] ◦∼ ◦ [f ] ◦∼ := [g ◦ f ] ◦∼.

Os isomorfismos da categoria homotópica correspondem à seguinte noção
de equivalência de homotopia. Uma aplicação cont́ınua f : X → Y diz-se
uma equivalência de homotopia se existir g : Y → X cont́ınua tal que

g ◦ f ◦∼ idX e f ◦ g ◦∼ idY .

A aplicação g : Y → X diz-se uma inversa homotópica de f : X → Y .
Quando existe uma equivalência de homotopia f : X → Y dizemos que
X e Y são homotopicamente equivalentes, ou que têm o mesmo tipo de
homotopia.

Proposição 7.3.3. Se X é um retracto por deformação de Y então X e Y
são homotopicamente equivalentes.

Proof. Seja r : Y → X um retracto homotópico a idY , e designemos por
i : X → Y a aplicação inclusão deX em Y . Então r◦i = idX e i◦r ◦∼ idY .

7.4 Grupo Fundamental

Seja X um espaço topológico. Chama-se caminho em X qualquer aplicação
cont́ınua γ : [0, 1] → X. Os pontos x = γ(0) e y = γ(1) dizem-se as
extremidades inicial e final de γ. Nesta secção vamos supor que X é conexo
por caminhos, i.e., quaisquer que sejam x, y ∈ X existe pelo menos um
caminho γ em X com extremidades x e y.

Dados pontos x, y ∈ X, definimos

Ω(X,x, y) := {γ caminho em X : γ(0) = x, γ(1) = y }.

Algebrizamos agora os espaços de caminhos Ω(X,x, y).
Dados γ ∈ Ω(X,x, y) e γ′ ∈ Ω(X, y, z), definimos a concatenação γ ∗γ′ ∈

Ω(X,x, z) destes dois caminhos por

(γ ∗ γ′)(t) :=

{
γ(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2
γ′(2t− 1) se 1

2 < t ≤ 1
.
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Dado γ ∈ Ω(X,x, y), definimos o caminho inverso γ−1 ∈ Ω(X, y, x) por
γ−1(t) := γ(1 − t). Por fim, designamos por δx ∈ Ω(X,x, x) o caminho
constante, δx(t) := x.

Dois caminhos γ0, γ1 ∈ Ω(X,x, y) dizem-se homotópicos neste espaço se
existir um aplicação cont́ınua (homotopia) h : [0, 1]× [0, 1]→ X tal que

(a) h(t, 0) = x, para todo t ∈ [0, 1],

(b) h(t, 1) = y, para todo t ∈ [0, 1],

(c) h(0, s) = γ0(s), para todo s ∈ [0, 1],

(d) h(1, s) = γ1(s), para todo s ∈ [0, 1].

A relação de homotopia entre caminhos é uma relação de equivalência (Exer-
ćıcio 7.19). Designamos por π(X,x, y) o conjunto das classes de homotopia
de caminhos em Ω(X,x, y).

Proposição 7.4.1. As operações de concatenação e de inversão de caminhos
são compat́ıveis com a relação de homotopia entre caminhos: Se γ0 é homotópico
a γ1 em Ω(X,x, y) e γ′0 é homotópico a γ′1 em Ω(X, y, z) então

(a) γ0 ∗ γ′0 é homotópico a γ1 ∗ γ′1 em Ω(X,x, z).

(b) γ−1
0 é homotópico a γ−1

1 em Ω(X, y, x).

Proof. Descrevemos as homotopias, deixando ao cuidado do leitor a verificação
de que estas são aplicações cont́ınuas nas condições pretendidas.

Seja h0 : [0, 1]×[0, 1]→ X uma homotopia entre os caminhos γ0 e γ′0 com
as extremidades (inicial x e final y) fixas. Analogamente, seja h1 : [0, 1] ×
[0, 1] → X uma homotopia entre os caminhos γ1 e γ′1 com as extremidades
(inicial y e final z) fixas.

A homotopia h : [0, 1]× [0, 1]→ X entre os caminhos γ0 ∗ γ′0 e γ1 ∗ γ′1 é

h(t, s) :=

{
h0(t, 2s) se 0 ≤ s ≤ 1

2
h1(t, 2s− 1) se 1

2 < s ≤ 1
.

A homotopia k : [0, 1]× [0, 1]→ X entre os caminhos inversos γ−1
0 e γ−1

1

é dada por k(t, s) := h0(t, 1− s).

Esta proposição permite associar uma categoria CX (ver definição de
categoria no Apêndice 14.4) a um espaço topológico X do seguinte modo:
Os objectos de CX são os pontos de X, i.e., Obj(CX) := X. Os morfismos
de CX são as classes de homotopia de caminhos com extremidades fixas,
Mor(x, y) := π(X,x, y). Pela Proposição 7.4.1 ficam bem definidas as
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operações de composição e inversão ao ńıvel das classes de homotopia de
caminhos.

∗ : π(X,x, y)× π(X, y, z)→ π(X,x, z) , [γ] ∗ [γ′] := [γ ∗ γ′].

i : π(X,x, y)→ π(X, y, x), i([γ]) = [γ]−1 := [γ−1].

A proposição seguinte garante que CX é uma categoria, e mais do que
isso é um grupóide (ver definição no Apêndice 14.4). Dados números reais
a < b, vamos designar por σa,b : R → R a aplicação afim σa,b(t) := t−a

b−a que
satisfaz σa,b(a) = 0 e σa,b(b) = 1.

Proposição 7.4.2. Dado um espaço topológico X,

(a) É associativa a operação de concatenação ao ńıvel das classes de homotopia
de caminhos: Se γ ∈ π(X,x, y), γ′ ∈ π(X, y, z) e γ′′ ∈ π(X, z,w)
([γ] ∗ [γ′]) ∗ [γ′′] = [γ] ∗ ([γ′] ∗ [γ′′]).

(b) A classe de homotopia dum caminho constante é elemento neutro para
a operação de concatenação ∗: Se [γ] ∈ π(X,x, y),
[γ] ∗ [δy] = [γ] e [δx] ∗ [γ] = [γ].

(c) Todo o elemento de π(X,x, y) é invert́ıvel: Se [γ] ∈ π(X,x, y),
[γ]−1 ∗ [γ] = [δy] e [γ] ∗ [γ]−1 = [δx].

Proof. A concatenação de caminhos já é associativa como operação nos
espaços de caminhos Ω(X,x, y), pelo que continua associativa ao ńıvel das
classes de homotopia.

Seja γ ∈ Ω(X,x, y). Para (b) temos que mostrar que os caminhos
δx ∗ γ e γ ∗ δy são homotópicos a γ. As correspondentes homotopias são
respectivamente

h1(t, s) :=

{
x se 0 ≤ s ≤ 1−t

2
γ(σ 1−t

2
,1(s)) se 1−t

2 < s ≤ 1
,

h2(t, s) :=

{
γ(σ0, 1+t

2
(s)) se 0 ≤ s ≤ 1+t

2

y se 1+t
2 < s ≤ 1

.

Finalmente, para (c) basta notar que o caminho γ ∗ γ−1 é homotópico a
δx através da homotopia seguinte

h(t, s) :=


x se 0 ≤ s ≤ t

2
γ(σ t

2
, 1
2
(s)) se t

2 < s ≤ 1
2

γ−1(σ 1
2
,1− t

2
(s)) se 1

2 < s ≤ 1− t
2

x se 1− t
2 < s ≤ 1

.

Analogamente se vê que o caminho γ−1 ∗ γ é homotópico a δy.
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Corolário 7.4.1. Seja X um espaço topológico conexo por caminhos. Então
(π(X,x, x), ∗) é um grupo, para todo x ∈ X, e todos estes grupos são
isomorfos entre si.

Proof. Segue da categoria CX ser um grupóide (ver definição de grupóide no
Apêndice 14.4).

Definição 7.4.1. Chama-se fundamental do espaço topológico X a qualquer
grupo isomorfo a π(X,x) := π(X,x, x), com x ∈ X.

Proposição 7.4.3. Dado um mapa cont́ınuo f : X → Y , se dois caminhos
γ0, γ1 são homotópicos em Ω(X,x, y) então os caminhos f ◦ γ0 e f ◦ γ1 são
homotópicos em Ω(Y, f(x), f(y)).

Proof. Se h : [0, 1]× [0, 1]→ X for uma homotopia entre γ0 e γ1 então f ◦ h
é uma homotopia entre os caminhos f ◦ γ0 e f ◦ γ1.

A proposição anterior mostra que todo o mapa cont́ınuo f : X → Y
induz uma famı́lia de aplicações f∗ : π(X,x, y) → π(Y, f(x), f(y)), definida
por f∗[γ] := [f ◦ γ].

Proposição 7.4.4. Seja f : X → Y um mapa cont́ınuo. A famı́lia de
aplicações f∗ : π(X,x, y) → π(Y, f(x), f(y)) determina um functor entre os
grupóides CX e CY . Em particular, f∗ : π(X,x)→ π(Y, f(x)) é um morfismo
de grupos, para todo x ∈ X.

Proof. A functorialidade de f∗ : CX → CY é consequência das seguintes
propriedades
(1) f ◦ δx = δf(x), qualquer que seja x ∈ X,
(2) (f ◦ γ)−1 = f ◦ γ−1, qualquer que seja γ ∈ Ω(X,x, y),
(3) f ◦ (γ ∗ γ′) = (f ◦ γ) ∗ (f ◦ γ′), quaisquer que sejam γ ∈ Ω(X,x, y) e
γ ∈ Ω(X, y, z).

Proposição 7.4.5. A correspondência que a cada espaço topológico X
associa o grupóide CX , e que a cada mapa cont́ınuo f : X → Y associa o
morfismo de grupóides f∗ : CX → CY é um functor da categoria dos espaços
topológicos na categoria dos grupóides.

Proof. Exerćıcio 7.20.

Proposição 7.4.6. O grupo fundamental é um invariante topológico e
homotópico. Espaços topológicos homotopicamente equivalentes têm o mesmo
grupo fundamental.

Proof. Exerćıcio 7.22.

Na secção seguinte apresentamos vários exemplos de cálculo do grupo
fundamental.
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7.5 Espaços de Recobrimento

Sejam X̃ e X variedades conexas de dimensão n.

Definição 7.5.1. Um mapa suave p : X̃ → X diz-se uma aplicação de
recobrimento se para cada y ∈ X existir um aberto V ⊂ X com y ∈ X tal que
p−1(V ) = U1 ∪U2 ∪ . . . é a união disjunta duma famı́lia finita ou numerável
de abertos U1, U2, . . . ⊂ X̃ tais que p|Ui : Ui → V é um difeomorfismo para
todo i = 1, 2, . . ..

A variedade X̃ diz-se um espaço de recobrimento de X. Para cada x ∈
X, o conjunto p−1(x) diz-se uma fibra do recobrimento.

Da definição segue que toda a aplicação de recobrimento p : X̃ → X é
um difeomorfismo local. A rećıproca desta afirmação também é válida desde
que a variedade X̃ seja compacta.

Proposição 7.5.1. Sejam X̃ e X variedades compactas e conexas. Todo o
difeomorfismo local p : X̃ → X é uma aplicação de recobrimento.

Proof. Exerćıcio 2.9.

Todas as fibras duma aplicação de recobrimento p : X̃ → X têm o mesmo
cardinal (Exerćıcio 7.23).

Vejamos alguns exemplos de aplicações de recobrimento.

O grupo quociente Tn := Rn/Zn é habitualmente conhecido como
o n-toro. Trata-se dum grupo topológico compacto quando munido da
topologia quociente. A projecção natural p : Rn → Tn, p(x) = x := x+ Zn,
é um morfismo de grupos e um homeomorfismo local. Através de p : Rn →
Tn podemos introduzir em Tn uma estrutura de variedade diferenciável
abstracta (Proposição 14.5.1) que faz da projecção p uma aplicação de
recobrimento (Exerćıcio 7.24).

Através das identificações naturais Tn ≡ (R/Z)n ≡ (S1)n a aplicação
de recobrimento do exemplo anterior é dada pelo mapa p : Rn → (S1)n

p(x1, . . . , xn) := (cos(2πx1), sin(2πx1), . . . , cos(2πxn), sin(2πxn)) .

Seja Pn := P(Rn+1) o espaço projectivo (Apêncice 14.6) de dimensão
n. Sendo um difemorfismo local entre variedades compactas, a projecção
natural p : Sn → Pn é uma aplicação de recobrimento duplo (todas as fibras
têm todas dois elementos) (Exerćıcio 7.25).

SejaG ⊂ Dif∞(X) um grupo de difeomorfismos propriamente descont́ınuo
numa variedade X. Então a projecção p : X → X/G é uma aplicação de
recobrimento da variedade (abstracta) quociente X/G (Proposição 14.5.2,
Exerćıcio 7.26).
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Definição 7.5.2. Sejam p : X̃ → X uma aplicação de recobrimento e f : Y →
X um mapa suave. Chama-se levantamento de f relativo a p a um mapa
suave f̃ : Y → X̃ tal que f = p ◦ f̃ .

A proposição seguinte garante a unicidade do levantamento dum mapa
fixado um valor inicial.

Proposição 7.5.2. . Sejam Y uma variedade conexa, p : X̃ → X uma
aplicação de recobrimento, f : Y → X um mapa suave, f̃ e f̂ dois levantamentos
de f relativos a p. Se f̃(x0) = f̂(x0) para algum x0 ∈ Y então f̃ = f̂ .

Proof. Exerćıcio 7.28.

A proposição seguinte assegura a existência e unicidade (fixado um valor
inicial) do levantamento de um mapa f : Y → X quando a variedade Y é
conexa e simplesmente conexa.

Proposição 7.5.3. Sejam p : X̃ → X uma aplicação de recobrimento e
Y uma variedade conexa e simplesmente conexa. Dado um mapa suave
f : Y → X e pontos y0 ∈ Y , x0 ∈ p−1(f(y0)) existe um único levantamento
suave f̃ : Y → X̃ de f relativo a p tal que f̃(y0) = x0.

Proof. Exerćıcio 7.31

Dadas duas aplicações de recobrimento p1 : X̃1 → X e p2 : X̃2 → X
chama-se morfismo de recobrimento entre os espaços de recobrimento X̃1 e
X̃2 a um mapa suave f : X̃1 → X̃2 tal que p2 ◦ f = p1.

Fixada uma variedadeX, os espaços de recobrimento deX e os morfismos
de recobrimento formam uma categoria (Exerćıcio 7.32). Em particular, a
composição de morfismos de recobrimento é um morfismo de recobrimento.

Proposição 7.5.4. Sejam p1 : X̃1 → X e p2 : X̃2 → X aplicações de recobrimento.
Todo o morfismo de recobrimento f : X̃1 → X̃2 é uma aplicação de recobrimento.

Proof. Exerćıcio 7.33.

Sempre que um espaço de recobrimento X̃ é conexo e simplesmente
conexo ele goza da seguinte propriedade universal.

Proposição 7.5.5. Seja p̃ : X̃ → X uma aplicação de recobrimento onde X̃
é uma variedade conexa e simplesmente conexa.

Para toda a aplicação de recobrimento p̂ : X̂ → X existe um morfismo
de recobrimento p : X̃ → X̂ tal que p̂ ◦ p = p̃.

Proof. Como X̃ é conexa e simplesmente conexa, pela Proposição 7.5.3 a
aplicação p̃ : X̃ → X admite um levantamento p : X̃ → X̂ relativo a p̂. Por
definição de levantamento temos p̂ ◦ p = p̃.
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A proposição anterior motiva a definição seguinte.

Definição 7.5.3. Chama-se recobrimento universal duma variedade conexa
X a uma aplicação de recobrimento p̃ : X̃ → X onde X̃ seja uma variedade
conexa e simplesmente conexa.

Toda a variedade conexa admite um recobrimento universal (pode ver
em [11, Cap. 5, Sec. 6] a construção dum espaço de recobrimento universal
topológico X̃, que pela Proposição 14.5.1 herda de X uma estrutura de
variedade abstracta).

Proposição 7.5.6. Seja p : X̃ → X uma aplicação de recobrimento. Se
X̃ for conexa e simplesmente conexa, todo o endomorfismo de recobrimento
f : X̃ → X̃ é um automorfismo, i.e., é invert́ıvel como morfismo de recobrimento.

Proof. Seja f : X̃ → X̃ um endomorfismo de recobrimento. Fixado x0 ∈ X
temos f(p−1(x0)) = p−1(x0). Sejam x0, y0 ∈ p−1(x0) tais que f(x0) = y0.
Pela Proposição 7.5.3 exite um (único) levantamento g : X̃ → X̃ do mapa
p : X̃ → X (relativo a p) tal que g(y0) = x0. Segue que g é um morfismo de
recobrimento.

Vamos mostrar que g = f−1. A composição h = g ◦ f é um morfismo de
recobrimento tal que h(x0) = x0, e em particular h é um levantamento de
p : X̃ → X (relativo a p) com o valor inicial h(x0) = x0. Como a identidade é
outro levantamento nas mesmas condições, pela unicidade do levantamento
(Proposição 7.5.2), g◦f = h = idX̃ . Analogamente se vê que f ◦g = idX̃ .

Qualquer automorfismo de recobrimento será chamado uma transformação
de recobrimento. Vamos designar por G(X̃|X) ⊂ Dif∞(X̃) o grupo das
transformações de recobrimento de p : X̃ → X.

Teorema 7.5.1. Seja p : X̃ → X um recobrimento universal de X. Então
G(X̃|X) é isomorfo π(X,x).

Proof. Vamos dividir a prova em vários passos.
Fixemos x0 ∈ X e seja F (x0) := p−1(x0) a fibra da aplicação de recobrimento

no ponto x0. Seja S(x0) o grupo das permutações (aplicações bijectivas) de
F (x0).

Fixada a classe de homotopia [γ] ∈ π(X,x0) de um caminho fechado
γ ∈ Ω(X,x0), e um ponto na fibra x ∈ F (x0) = p−1(x0), designemos por
γ̃x : [0, 1] → X̃ o único levantamento de γ relativo a p tal que γ̃x(1) = x.
Definimos a aplicação Φ: π(X,x0)→ S(x0) pondo Φ([γ])(x) := γ̃x(0).

Φ: π(X,x0)→ S(x0) é um homomorfismo de grupos. Por outras palavras,
Φ determina uma acção do grupo π(X,x0) na fibra F (x0).

Pelo Exerćıcio 7.30, se γ′ for um caminho homotópico a γ em Ω(X,x0)
então γ̃x(0) = γ̃′x(0). Logo Φ([γ])(x) = γ̃x(0) não depende da escolha do
representante da classe de homotopia [γ]. Como γ é um caminho fechado

p(γ̃x(0)) = (p ◦ γ̃x)(0) = γ(0) = x0
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pelo que Φ([γ])(x) ∈ F (x0).

Vejamos agora que Φ é um homomorfismo do semigrupo (π(X,x0), ∗)
no semigrupo das aplicações ϕ : F (x0) → F (x0) munido da operação de
composição, i.e., quaisquer que sejam γ, γ′ ∈ Ω(X,x0) e x ∈ F (x0),

Φ([γ] ∗ [γ′])(x) = Φ([γ])(Φ[(γ′])(x)).

Consideremos y := γ̃′x(0) e z := γ̃y(0), de modo que γ̃y ∈ Ω(X̃, z, y), γ̃′x ∈
Ω(X̃, y, x) e γ̃y ∗ γ̃′x ∈ Ω(X̃, z, x). O caminho γ̃y ∗ γ̃′x é o levantamento de
γ ∗ γ′ que satisfaz (γ̃y ∗ γ̃′x)(1) = γ̃′x(1) = x. Logo

Φ([γ] ∗ [γ′])(x) = Φ([γ ∗ γ′])(x) = (γ̃y ∗ γ̃′x)(0) = γ̃y(0)

= Φ([γ])(y) = Φ([γ])(Φ[(γ′])(x)).

Por outro lado todo o levantamento do caminho constante δx0 é um caminho
constante, pelo que Φ([δx0 ]) = idF (x0). Pela propriedade de semigrupo

Φ([γ]) ◦ Φ([γ−1]) = Φ([γ ∗ γ′]) = Φ([δx0 ]) = idF (x0)

o que implica que cada Φ([γ]) seja uma aplicação bijectiva, i.e., Φ([γ]) ∈
S(x0). Fica assim provado que Φ: π(X,x0) → S(x0) é um homomorfismo
de grupos.

Dada uma transformação de recobrimento f ∈ G(X̃|X), como p ◦ f = p
temos f(F (x0)) = F (x0). Por outras palavras o grupo G(X̃|X) actua na
fibra F (x0). Mostramos em seguida que esta acção comuta com a acção do
grupo fundamental π(X,x0).

f(Φ([γ])(x)) = Φ([γ])(f(x)), sempre que f ∈ G(X̃|X) e [γ] ∈ π(X,x0) e
x ∈ F (x0).

Seja y = Φ([γ])(x). O caminho γ̃x é o único levantamento de γ que liga
y a x. Logo, como p ◦ f = p, f ◦ γ̃x é o levantamento de γ que liga f(y) a
f(x). Segue que f ◦ γ̃x = γ̃f(x) e portanto

f(Φ([γ])(x)) = f(γ̃x(0)) = γ̃f(x)(0) = Φ([γ])(f(x)).

Observemos que dados x, y ∈ F (x0) existe uma única transformação
de recobrimento f ∈ G(X̃|X) tal que f(x) = y. Este facto segue da
Proposição 7.5.3, sendo f o único levantamento de p : X̃ → X relativo a
p que satisfaz f(x) = y.

Fixemos z0 ∈ F (x0). Definimos F : π(X,x0) → G(X̃|X), [γ] 7→ F[γ],
como a aplicação que a cada classe de homotopia [γ] ∈ π(X,x0) associa a
única transformação F[γ] ∈ G(X̃|X) que satisfaz F[γ](Φ([γ])(z0)) = z0.

F : π(X,x0)→ G(X̃|X) é um homomorfismo de grupos.
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Dadas classes de homotopia [γ], [γ′] ∈ π(X,x0), usando a relação de
comutatividade expressa no passo anterior,

(F[γ] ◦ F[γ′])(Φ([γ] ∗ [γ′])(z0)) = F[γ](F[γ′](Φ([γ])(Φ([γ′])(z0))))

= F[γ](Φ([γ])(F[γ′](Φ([γ′])(z0))))

= F[γ](Φ([γ])(z0)) = z0

o que implica que F[γ]∗[γ′] = F[γ] ◦ F[γ′].

F : π(X,x0)→ G(X̃|X) é injectiva.

Basta ver que F é um monomorfismo. Seja [γ] ∈ π(X,x0) tal que
F[γ] = idX̃ . Então Φ([γ])(z0) = z0. Por outras palavras, γ̃z0 ∈ Ω(X̃, z0)

é um caminho fechado. Como X̃ é simplesmente conexo, o caminho γ̃z0 é
homotópico a um caminho constante, o que implica que γ = p ◦ γ̃z0 também
seja homotópico a δx0 , i.e., [γ] = [δx0 ].

F : π(X,x0)→ G(X̃|X) é sobrejectiva.

Dada f ∈ G(X̃|X), como X̃ é conexo, existe um caminho γ̂ : [0, 1]→ X̃
que liga f−1(z0) a z0. Definindo γ = p ◦ γ̂, como γ̂ é o levantamento de γ
que termina em z0, temos γ̃z0 = γ̂. Logo

f(Φ([γ])(z0)) = f(γ̃z0(0)) = f(γ̂(0)) = f(f−1(z0)) = z0

o que implica que f = F[γ], e estabelece a sobrejectividade de F .

Terminamos esta secção com a lista dos grupos fundamentais dos exemplos
introduzidos no ińıcio da secção.

SejamX uma variedade conexa e simplesmente conexa eG ⊂ Dif∞(X)
um grupo de difeomorfismos propriamente descont́ınuo em X. Sob estas
hipóteses π(X/G, x) ' G(X|X/G) = G (Exerćıcio 7.34).

O grupo das transformações de recobrimento G(Rn|Tn) é o grupo das
translações τk : Rn → Rn, τk(x) := x + k, segundo vectores k ∈ Zn. Em
particular π(Tn, x) ' Zn (Exerćıcio 7.35).

O grupo das transformações de recobrimento G(Sn|Pn) tem dois elementos,
a identidade e o mapa ant́ıpoda A : Sn → Sn, A(x) := −x. Em particular
π(Pn, x) ' Z2 (Exerćıcio 7.36).

7.6 Exerćıcios

Ex 7.1. Mostre que dados a < b existe uma função suave β : R→ R tal que
β(x) = 0 para x ≤ a, β(x) = 1 para x ≥ b e β′(x) > 0 para a < x < b.
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Sugestão: Mostre que a função ψ : R→ R,

ψ(x) :=

{
e−

1
x se x > 0

0 se x ≤ 0

é de classe C∞ e defina

β(x) :=

∫ x
a ψ(t− a)ψ(b− t) dt∫ b
a ψ(t− a)ψ(b− t) dt

.

Ex 7.2. Toda a variedade conexa e simplesmente conexa é orientável.
Sugestão: Fixe um ponto p ∈ X e uma orientação em TpX. Qualquer
outro ponto q ∈ X pode ser ligado a p por um caminho. Mostre, usando
que X é simplesmente conexo, que a orientação transportada de p para q
é independente do caminho escolhido. Aplique então o Exerćıcio 6.24 para
concluir que X é orientável.

Nos seis exerćıcios seguintesX é uma variedade com bordo (possivelmente
vazio) de dimensão 1, compacta e conexa. Neles fazemos a classificação
completa desta classe de variedades uni-dimensionais.

Vamos dizer que um conjunto A ⊂ X é um arco se for difeomorfo a um
intervalo fechado e limitado.

Ex 7.3. Mostre que dado um arco A ⊂ X existem exactamente dois campos
unitários ξ ∈ X∞(A), i.e., tais que ‖ξ(x)‖ = 1 para todo x ∈ A.

A cada campo unitário ξ ∈ X∞(A) vamos chamar um sentido no arco A.

Ex 7.4. Mostre que dado um sentido ξ num arco A e um ponto x ∈ A existe
um único difeomorfismo f : [a, b]→ A tal que:

(a) f(0) = x,

(b) f ′(t) = ξ(f(t)) para todo t ∈ [a, b],

(c) ‖f ′(t)‖ = 1 para todo t ∈ [a, b],

(d) ∂A = {f(a), f(b)}.

Ex 7.5. Mostre que dados dois arcos A1 e A2 se A1 ∩ A2 for conexo então
A1 ∪A2 é um arco.
Sugestão: Escolha sentidos compat́ıveis nos dois arcos e use o Exerćıcio 7.4.

Ex 7.6. Mostre que dados dois arcos A1, A2 ⊂ X e um ponto x ∈ A1 ∩ A2

existe f : [a, b]→ X suave (possivelmente não injectiva) tal que

(a) f(0) = x,
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(b) ‖f ′(t)‖ = 1 para todo t ∈ [a, b],

(c) f([a, b]) = A1 ∪A2.

Sugestão: Escolha sentidos emA1 eA2 que sejam compat́ıveis na componente
conexa que contem o ponto x, e considere os difeomorfismos fi : [ai, bi]→ Ai
que pelo Exerćıcio 7.4 estão associados a estas escolhas. Veja que f1 = f2

em [a1, b1] ∩ [a2, b2].

Ex 7.7. Seja f : [a, b]→ X um difeomorfismo local tal que ‖f ′(t)‖ = 1 para
todo t ∈ [a, b]. Mostre que se f não é injectiva então f([a, b]) é difeomorfo a
S1. Conclua que f([a, b]) = X.
Sugestão: Veja que podemos reduzir o problema ao caso em que f(b) =
f(a) sendo f |[a,b[ : [a, b[→ X injectiva. Neste caso tome um arco A ⊂ X que
seja uma vizinhança do ponto f(a) = f(b) e que não contenha toda a imagem
f([a, b]). Tome δ > 0 tal que f(t) ∈ A para todo t ∈ [a, a + δ] ∪ [b − δ, b].
Mostre que existe um único sentido no arco A que é compat́ıvel com as
orientações induzidas pelas restrições f : [a, a + δ] → A e f : [b − δ, b] →
A. Conclua que podemos estender f como aplicação suave e periódica de
peŕıodo b− a.

Ex 7.8. Mostre que X é difeomorfa a um dos modelos [0, 1] ou S1.
Sugestão: Considere uma cobertura finita de X por abertos cujos fechos
topológicos sejam arcos e jogue com os exerćıcios 7.5, 7.6 e 7.7.

Ex 7.9. Mostre que a fronteira duma variedade compacta com bordo de
dimensão 1 consiste sempre de um número par de pontos.

Ex 7.10. Mostre que a relação de homotopia é uma relação de equivalência
em C(X,Y ).
Sugestão: Para a transitividade, considere homotopias h1 de f1 em f2, e
h2 de f2 em f3, e defina h : [0, 1]×X → Y por

h(t, x) =

{
h1(2t, x) se 0 ≤ t ≤ 1

2
h2(2t− 1, x) se 1

2 < t ≤ 1
.

Ex 7.11. Sejam fi ∈ C(X,Y ) e gi ∈ C(Y, Z), i = 0, 1. Mostre que se f0
◦∼ f1

e g0
◦∼ g1 então g0 ◦ f0

◦∼ g1 ◦ f1.
Sugestão: Considere homotopias h1 de f0 em f1, e h2 de g0 em g1, e defina
h : [0, 1]×X → Z por h(t, x) := h2(t, h1(t, x)).

Ex 7.12. Seja Z um espaço topológico. Dados subespaços X ⊆ Y ⊆ Z,
mostre que se Y é um retracto por deformação de Z, e X é um retracto por
deformação de Y então X é um retracto por deformação de Z.
Sugestão: Sejam r1 : Y → X e r2 : Z → Y os retractos assumidos e
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considere as homotopias h1 de idY em r1, e h2 de idZ em r2, Defina então
h : [0, 1]× Z → Z por

h(t, z) =

{
h2(2t, z) se 0 ≤ t ≤ 1

2
h1(2t− 1, r2(z)) se 1

2 < t ≤ 1
.

Deve mostrar que h é uma homotopia cont́ınua entre idZ e r1 ◦ r2, que fixa
todos os pontos de X.

Nos quatro exerćıcios seguintes X e Y são variedades compactas, Y
variedade sem bordo.

Ex 7.13. Mostre que a relação de homotopia em C(X,Y ) é aberta.

Ex 7.14. Mostre que existe ε > 0 tal que se f, g ∈ C∞(X,Y ) satisfazem
d(f, g) < ε então f e g são suavemente homotópicas.

Ex 7.15. Mostre que relação ‘ser suavemente homotópica a’ é uma relação
de equivalência em C∞(X,Y ).
Sugestão: Para a transitividade considere homotopias suaves h1 de f1 em
f2, e h2 de f2 em f3, e defina h : [0, 1]×X → Y por

h(t, x) =

{
h1(β(2t), x) se 0 ≤ t ≤ 1

2
h2(β(2t− 1), x) se 1

2 < t ≤ 1
,

escolhendo β : R→ R como uma função suave tal que

� 0 ≤ β(x) ≤ 1, ∀x ∈ [0, 1],

� β(x) = 0, ∀x ∈ [0, 1/4],

� β(x) = 1, ∀x ∈ [3/4, 1].

Mostre que a aplicação h é suave.

Ex 7.16. Sejam f, g : X → Y duas funções suaves. Mostre que f e g são
homotópicas sse são suavemente homotópicas.

Ex 7.17. Prove o teorema do ponto fixo de Brouwer. Todo o mapa cont́ınuo
f : Dn → Dn tem pelo menos um ponto fixo.
Sugestão: Supondo que f não tem pontos fixos em Dn use a Figura 7.6
para definir uma retracção r : Dn → ∂Dn.

Ex 7.18. Sejam X e Y espaços topológicos homotopicamente equivalentes.
Mostre que X é contráctil, resp. simplesmente conexo, se e somente se Y é
contráctil, resp. simplesmente conexo.

Ex 7.19. Sejam X um espaço topológico e x, y ∈ X. Mostre que relação de
homotopia entre caminhos é uma relação de equivalência em Ω(X,x, y).
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Figure 7.6: Definição geométrica duma retracção r : Dn → ∂Dn.

Ex 7.20. Mostre que a correspondência que a cada espaço topológico X
associa o grupóide CX , e a cada mapa cont́ınuo f : X → Y associa o morfismo
de grupóides f∗ : CX → CY é um functor da categoria dos espaços topológicos
na categoria dos grupóides.

Ex 7.21. Sejam f, g : X → Y mapas cont́ınuos. Mostre que se f e g são
homotópicos então determinam o mesmo morfismo entre os grupóides CX e
CY , i.e., f∗ = g∗ : CX → CY .

Ex 7.22. Sejam X e Y espaços topológicos conexos por caminhos. Mostre
que se X e Y são homotopicamente equivalentes então π(X,x) ' π(Y, y),
quaisquer que sejam x ∈ X e y ∈ Y .

Sugestão: Use os exerćıcios 7.20 e 7.21.

Ex 7.23. Seja p : X̃ → X uma aplicação de recobrimento. Mostre que todas
as fibras p−1(x), com x ∈ X, têm o mesmo número de elementos.

Ex 7.24. Seja Tn := Rn/Zn o n-toro. Mostre que o mapa quociente
p : Rn → Tn é uma aplicação de recobrimento.

Ex 7.25. Mostre que a esfera Sn é um recobrimento duplo do espaço projectivo
Pn, i.e., que a projecção canónica p : Sn → Pn é uma aplicação de recobrimento
cujas fibras têm dois elementos.

Ex 7.26. Seja G ⊂ Dif∞(X) um grupo de difeomorfismos propriamente
descont́ınuo numa variedade X. Mostre que a projecção canónica p : X →
X/G é uma aplicação de recobrimento.

Ex 7.27. Mostre que as aplicações de recobrimento dos exerćıcios 7.24 e 7.25
são casos particulares da aplicação de recobrimento do Exerćıcio 7.26.
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Ex 7.28. Sejam f̃ e f̂ dois levantamentos dum mapa f : Y → X relativos
a uma aplicação de recobrimento p : X̃ → X. Mostre que se Y é conexa e
f̃(x0) = f̂(x0) para algum x0 ∈ Y então f̃ = f̂ .
Sugestão: Veja que o conjunto A := {x ∈ Y : f̃(x) = f̂(x)} é aberto e
fechado em Y .

Ex 7.29. Sejam f : Y → X um mapa suave e p : X̃ → X uma aplicação de
recobrimento. Mostre que se f̃ : Y → X̃ é uma aplicação cont́ınua tal que
f = p ◦ f̃ (levantamento cont́ınuo de f) então f̃ é suave.

Ex 7.30. Sejam p : X̃ → X uma aplicação de recobrimento e f : Y → X
um mapa suave. Supondo primeiro que (a) Y = [0, 1] e y0 = 0, e depois que
(b) Y convexo e y0 ∈ Y , mostre que dado x0 ∈ p−1(f(y0)) existe um único
levantamento suave f̃ : Y → X̃ de f relativo a p tal que f̃(y0) = x.

Sugestão: Pelo Exerćıcio 7.28 basta provar a existência do levantamento.
Para (a) considere o conjunto A ⊂ [0, 1] de todos os t ∈ [0, 1] tais que

f |[0,t] : [0, t]→ X admite um levantamento f̃ : [0, t]→ X̃ satisfazendo o valor

inicial f̃(0) = x0. Veja que A é um conjunto aberto e fechado em [0, 1].
Para (b) aplique o caso (a) à famı́lia de curvas gy : [0, 1]→ X, indexada

em y ∈ Y e definida por gy(t) := f((1 − t)y0 + ty). Sendo g̃y : [0, 1] → X̃
o levantamento de gy que satisfaz g̃y(0) = x0, veja que é cont́ınuo o mapa
f̃ : Y → X̃, f̃(y) := g̃y(1).

Ex 7.31. Sejam p : X̃ → X uma aplicação de recobrimento e f : Y → X um
mapa suave numa variedade Y conexa. Mostre que dados pontos y0 ∈ Y ,
x0 ∈ p−1(f(y0)) existe um único levantamento suave f̃ : Y → X̃ de f relativo
a p tal que f̃(y0) = x0.
Sugestão: Tal como no exerćıcio anterior basta provar a existência do
levantamento. Dado um caminho γ ligando y0 a y em Y , seja gγ :=
f ◦ γ : [0, 1] → X, e g̃γ : [0, 1] → X̃ o levantamento de gγ determinado
pelo valor inicial g̃γ(0) = x0. Dado outro caminho γ′ ligando y0 a y ∈ Y ,
como Y é simplesmente conexa, γ′ é homotópico a γ em Ω(Y, y0, y). Pelo
Exerćıcio 7.30 (b) conclua que g̃γ(1) = g̃γ′(1). Use esta independência do
caminho para definir um levantamento cont́ınuo f̃ : Y → X̃ satisfazendo
f̃(y0) = x0.

Ex 7.32. Seja X uma variedade conexa. Mostre que existe uma categoria
cujos objectos são as aplicações de recobrimento de X e cujos morfismos são
os morfismos de recobrimento.

Ex 7.33. Sejam p1 : X̃1 → X e p2 : X̃2 → X aplicações de recobrimento.
Mostre que todo o morfismo de recobrimento f : X̃1 → X̃2 é uma aplicação
de recobrimento.

Ex 7.34. Sejam X uma variedade conexa e simplesmente conexa e G ⊂
Dif∞(X) um grupo de difeomorfismos propriamente descont́ınuo em X.
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Mostre que G é o grupo das transformações de recobrimento de p : X →
X/G. Conclua que π(X/G, x) ' G, para cada x ∈ X/G.

Ex 7.35. Mostre que G(Rn|Tn) é o grupo das translações τk : Rn → Rn,
τk(x) := x+ k, segundo vectores k ∈ Zn. Conclua que π(Tn, x) ' Zn. Para
cada vector k ∈ Zn identifique um representante da correspondente classe
de homotopia [γk] ∈ π(Tn, x).

Ex 7.36. Mostre que G(Sn|Pn) = {idSn , A}, onde A : Sn → Sn designa o
mapa ant́ıpoda A(x) := −x. Conclua que π(Pn, x) ' Z2.



Chapter 8

Homologia

Neste caṕıtulo descrevemos sucintamente uma famı́lia de invariantes topológicos
conhecida como homologia singular.

8.1 Homologia Singular

O conceito de homologia, e os invariantes topológicos numéricos que lhes
estão associados remontam aos trabalhos de Riemann, Betti e Poincaré [23].
A homologia singular de S. Eleinberg e N. Steenberg é talvez a mais popular
das muitas teorias de homologia que surgiram nas efervescentes décadas de
30 e 40 do século XX, com o aparecimento da nova disciplina de Topologia
Algébrica, onde o enfoque é desviado dos invariantes numéricos para o estudo
de estruturas algébricas que são simultaneamente invariantes topológicos e
invariantes homotópicos.

Grosso modo, fixado um inteiro n ≥ 0, a homologia de dimensão n é um
functor da categoria dos espaços topológicos para uma categoria algébrica de
grupos abelianos, de módulos sobre um anel, ou de espaços vectoriais sobre
um corpo fixado. As definições de categoria e functor são apresentadas
no Apêndice 14.4. Por uma questão de simplicidade vamos restringir-nos
à homologia singular como functor com valores na categoria dos espaços
vectoriais sobre um corpo K arbitrário, referido como o corpo dos coeficientes.

Sejam Top a categoria dos espaços topológicos cujos objectos são os
espaços topológicos e cujos morfismos são as aplicações cont́ınuas, e seja
Top2 a categoria cujos objectos são pares de espaços topológicos. Um
morfismo f : (X,A) → (Y,B) nesta categoria é uma aplicação cont́ınua
f : X → Y tal que f(A) ⊂ B.

Através da identificação X = (X, ∅), podemos encarar Top como uma
subcategoria de Top2.

Fixado um corpo K e um inteiro não negativo n ≥ 0, a homologia singular
de dimensão n e coeficientes em K é um functor Hn : Top2 → Lin(K) com
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valores na categoria Lin(K) dos espaços vectoriais sobre o corpo K. Assim,
para cada par (X,A) de espaços topológicos, a homologia

Hn(X,A) = Hn(X,A,K)

é um espaço vectorial sobre K, e se f : (X,A)→ (Y,B) é um mapa cont́ınuo,

Hn(f) : Hn(X,A)→ Hn(Y,B)

é uma aplicação linear. A functorialidade da homologia corresponde a dizer
que dados pares de espaços topológicos (X,A), (Y,B), (Z,C) e dados mapas
cont́ınuos f : (X,A)→ (Y,B) e g : (Y,B)→ (Z,C) se tem

(1) Hn(id(X,A)) = idHn(X,A),

(2) Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f).

Dizemos que f : (X,A) → (Y,B) é um homeomorfismo entre pares de
espaços topológicos se f : X → Y for um homeomorfismo tal que f(A) = B.
Estes mapas (homeomorfismos) são os isomorfismos da categoria Top2.

Corolário 8.1.1. Se f : (X,A) → (Y,B) é um homeomorfismo então a
aplicação linear Hn(f) : Hn(X,A)→ Hn(Y,B) é um isomorfismo.

Proof. Se f : (X,A)→ (Y,B) é um homeomorfismo e g : (Y,B)→ (X,A) é o
seu mapa inverso entãoHn(f)◦Hn(g) = Hn(f◦g) = Hn(id(Y,B)) = idHn(Y,B).
Analogamente, Hn(g) ◦ Hn(f) = Hn(g ◦ f) = Hn(id(X,A)) = idHn(X,A).
Estas duas relações mostram que Hn(f) é um isomorfismo cujo inverso é a
aplicação linear Hn(g).

8.2 Invariantes Topológicos

O Corolário 8.1.1 mostra que os espaços de homologiaHn(X,K) são invariantes
topológicos. Vamos agora introduzir alguns invariantes numéricos de um
espaço topológico X derivados da homologia de X.

Chama-se n-ésimo número de Betti com coeficientes em K à dimensão

βn(X,K) := dimHn(X,K), n ≥ 0 .

O polinómio (ou série formal) de Poincaré, com coeficientes em K, é
definido por

Pt(X,K) :=

∞∑
n=0

βn(X,K) tn .

Chama-se caracteŕıstica de Euler ao número

χ(X) := P−1(X,K) =

∞∑
k=0

(−1)n βn(X,K) .

A caracteŕıstica de Euler não depende do corpo K (ver Corolário 8.10.1).
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8.3 Simplexos e cadeias singulares

Chama-se k-simplexo canónico ao poliedro convexo de dimensão k

∆k =

{
(x0, x1, . . . , xk) ∈ Rk+1 : xi ≥ 0 e

k∑
i=0

xi = 1

}
determinado pelos k + 1 vértices

e0 = (1, 0, . . . , 0) , e1 = (0, 1, . . . , 0) , . . . , ek = (0, 0, . . . , 1) .

Considerando o (k + 1)-simplexo Γk+1 definido pelas inequações xi ≥ 0
e
∑k

i=0 xi ≤ 1, o k-simplexo ∆k é uma face no bordo de Γk+1. Cada
permutação dos vértices e0, e1, . . . , ek determina uma orientação em Rk+1 =
TxΓk+1, que por sua vez induz uma orientação em ∆k ⊂ ∂Γk+1 como
parte do bordo de Γk+1. Chama-se orientação canónica de ∆k à orientação
definida pela permutação ordenada dos vértices (e0, e1, . . . , ek).

Figure 8.1: Orientações nos simplexos ∆0, ∆1 e ∆2

Seja X um espaço topológico.

Chama-se k-simplexo singular de X a qualquer aplicação σ : ∆k → X
que seja cont́ınua. Os simplexos singulares podem ser pensados como para-
metrizações (singulares) de subvariedades topológicas de dimensão k em X.
Via parametrização eles recebem a orientação canónica de ∆k. Denota-se
por Sk(X) o conjunto de todos os k-simplexos singulares de X.

Fixado um corpo K, chama-se k-cadeia singular com coeficientes em K
a qualquer combinação linear formal com coeficientes em K de k-simplexos
singulares. O conjunto de todas as k-cadeias singulares de X é um espaço
vectorial sobre K (em geral com dimensão infinita) que se designa por

Ck(X,K) =

{
N∑
i=1

αi σi : αi ∈ K e σi ∈ Sk(X)

}
.

A construção formal deste espaço vectorial Ck(X,K) := K(Sk(X)), vem
descrita no Apêndice 14.8.



134 CHAPTER 8. HOMOLOGIA

Uma k-cadeia singular com coeficientes inteiros pode ser pensada como
uma configuração dum número finito de k-simplexos singulares, eventualmente
repetidos, em X. O facto de se usarem coeficientes num corpo K em vez
inteiros simplifica o tratamento algébrico da teoria, nomeadamente porque o
conceito de dimensão dum espaço vectorial sobre um corpo é mais simples do
que o conceito de dimensão de um Z-módulo ou grupo abeliano. Podemos
pensar nos k-simplexos singulares como peças de um Lego k-dimensional,
cujos ‘encaixes’, efectuados através dos bordos, iremos em seguida definir.
Nesta perspectiva uma k-cadeia é simplesmente uma configuração finita
de peças deste Lego. As configurações importantes em Homologia são os
chamados ciclos, onde todas as peças estão encaixadas entre si não havendo
nenhum pedaço do bordo livre para encaixar uma nova peça.

8.4 O operador de bordo

O bordo do k-simplexo canónico ∆k é a união de k+1 simplexos de dimensão
k − 1,

∂∆k = ∆k
0 ∪∆k

1 ∪ . . . ∪∆k
k ,

onde ∆k
i representa a face oposta ao vértice ei, munida da orientação induzida

como parte do bordo de ∆k. Seria natural definir o bordo dum k-simplexo
singular σ ∈ Sk(X) como sendo a sua restrição ao bordo do k-simplexo
canónico, i.e., ∂σ = σ|∂∆k , identificada com a k-cadeia singular

∂σ =

k∑
i=0

σ|∆k
i
.

O problema com esta definição é que nenhuma das faces ∆k
i , de dimensão

k − 1, coincide com o simplexo canónico ∆k−1, pelo que as restrições σ|∆k
i

não são (estritamente falando) (k − 1)-simplexos singulares. É claro que
podemos identificar canonicamente ∆k−1 com ∆k

i através duma isometria
λki : ∆k−1 → ∆k

i que preserve a ordem canónica dos vértices destes poliedros.
Facilmente se verifica que a isometria λki preserva a orientação quando i é
par, e inverte a orientação quando i é ı́mpar. Isto justifica que se identifique
σ|∆k

i
com (−1)i σ◦λki , e se defina o bordo dum k-simplexo singular σ ∈ Sk(X)

como sendo a (k − 1)-cadeia

∂σ :=
k∑
i=0

(−1)i (σ ◦ λki ) .

Referimos-nos às cadeias (−1)i (σ ◦ λki ) como as faces de σ.
Uma propriedade fundamental que justifica a subtileza da definição anterior

é a seguinte.
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Proposição 8.4.1. Para qualquer k-simplexo singular σ ∈ Sk(X),

k∑
i=0

(−1)i ∂(σ ◦ λki ) = 0 .

Proof. Vamos dizer que dois k-simplexos σ, σ′ ∈ Sk(X) estão encaixados
pelas faces (i, j) sse (−1)i σ ◦ λki + (−1)j σ′ ◦ λkj = 0. Esta proposição
diz-nos que as faces de σ encaixam-se mutuamente duas a duas.

Figure 8.2: Encaixes no bordo dum simplexo singular

A explicação para este facto é a seguinte: Dados i 6= j entre 0 e k,
a intersecção ∆k

i ∩ ∆k
j é o (k − 2)-simplexo gerado pelos vértices opostos

ao segmento [ei, ej ], que denotaremos por ∆k
i,j . Como tanto ∆k

i como ∆k
j

têm orientações induzidas como parte do bordo de ∆k, estes dois poliedros
induzem por sua vez orientações opostas na face comum ∆k

i,j . As faces de

σi = (−1)i σ ◦ λki e de σj = (−1)j σ ◦ λkj que correspondem a ∆k
i,j estão

encaixadas no sentido anterior. Agrupando os termos encaixados dois a dois
vemos que

∑k
i=0(−1)i ∂(σ ◦ λki ) = 0.

Dada uma k-cadeia singular τ =
∑N

i=1 αi σi, define-se o seu bordo como

sendo ∂kτ =
∑N

i=1 αi ∂σi. A extensão linear assim obtida

∂k : Ck(X,K)→ Ck−1(X,K)

diz-se o k-homomorfismo de bordo. Da Proposição 8.4.1 infere-se que

Proposição 8.4.2. Os homomorfismos de bordo ∂k : Ck(X,K)→ Ck−1(X,K)
e ∂k+1 : Ck+1(X,K)→ Ck(X,K) satisfazem ∂k ◦ ∂k+1 = 0.



136 CHAPTER 8. HOMOLOGIA

Figure 8.3: O bordo de uma cadeia singular é um ciclo

8.5 Homologia dum espaço topológico

Chama-se k-ciclo de X a qualquer cadeia τ ∈ Ck(X,K) tal que ∂τ = 0. Um
exemplo de um k-ciclo é o bordo ∂σ de um (k + 1)-simplexo singular. Na
imagem do Lego anterior, a condição ∂τ = 0 traduz analiticamente que τ é
uma configuração cujas peças têm todas as suas faces encaixadas duas duas.

O subespaço de todos os k-ciclos em X é denotado por

Zk(X,K) := {τ ∈ Ck(X,K) : ∂τ = 0 } .

Chama-se k-bordo de X a qualquer cadeia τ ∈ Ck(X,K) para a qual
existe uma (k + 1)-cadeia β ∈ Ck+1(X,K) tal que τ = ∂β. O subespaço de
todos os k-bordos em X é denotado por

Bk(X,K) = {∂β : β ∈ Ck+1(X,K) } .

Pela Proposição 8.4.2, todo o k-bordo é um k-ciclo. Logo Bk(X,K) ⊆
Zk(X,K). Define-se o espaço de k-homologia de X com coeficientes em K
como o quociente

Hk(X,K) :=
Zk(X,K)

Bk(X,K)
.

Dois k-ciclos τ, τ ′ ∈ Zk(X,K) dizem-se homólogos, e escrevemos τ ∼ τ ′,
se τ − τ ′ ∈ Bk(X,K). As classes de equivalência desta relação, elementos
do espaço quociente Hk(X,K), dizem-se classes de k-homologia de X com
coeficientes em K.

8.6 Acção dum mapa cont́ınuo na homologia

Dado um mapa cont́ınuo f : X → Y definimos

f∗ : Sk(X)→ Sk(Y ) f∗(σ) := f ◦ σ.
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A aplicação f∗ admite a extensão linear Ck(f) : Ck(X,K)→ Ck(Y,K)

Ck(f)

(
N∑
i=1

αi σi

)
:=

N∑
i=1

αi f∗(σi) .

Proposição 8.6.1. Para todo o mapa cont́ınuo f : X → Y ,

Ck−1(f) ◦ ∂k = ∂k ◦ Ck(f).

Proof. Da definição resulta claro que o bordo da imagem de um k-simplexo
singular é a imagem do bordo desse k-simplexo. De facto, dado um k-
simplexo singular σ ∈ Sk(X), encarando σ como uma k-cadeia singular

∂kCk(f)(σ) = ∂(f ◦ σ) =

k∑
i=0

(−1)i (f ◦ σ) ◦ λki

=

k∑
i=0

(−1)i f ◦ (σ ◦ λki )

= Ck−1(f)

(
k∑
i=0

(−1)i (σ ◦ λki )

)
= Ck−1(f) (∂kσ) .

A associatividade da composição (f ◦σ)◦λki = f ◦ (σ ◦λki ) é o passo crucial
deste cálculo. Por linearidade esta comutatividade estende-se a k-cadeias
singulares τ ∈ Ck(X,K).

Desta proposição resulta que a aplicação linear Ck(f) transforma k-ciclos
de X em k-ciclos de Y , e k-bordos de X em k-bordos de Y , ou seja

Ck(f)(Zk(X,K)) ⊆ Zk(Y,K) e Ck(f)(Bk(X,K)) ⊆ Bk(Y,K) .

Logo, Ck(f) induz uma transformação linear ao ńıvel das classes de homologia,
denotada por

Hk(f) : Hk(X,K)→ Hk(Y,K) .

A proposição seguinte traduz a functorialidade da Homologia singular.

Proposição 8.6.2. Sejam f : X → Y e g : Y → Z mapas cont́ınuos entre
espaços topológicos. Então

(a) Hk(idX) = idHk(X),

(b) Hk(g ◦ f) = Hk(g) ◦Hk(f).

Proof. A homologia é a composição do functor que a cada espaço topológico
associa o respectivo complexo de cadeias singulares (Proposição 14.10.1) com
o functor homologia que a cada complexo de cadeias abstracto associa um
espaço de homologia em cada dimensão (Proposição 14.10.2). Obviamente,
a composição de functores é um functor.
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8.7 Homologia singular relativa

Dado um par (X,A) de espaços topológicos e um corpo de coeficientes K,
Cn(A,K) é um subespaço vectorial de Cn(X,K) que fica invariante pelo
operador de bordo,

∂nCn(A,K) ⊂ Cn−1(A,K), ∀n ≥ 1.

Define-se o espaço das k-cadeias singulares relativas do par (X,A) como
sendo o espaço quociente

Cn(X,A,K) :=
Cn(X,K)

Cn(A,K)
.

Da invariância acima resulta que os operadores de bordo induzem aplicações
lineares

∂n : Cn(X,A,K)→ Cn−1(X,A,K)

tais que ∂n−1 ◦ ∂n = 0, para todo n ≥ 1. A sequência de espaços de cadeias
singulares do par (X,A) constitui um complexo de cadeias abstracto, no
sentido definido no Apêndice 14.10.

Por definição um mapa cont́ınuo entre os pares (X,A) e (Y,B) de espaços
topológicos, denotado por f : (X,A) → (Y,B), é uma aplicação cont́ınua
f : X → Y tal que f(A) ⊂ B. Dado um tal mapa, a aplicação linear
Cn(f) : Cn(X,K)→ Cn(Y,K) transforma Cn(A,K) em Cn(B,K), induzindo
por isso uma aplicação linear quociente Cn(f) : Cn(X,A,K)→ Cn(Y,B,K).
Da comutatividade na Proposição 8.6.1 resulta claro que

Proposição 8.7.1. Para todo o mapa cont́ınuo f : (X,A)→ (Y,B),

Cn−1(f) ◦ ∂n = ∂n ◦ C n(f).

Isto mostra que a famı́lia de aplicações lineares {Cn(f)}n≥0 é um morfismo
entre os complexos de cadeias associados aos pares (X,A) e (Y,B), no
sentido definido no Apêndice 14.10.

Os espaços de n-ciclos e n-bordos de cadeias singulares relativas definem-
se respectivamente por Zn(X,A,K) = Nuc(∂n) e Bn(X,A,K) = Im(∂n+1).
O espaço de n-homologia singular relativa do par (X,A) define-se por

Hn(X,A,K) :=
Zn(X,A,K)

Bn(X,A,K)
.

Segue da Proposição 8.7.1 que a aplicação linear Cn(f) : Cn(X,A,K)→
Cn(Y,B,K) passa ao quociente induzindo uma aplicação linear

Hn(f) : Hn(X,A,K)→ Hn(Y,B,K)
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que descreve a acção de f nos n-ésimos espaços de homologia.
Finalmente, a homologia singular relativa é uma sequência de functores

Hn(·,K) : Top2 → Lin(K) da categoria dos pares de espaço topológicos na
categoria dos espaços vectoriais sobre K.

Proposição 8.7.2. Sejam f : (X,A)→ (Y,B) e g : (Y,B)→ (Z,C) mapas
cont́ınuos entre espaços topológicos. Então

(a) Hk(id(X,A)) = idHk(X,A),

(b) Hk(g ◦ f) = Hk(g) ◦Hk(f).

Proof. Segue das proposições 14.10.1 e 14.10.2.

8.8 Axiomática de Eilenberg-Steenrod

Existem muitas teorias homológicas alternativas à Homologia Singular. Em [4],
S. Eilenberg e N. Steenrod, os autores da Homologia Singular, propuserem
uma axiomática com cinco axiomas para estas várias teorias. Numa ampla
classe de espaços topológicos, que inclui os CW-complexos, os complexos
simpliciais e todos os espaços que lhes sejam homeomorfos ou topológicamente
equivalentes, e em particular para variedades, todas as teorias homológicas
satisfazendo a axiomática de Eilenberg-Steenrod são equivalentes, podendo
o cálculo dos invariantes ser efectuado com base nos axiomas.

Os teoremas desta secção correspondem à afirmação de que a Homologia
Singular satisfaz a axiomática de Eilenberg-Steenrod.

Teorema 8.8.1 (Aditividade). Se X =
⊔
i∈I Xi é uma soma directa de

espaços topológicos então

Hn (X) =
⊕
i∈I

Hn(Xi), ∀n 6= 0.

Proof. Ver Proposição 14.9.1 no Apêndice.

Dois mapas cont́ınuos f, g : (X,A) → (Y,B) dizem-se homotópicos se
existir um mapa cont́ınuo h : [0, 1] × X → Y tal que h([0, 1] × A) ⊆ B,
h(0, x) = f(x) e h(1, x) = g(x) para todo x ∈ X.

Teorema 8.8.2 (Invariância por homotopia). Se f, g : (X,A)→ (Y,B) são
mapas cont́ınuos homotópicos então as aplicações lineares

Hn(f), Hn(g) : Hn(X,A)→ Hn(Y,B)

coincidem.

Proof. Ver Proposição 14.9.2 no Apêndice.
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Para cada par (X,A) de espaços topológicos, e cada inteiro n ≥ 1, existe
um morfismo de bordo

δn = δ(X,A)
n : Hn(X,A)→ Hn−1(A)

tal que se f : (X,A)→ (Y,B) é cont́ınua então

Hn(X,A)
Hn(f)−−−−→ Hn(Y,B)

δn

y yδn
Hn−1(A) −−−−−→

Hn−1(f)
Hn−1(B)

é um diagrama comutativo.

Seja (X,A) um par de espaços topológicos.

Sejam i : A→ X e j : (X, ∅)→ (X,A) as aplicações de inclusão.

Teorema 8.8.3 (Exactidão). A sequência de espaços de homologia associada
ao par (X,A)

· · · →Hn(A)
Hn(i)−→Hn(X)

Hn(j)−→Hn(X,A)
δn−→

δn−→Hn−1(A)→Hn−1(X)→Hn−1(X,A)→
· · · →H0(X,A)→ 0

é exacta.

Proof. Ver Proposição 14.9.3 no Apêndice.

Teorema 8.8.4 (Excisão). Seja U ⊂ X tal que U ⊂ int(A). Então a
aplicação de inclusão i : (X \ U,A \ U)→ (X,A) induz um isomorfismo

Hn(i) : Hn(X \ U,A \ U)→ Hn(X,A)

Proof. Ver Proposição 14.9.4 no Apêndice.

Teorema 8.8.5 (Dimensão). Se X = {p} é um espaço singular,

H0(X,K) ' K e Hn(X,K) = 0, ∀ n 6= 0.

Proof. Ver Proposição 14.9.5 no Apêndice.
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8.9 Junção de Células

Sejam Dk := {x ∈ Rk : ‖x‖ ≤ 1} o disco unitário de dimensão k, ∂Dk o seu
bordo, ∂Dk = {x ∈ Rk : ‖x‖ = 1}, e int(Dk) o seu interior em Rk.

Seja Y um espaço topológico. Chama-se k-célula de Y a um mapa
cont́ınuo φ : Dk → Y tal que a restrição φ|int(Dk) : int(Dk) → φ(int(Dk))
seja um homeomorfismo.

Dados espaços topológicos X ⊂ Y , dizemos que Y se obtém de X por
junção duma k-célula φ : Dk → Y se

(a) X é fechado em Y ,

(b) φ(∂Dk) ⊆ X,

(c) Y \X = φ(int(Dk)).

A dimensão k da célula φ será denotada por dim(Y,X).

Seja Y um espaço obtido de X por junção da k-célula φ : Dk → Y .
Dizemos que o par (Y,X), ou a célula φ, são do tipo ligação para K se o
morfismo de bordo δk : Hk(Y,X,K)→ Hk−1(X,K) for zero.

Considerando a orientação canónica em Dk, podemos identificar a restrição
do mapa φ ao bordo, ∂φ = φ|∂Dk : ∂Dk → X, com um (k − 1)-ciclo ∂φ ∈
Zk−1(X,K).

Proposição 8.9.1. Se (Y,X) é um par de espaços topológicos tal que Y se
obtém de Y por junção de uma k-célula φ, são equivalentes:

(a) A célula φ é do tipo ligação relativamente a K,

(b) O ciclo ∂φ é homólogo a 0 em Hk−1(X,K).

Proof. Por exactidão e excisão (Exerćıcio 8.1) o par (Y,X) tem a mesma
sequência de homologias que o par (Dk, Sk−1). Em particular para qualquer
corpo de coeficientes dimHk(Y,X) = 1. A k-célula φ determina uma
classe de homologia [φ] que gera o espaço Hk(Y,X). Logo o morfismo de
bordo δk : Hk(Y,X,K) → Hk−1(X,K) anula-se sse δk[φ] = [∂φ] = 0 em
Hk−1(X,K).

Proposição 8.9.2. Se X ⊂ Y são espaços topológicos tais que Y se obtém
de X por junção duma k-célula φ então

(a) Pt(X,K) = Pt(Y,K) + tk se φ é de tipo ligação,

(b) Pt(X,K) = Pt(Y,K)− tk−1 se φ não é de tipo ligação.



142 CHAPTER 8. HOMOLOGIA

Proof. Como Hn(Y,X) = 0 para n 6= k, por exactidão temos uma sequência
exacta curta 0 → Hn(X) → Hn(Y ) → 0 qualquer que seja n /∈ {k − 1, k}.
Pela Proposição 14.10.3 isto implica que βn(X,K) = βn(Y,K) em todas estas
dimensões.

Como Hk−1(Y,X) = 0 e Hk+1(Y,X) = 0, por exactidão temos também
a seguinte sequência exacta finita de espaços lineares

0→ Hk(X)→ Hk(Y )→ Hk(Y,X)
δk−→ Hk−1(X)→ Hk−1(Y )→ 0. (8.1)

Se φ é do tipo ligação, i.e., δk = 0, então por (8.1), 0 → Hk−1(X) →
Hk−1(X)→ 0 é exacta e pela Proposição 14.10.3, βk−1(X,K) = βk−1(Y,K).
Por outro lado como 0 → Hk(X) → Hk(X) → K → 0 é também exacta,
da Proposição 14.10.4 segue que βk(Y,K) = βk(X,K) + 1. Logo Pt(X,K) =
Pt(Y,K) + tk.

Se φ não é do tipo ligação, como dimHk(Y,X) = 1 o morfismo de bordo
δk : Hk(Y,X) → Hk−1(X) é injectivo. Logo, por (8.1) 0 → Hk(X) →
Hk(X) → 0 é exacta e pela Proposição 14.10.3, βk(X,K) = βk(Y,K).
Por outro lado como 0 → K → Hk−1(X) → Hk−1(X) → 0 é também
exacta, da Proposição 14.10.4 segue que βk−1(Y,K) = βk−1(X,K)−1. Logo
Pt(X,K) = Pt(Y,K)− tk−1.

Se X = {A} e Y resulta de X por junção de uma 1-célula φ então
∂φ = A−A = 0, pelo que φ é sempre do tipo ligação.

Se X = {A,B} (A 6= B) e Y resulta de X por junção de uma 1-célula
φ, ligando o ponto A ao ponto B, então ∂φ = B−A, pelo que φ nunca é do
tipo ligação. De facto as classes de homologia em H0(X) correspondem às
componentes conexas de X (demonstração da Proposição 14.9.5).

Se X é um disco e Y resulta de X por junção de uma 2-célula φ colada
ao longo do bordo ∂X então podemos identificar ∂φ com ∂X, pelo que φ é
sempre do tipo ligação.

Se X é um cilindro com dois bordos, C1 e C2, e Y resulta de X por
junção de uma 2-célula φ colada ao longo do bordo C1 ⊂ ∂X então φ nunca
é do tipo ligação, já que C1 = ∂φ determina uma classe de homologia não
trivial no cilindro X.

No último exemplo da Tabela 8.1, o espaço Y representa a garrafa
de Klein que será revisitada na subsecção 8.10.2. A garrafa de Klein é
um exemplo de uma superf́ıcie não orientável. Apsear de não poder ser
mergulhada em R3, a garrafa de Klein pode ser constrúıda identificando
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dim(Y,X) X Y ∂φ tipo de ligação

1 A−A = 0 Sim

1 A−B Não

2 ∂X Sim

2 C1 Não

2 2 b
Não ⇐ K = R
Sim ⇐ K = Z2

Table 8.1: Exemplos de tipos de ligação de células com dimensões 1 e 2.

adequadamente os dois bordos dum cilindro. Na última figura da Tabela 8.1,
colando os dois lados do quadrado assinalados com a letra ‘a’ obtemos um
cilindro. Colando em seguida os dois bordos que restam (assinalados com a
letra ‘b’) ao longo das orientações induzidas pelo cilindro obtemos a garrafa
de Klein. Os quatro vértices do quadrado são assim identificados com o
ponto A. Sendo X = {A} ∪ a∪ b o lacete formado pelas curvas fechadas a e
b, a garrafa de Klein é obtida de X por junção do quadrado visto como uma
2-célula. O bordo do quadrado identifica-se com ∂φ = a+ b− a+ b = 2b.

8.10 Decomposições Celulares

Seja X um espaço topológico. Chama-se decomposição celular de X a uma
sequência (possivelmente infinita) D = (X1, X2, . . . , Xn, . . . ) de subespaços
de X tal que

(1) ∅ = X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ . . . ⊂ Xn ⊂ · · · ⊂ X e X = ∪n≥0Xn.

(2) Cada Xi é obtido de Xi−1 por junção de uma ki-célula φi : Dki → Xi,
ki ≥ 0, para cada i ≥ 1.
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(3) F ⊆ X é fechado sse F ∩Xi é fechado em Xi, para cada i ≥ 1.

Vamos chamar espaço celular a um par (X,D) formado por um espaço
topológico X munido de uma decomposição celular D.

Esta noção desempenha um papel fulcral na Teoria de Morse. Em vez
de espaços celulares, em [16] é usado o conceito mais forte de CW-complexo,
devido J. H. C. Whitehead. Um CW-complexo é espaço topológico X
munido duma decomposição em conjuntos fechados

∅ ⊆ X0 ⊆ X1 ⊆ . . . ⊆ Xn ⊆ . . . ⊆ X = ∪∞n=0Xn ,

onde cada Xn é obtido de Xn−1 por junção dum número arbitrário de células
de dimensão n, sendo o bordo de cada uma destas célula coberto por um
número finito de células com dimensão < n, e onde X tem a topologia final,
a mais fina que torna cont́ınuas as inclusões Xn ↪→ X.

Proposição 8.10.1. Todo o espaço topológico com uma decomposição
celular finita é compacto.

Proof. Segue por indução, porque se X é compacto e Y se obtém de X por
junção duma k-célula φ então Y = X ∪ φ(Dk) é compacto.

Dado um espaço topológico X com uma decomposição celular D =
(X1, X2, . . . , Xn, . . . ) definimos cn(D) como sendo o número de células de
dimensão n na decomposição D,

cn(D) := #{j ≥ 1 : dim(Xj , Xj−1) = n }.

Define-se o polinómio duma decomposição celular finita D por

Qt(D) :=

∞∑
n=0

cn(D) tn .

Corolário 8.10.1 (Fórmula de Euler). Sejam (X,D) um espaço compacto
com uma decomposição celular finita. Então

χ(X) =

∞∑
n=0

(−1)n cn(D) = Q−1(D) .
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Proof. Basta observar que em ambos os casos (a) e (b), da Proposição 8.9.2,
fazendo t = −1 obtemos

P−1(Y,K) = P−1(X,K) + (−1)k

onde k = dim(Y,X). Logo

χ(X) = P−1(X,K) =
∞∑
j=1

P−1(Xj ,K)− P−1(Xj−1,K)

=
∞∑
j=1

(−1)dim(Xj ,Xj−1) =
∞∑
n=0

(−1)ncn(D) = Q−1(D).

O corolário anterior mostra que num espaço compacto com uma decomposição
celular finita a caracteŕıstica de Euler χ(X) não depende do corpo de coeficientes
K.

Nas subsecções seguintes fazemos o cálculo das homologia de três superf́ıcies:
o cilindro, a garrafa de Klein e o plano projectivo.
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8.10.1 Construção do Cilindro

∅ = X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ X4 ⊂ X5 ⊂ X6

Cada linha representa uma etapa na construção do cilindro, obtido identificando
os lados opostos, designados por a, do quadrado acima.

i Xi k-célula φ k ∂φ tipo de ligação Pt(Xi,K)

1 A 0 ∅ Sim (∀K) 1

2 B 0 ∅ Sim (∀K) 2

3 a 1 A−B Não (∀K) 1

4 b 1 ∅ Sim (∀K) 1 + t

5 c 1 ∅ Sim (∀K) 1 + 2t

6 φ 2 b− c Não (∀K) 1 + t

O bordo da 2-célula final é a união das curvas fechadas b e c.



8.10. DECOMPOSIÇÕES CELULARES 147

8.10.2 Construção da Garrafa de Klein

∅ = X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ X4

Cada linha representa uma etapa na construção da garrafa de Klein,
obtida identificando de acordo com os sentidos expressos os dois pares de
lados opostos, designados por a e b, do quadrado acima.

i Xi k-célula φ k ∂φ tipo de ligação Pt(Xi,K)

1 A 0 ∅ Sim (∀K) 1

2 a 1 ∅ Sim (∀K) 1 + t

3 b 1 ∅ Sim (∀K) 1 + 2 t

4 φ 2 2 b
K = R ⇒ Não

K = Z2 ⇒ Sim

1 + t

1 + 2 t+ t2

O bordo da 2-célula final é 1-cadeia a+ b− a+ b = 2 b, que é um bordo
em H1(X3,Z2), mas não é em H1(X3,R).
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8.10.3 Construção do Plano Projectivo

∅ = X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ X4 ⊂ X5

Cada linha representa uma etapa na construção do Plano Projectivo,
obtido identificando de acordo com os sentidos expressos os dois pares de
lados opostos, designados por a e b, do quadrado acima.

i Xi k-célula φ k ∂φ tipo de ligação Pt(Yi,K)

1 A 0 ∅ Sim (∀K) 1

2 B 0 ∅ Sim (∀K) 2

3 a 1 A−B Não (∀K) 1

4 b 1 B −A Sim (∀K) 1 + t

5 φ 2 2 a+ 2 b
K = R ⇒ Não

K = Z2 ⇒ Sim

1

1 + t+ t2

O bordo da 2-célula final é 1-cadeia a + b + a + b = 2 a + 2 b, que é um
bordo em H1(X4,Z2), mas não em H1(X4,R).
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8.11 Relação com a homotopia

Vejamos algumas consequências da propriedade homológica de invariância
por homotopia.

Proposição 8.11.1. Seja f : X → Y uma equivalência de homotopia.
Então Hk(f) : Hk(X,K) ' Hk(Y,K) é um isomorfismo para cada k ∈ N. Em
particular, espaços homotopicamente equivalentes têm espaços de homologia
isomorfos.

Proof. Seja g : Y → X uma inversa homotópica de f : X → Y . Como g◦f ◦∼
idX e f ◦g ◦∼ idY , tem-se Hk(g)◦Hk(f) = idHk(X) e Hk(f)◦Hk(g) = idHk(Y ),
o que mostra que Hk(f) : Hk(X) → Hk(Y ) e Hk(g) : Hk(Y ) → Hk(X) são
aplicações lineares inversas uma da outra.

Proposição 8.11.2. Um espaço X é contráctil sse for homotopicamente
equivalente a um ponto. Um espaço contráctil X tem a homologia dum
ponto: H0(X,K) ' K e Hk(X,K) = {0} para todo k ≥ 1.

Proposição 8.11.3. Se X é simplesmente conexo então H1(X,K) = {0}.

Proof. Se X é simplesmente conexo então toda a função cont́ınua f : S1 =
∂D2 → X admite uma extensão cont́ınua f̃ : D2 → X, definida por

f̃( t cos θ, t sin θ ) = h1−t(cos θ, sin θ) ,

onde ht é uma homotopia entre h0 = f e uma função constante h1 ≡
p. Isto prova que todo o 1-ciclo, definido por uma ‘curva fechada’ f , é
homologicamente trivial.

Proposição 8.11.4. Seja r : Y → X um retracto de Y sobre X. Então a
aplicação Hk(r) : Hk(Y,K)→ Hk(X,K) é sobrejectiva para todo k ∈ N.

Proof. Sendo i : X → Y a inclusão de X em Y , temos r ◦ i = idX . Logo,
ao ńıvel da k-homologia vale Hk(r) ◦Hk(i) = idHk(X), relação que implica a
sobrejectividade de Hk(r).

Proposição 8.11.5. SeX é um retracto por deformação de Y entãoHk(X,K) '
Hk(Y,K) qualquer que seja k ∈ N.

Proof. Todo o retracto por deformação é uma equivalência de homotopia.
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8.12 Exerćıcios

Para cada n ≥ 0, temos

� Sn−1 ⊂ Dn porque Sn−1 é o bordo de Dn,

� Dn ⊂ Sn, identificando Dn com um hemisfério da esfera Sn.

Ex 8.1. Usando os axiomas de Eilenberg-Steenrod calcule as homologias
dos pares (relativas a um corpo de ceficientes arbitrário K) na sequência

D0 ⊂ S0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Sn−1 ⊂ Dn ⊂ Sn ⊂ · · · .

Por outras palavras, calcule as homologias do disco Dn, da esfera Sn, bem
como as homologias relativas dos pares (Sn,Dn) e (Dn,Sn−1).

Ex 8.2. Usando uma decomposição celular adequada calcule os números de
Betti do n-toro (S1)n = S1 × · · · × S1.
Sugestão: Considere uma decomposição celular para S1 e construa a partir
dela uma decomposição celular produto para o n-toro (S1)n.

Ex 8.3. Sejam D1, D2, . . . discos fechados disjuntos dois a dois contidos
em D2. Usando uma decomposição celular adequada calcule os números de
Betti das seguintes superf́ıcies:

(a) o disco furado D2 \D1,

(b) o disco com dois furos D2 \ (D1 ∪D2),

(c) o disco com k furos D2 \ (D1 ∪ · · · ∪Dk).

Toda superf́ıcie compacta e orientável é homeomorfa ao bordo de um
disco sólido com g ≥ 0 buracos. O inteiro g ≥ 0 diz-se o género da superf́ıcie.

Figure 8.4: Superf́ıcies compactas e orientadas de géneros 0, 1, 2 e 3.
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Ex 8.4. Mostre que toda a superf́ıcie Sg compacta e orientável de género
g tem polinómio de Poincaré Pt(Sg,K) = 1 + 2 g t+ t2, qualquer que seja o
corpo de coeficientes K. Conclua que χ(Sg) = 2− 2 g.

Sugestão: Um modelo para a superf́ıcie Sg pode ser constrúıdo colando dois
discos (iguais), com g furos cada um, através do bordo. Use esta construção
para encontrar uma decomposição celular para Sg.

Figure 8.5: A superf́ıcie S3 de género 3 pode ser constrúıda colando pelo
bordo dois discos com 3 furos.

Ex 8.5. Determine os polinómios de Poincaré da garrafa de Klein e do Plano
projectivo para corpos de caracteŕıstica 0 e de caracteŕıstica 2, respectivamente.



152 CHAPTER 8. HOMOLOGIA



Chapter 9

Teoria de Morse

A Teoria de Morse estabelece uma conexão entre a estrutura dos pontos
cŕıticos duma função diferenciável f : X → R e a topologia da variedade X
onde ela está definida. Seguimos de perto a abordagem de J. Milnor em [16].

9.1 Um exemplo

Seja X ⊂ R3 um toro com eixo de revolução perpendicular ao eixo dos
zz (figura 9.1) e f : X → R, f(x, y, z) := z, a função altura. A função f
tem exactamente quatro pontos cŕıticos q, r, s e p com ı́ndices 0, 1, 1 e 2
respectivamente.

Figure 9.1: Pontos cŕıticos da função altura no 2-toro

Para cada a ∈ R consideremos o subńıvel da função f definido por

Xa := {x ∈ X : f(x) ≤ a} .

Este conjunto é

(a) vazio se a < f(q),

153
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(b) um disco se f(q) < a < f(r),
(c) um cilindro se f(r) < a < f(s),
(d) um toro menos um disco se f(s) < a < f(p),
(e) o toro completo se f(p) < a.
Em particular, o tipo topológico de Xa não muda sempre que a é um

valor regular de f variando entre dois ńıveis cŕıticos consecutivos.
Vemos em seguida como varia o tipo homotópico do subńıvel Xa quando

o parâmetro a atravessa um ńıvel cŕıtico (Figura 9.2).
(1) Se a < f(q) < a′ então Xa = ∅ e Xa′ é um disco. Neste caso Xa′ é

homotopicamente equivalente a {q}, espaço que é obtido de Xa por junção
duma 0-célula.

(2) Se a < f(r) < a′ entãoXa′ é um cilindro, pelo que é homotopicamente
equivalente a um espaço obtido de Xa por junção duma 1-célula.

(3) Se a < f(s) < a′, então Xa′ é o toro menos um disco. Neste caso
Xa′ é homotopicamente equivalente a um espaço obtido de Xa por junção
duma 1-célula.

(4) Finalmente se c < f(p) < a′ então Xa′ é o toro completo, e é obtido
de Xa por junção duma 2-célula.

Figure 9.2: Metamorfose dos subńıveis da função f

A Teoria de Morse estabelece os factos descritos neste exemplo para
funções de Morse em variedades de dimensão arbitrária.

9.2 Teoremas Básicos

Sejam X uma variedade sem bordo e f : X → R uma função suave.
Chamaremos subńıvel c da função f ao conjunto

Xc = f−1]−∞, c] = {x ∈ X : f(x) ≤ c } ,

que é uma subvariedade com bordo de X, pelo menos desde que c seja
um valor regular de f . O primeiro resultado básico da Teoria de Morse
estabelece que, variando c, o tipo topológico e homotópico de Xc não muda
enquanto c não atravesse um valor cŕıtico.
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Teorema 9.2.1. Sejam f : X → R uma função suave e [a, b] ⊂ R um
intervalo tal que f−1[a, b] é compacto sem pontos cŕıticos de f . Então

(a) Xa é difeomorfo a Xb,

(b) Xa é um retracto por deformação de Xb.

Figure 9.3: Deformação entre dois ńıveis ao longo do gradiente normalizado

Proof. Seja V uma vizinhança compacta de f−1[a, b], suficientemente pequena
para não conter pontos cŕıticos de f . Se ε > 0 for pequeno, o compacto
V ∩ f−1[a − ε, b + ε] está contido no interior de V . Vamos usar o fluxo do
campo −∇f para obter o desejado retracto por deformação de Xb em Xa.
Seja β : R → [0, 1] uma função suave tal que β(t) = 0 para t ≤ a − ε ou
t ≥ b+ ε, e β(t) = 1 para a ≤ t ≤ b (figura 9.4, c.f. Exerćıcio 7.1).

Figure 9.4: Gráfico da função β : R→ R



156 CHAPTER 9. TEORIA DE MORSE

Definimos então

ξ(x) :=

{
− β(f(x))
‖∇f(x)‖2 ∇f(x) se x ∈ V

0 se x /∈ V
.

O campo ξ está bem definido, e é suave, porque:

(a) β(f(x)) = 0 fora de V ∩ f−1[a− ε, b+ ε], que é um compacto contido
no interior de V . Isto mostra que os dois ramos na definição de ξ(x)
“colam” um com o outro.

(b) Por definição de β, ∇f(x) 6= 0 sempre que β(f(x)) 6= 0. Este facto
justifica que o primeiro ramo está sempre bem definido.

O campo ξ ∈ X∞(X) tem suporte compacto contido em V . Seja ϕt o
fluxo de ξ, que é completo pelo Teorema 3.2.2. Quando ϕt(x) ∈ V temos

d

dt
f(ϕt(x)) = ∇f(ϕt(x)) · ξ(ϕt(x)) = − β(f(ϕt(x)))

‖∇f(ϕt(x)‖2
‖∇f(ϕt(x))‖2

= −β(f(ϕt(x))) .

É claro que para ϕt(x) /∈ V , d
dt f(ϕt(x)) = 0. Em geral temos sempre

d
dt f(ϕt(x)) ≤ 0, e d

dt f(ϕt(x)) = −1 quando ϕt(x) ∈ f−1[a, b]. Fixemos um
ponto x ∈ f−1[a, b], e consideremos

T (x) := max{ t ≥ 0 : ϕt(x) ∈ f−1[a, b] } .

Como f(ϕt(x)) decresce, temos f(ϕT (x)(x)) = a. Mas para t ∈ [0, T (x)],
temos ϕt(x) ∈ f−1[a, b], e portanto

f(ϕt(x))− f(x) = f(ϕt(x))− f(ϕ0(x)) =

∫ t

0
−1 ds = −t .

Logo, f(ϕt(x)) = f(x) − t para t ∈ [0, T (x)]. Substituindo t por T (x)
obtemos a = f(ϕT (x)(x)) = f(x) − T (x), donde sai que T (x) = f(x) − a.
Conclúımos que

f(ϕt(x)) = f(x)− t ∀ 0 ≤ t ≤ f(x)− a . (9.1)

Esta conta mostra que dados a ≤ c − t ≤ c ≤ b, o difeomorfismo ϕt

transforma o ńıvel f−1(c) no ńıvel f−1(c−t). Em particular, ϕb−a(f−1(b)) =
f−1(a). Como f decresce ao longo das órbitas de ϕt(x), segue que ϕb−a

transforma o subńıvel Xb no subńıvel Xa, o que prova a aĺınea (a).

Para mostrar a aĺınea (b) definimos ht : X
b → Xb,

ht(x) :=

{
x se x ∈ Xa

ϕt(f(x)−a)(x) se x ∈ Xb \Xa = f−1]a, b]
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A aplicação h : [0, 1] × Xb → Xb, (t, x) 7→ ht(x), é cont́ınua porque nos
pontos da fronteira entre os dois ramos de ht(x), ou seja nos pontos x ∈
f−1(a), o segundo ramo é igual ao primeiro: ϕt(f(x)−a)(x) = ϕt 0(x) = x.
Para t = 0, o segundo ramo de ht(x) é ϕt(f(x)−a)(x) = ϕ0(x) = x, qualquer
que seja x ∈ Xb. Como o primeiro ramo também é igual a x, obtemos
h0 = idXb . Para t = 1, temos que

h1(x) =

{
x se x ∈ Xa

ϕf(x)−a(x) se x ∈ Xb \Xa = f−1]a, b]

é um retracto de Xb sobre Xa, que fixa os pontos de Xa e projecta Xb \Xa

sobre f−1(a). Finalmente, por definição, temos ht(x) = x para todo x ∈ Xa,
e a existência desta homotopia ht prova a aĺınea (b) do enunciado.

O segundo resultado básico da Teoria de Morse diz-nos que o tipo de
homotopia do subńıvelXc, quando c atravessa um valor cŕıtico correspondente
a um ńıvel compacto com um único ponto cŕıtico, ‘cresce por junção de uma
célula’ com dimensão igual ao ı́ndice desse ponto cŕıtico.

Teorema 9.2.2. Sejam f : X → R uma função suave, p ∈ f−1(c) um ponto
cŕıtico não degenerado de f com ı́ndice k e ε > 0 tal que f−1[c− ε, c+ ε] é
compacto e não contém nenhum outro ponto cŕıtico de f além de p. Então
existe uma k-célula φ : Dk → Xc tal que:

(a) φ(∂Dk) ⊆ Xc−ε;

(b) φ(int(Dk)) ⊆ Xc \Xc−ε;

(c) Xc−ε ∪ φ(Dk) é um retracto por deformação de Xc+ε.

Proof. Vamos supor que c = 0. Pelo Teorema 9.2.1 podemos assumir que ε
é arbitrariamente pequeno. Pela Proposição 3.7.3 (Lema de Morse) existe
uma parametrização local ψ : (Rk × Rn−k, (0, 0)) ' (X, p) tal que

(f ◦ ψ)(u, v) = −‖u‖2 + ‖v‖2,

qualquer que seja (u, v) no disco

Dε = { (u, v) ∈ Rk × Rn−k : ‖u‖2 + ‖v‖2 ≤ 2 ε }.

De agora em diante vamos escrever f(u, v) = −‖u‖2 + ‖v‖2, identificando f
com o seu representante f ◦ ψ neste sistema de coordenadas.

Seja φ : Dk → X a k-célula definida por φ(u) := (
√
ε u, 0) para u ∈ Dk.

Supondo que u ∈ ∂Dk, ou seja que ‖u‖ = 1, temos

f(φ(u)) = f(
√
ε u, 0) = −‖

√
ε u‖2 = −ε ,
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Figure 9.5: Nı́veis e subńıveis de f(u, v) em Dε

o que mostra que φ(∂Dk) ⊂ f−1(−ε) ⊂ X−ε, e justifica (1). Analogamente,
se u ∈ int(Dk), i.e., ‖u‖ < 1, então

f(φ(u)) = f(
√
ε u, 0) = −ε ‖u‖2 > −ε,

pelo que φ(int(Dk)) ⊂ f−1(]− ε, 0]) = X0 \X−ε.

Consideremos o elipsóide

Eε = { (u, v) ∈ Rk × Rn−k : ‖u‖2 + 2 ‖v‖2 < 2 ε } ⊂ Dε

e a perturbação f̃ : X → R de f definida em Dε por

f̃(u, v) := f(u, v)− µ
(
‖u‖2 + 2 ‖v‖2

)
,

onde µ : R→ R é uma função decrescente de classe C∞ tal que:

(i) µ(0) > ε,

(ii) µ(x) = 0, ∀x ≥ 2 ε,

(iii) −1 < µ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ R.

A função f̃ é uma perturbação que “empurra” f para baixo dentro do
elipsoide Eε, e deixa a função f inalterada fora de Eε. Para todo (u, v) ∈ Dε,

(1) f̃(u, v) ≤ f(u, v),

(2) f̃(u, v) = f(u, v) se (u, v) /∈ Eε,

(3) f̃(u, 0) < −ε ,

(4) (0, 0) é o único ponto cŕıtico de f̃(u, v) em Dε,
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(5) Se v 6= 0 a função t 7→ f̃(u, t v) é estritamente crescente no intervalo
[0,+∞[.

A desigualdade (1) resulta de µ ser decrescente e por (ii) não tomar
valores negativos. Por (ii) temos µ(‖u‖2 + 2 ‖v‖2) = 0 para todo (u, v) ∈
Dε \Eε, o que implica (2). Pelo Teorema do Valor Médio resulta de (iii) que
µ(x) > ε− x, para todo x ≥ 0. Logo

f̃(u, 0) = −‖u‖2 − µ(‖u‖2) < −‖u‖2 − ε+ ‖u‖2 = −ε ,

o que prova (3). Para todo (u, v) ∈ Dε temos

∇f̃(u, v) = (−2u, 2v)− µ′ (2u, 4v) =
(
−2 (1 + µ′)u, 2 (1− 2µ′) v

)
onde µ′ = µ′(‖u‖2 + 2 ‖v‖2). Por (iii) temos 1 + µ′ > 0 e 1− 2µ′ ≥ 1. Estas
desigualdades implicam o item (4), i.e., (0, 0) é o único ponto cŕıtico de f̃ em
Dε. A propriedade (5) resulta de se ter d

dt f̃(u, t v) = 2 t (1− 2µ′) ‖v‖2 > 0,
onde µ′ = µ′(‖u‖2 + 2 ‖v‖2t2), sempre que t > 0.

Figure 9.6: Subńıveis de f̃(u, v) e de f(u, v) em Dε

Dividimos o resto da prova em duas partes:

Parte I Verificamos que f̃−1[−ε, ε] é um conjunto compacto, sem pontos
cŕıticos de f̃ , e aplicamos o Teorema 9.2.1 para concluir que X̃−ε :=
{f̃ ≤ −ε} é um retracto por deformação de X̃ε := {f̃ ≤ ε} = Xε.

Parte II Os conjuntosX−ε∪φ(Dk) ⊂ X̃−ε diferem apenas numa vizinhança
do ponto p. Mostramos que X−ε∪φ(Dk) é um retracto por deformação
do subńıvel X̃−ε. O argumento é localizado, sendo o retracto constrúıdo
explicitamente no disco Dε.

Tendo em conta que a relação “ser um retracto por deformação de” é
transitiva, o teorema segue destes dois factos.
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Figure 9.7: Retractos por deformação

Parte I: Observemos que {f ≥ ε} = f−1[ε,+∞[ não intersecta o
elipsóide Eε = {(u, v) : ‖u‖2 + 2 ‖v‖2 < 2 ε}. Nos pontos de intersecção,
se existissem, teŕıamos

ε ≤ ε+ ‖u‖2 ≤ ‖v‖2 < ε− ‖u‖2/2 ≤ ε

o que é imposśıvel. Logo f̃(x) = f(x) sempre que f(x) ≥ ε. Tendo em conta
que f̃ ≤ f , temos f̃−1[−ε, ε] ⊆ f−1[−ε, ε], o que implica que f̃−1[−ε, ε] é
compacto. Se f̃ tivesse pontos cŕıticos neste compacto teriam de estar na
vizinhança Dε já que f̃ = f fora desta vizinhança e o único ponto cŕıtico
de f está em Dε. Por (3) e (4) o único ponto cŕıtico de f̃ em Dε está na
origem, e satisfaz f̃(0, 0) < −ε. Logo f̃ não tem nenhum ponto cŕıtico em
f̃−1[−ε, ε]. Como f̃ ≤ f , e f̃ = f sempre que f ≥ ε, vemos que X̃ε = Xε.
Logo pelo Teorema 9.2.1 (Figura 9.7 à esquerda) X̃−ε é um retracto por
deformação de X̃ε = Xε.

Parte II: Definimos H := X̃−ε\X−ε. É claro que H ⊂ Dε. No sistema
de coordenadas (u, v) ∈ Dε temos

H = {(u, v) ∈ Dε : − ε < −‖u‖2 + ‖v‖2 e f̃(u, v) ≤ −ε} ,
Dε ∩X−ε = {(u, v) ∈ Dε : − ‖u‖2 + ‖v‖2 ≤ −ε} ,
Dε ∩ X̃−ε = {(u, v) ∈ Dε : f̃(u, v) ≤ −ε} = X−ε ∪H ,

φ(Dk) = {(u, 0) : ‖u‖ ≤ ε} .

O conjunto H está contido dentro do elipsoide Eε, pois se (u, v) ∈ H \ Eε
então −ε < f(u, v) = f̃(u, v) ≤ ε, o que é absurdo.

Definimos o mapa r : X−ε ∪H → X−ε ∪ φ(Dk) (Figura 9.7 à direita)

r(u, v) :=


(u, 0) se ‖u‖ ≤

√
ε e f̃(u, v) ≤ −ε

(u, s v) se ‖u‖ >
√
ε , f(u, v) > −ε e f̃(u, v) ≤ −ε

(u, v) se f(u, v) ≤ −ε
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onde s = s(u, v) é dado por

f(u, s v) = −ε ⇔ s =

√
‖u‖2 − ε
‖v‖2

.

A aplicação r toma valores em X−ε ∪φ(Dk) porque r(u, v) = (u, 0) ∈ φ(Dk)
no primeiro ramo, e r(u, v) ∈ X−ε no 2º e 3º ramos.

Se ‖u‖ >
√
ε e f(u, v) > −ε, então ‖v‖2 > ‖u‖2 − ε > 0, pelo que

s = s(u, v) acima está bem definido. Portanto, o mapa r também está bem
definido.

Vejamos que r é cont́ınuo. Na fronteira entre o 1º e 2º ramos ‖u‖2 = ε,
o que implica que s = 0, fazendo com que os dois ramos coincidam. Na
fronteira entre o 2º e 3º ramos f(u, v) = −ε, o que implica que s = 1,
fazendo com que os dois ramos coincidam. Finalmente, na fronteira entre o
1º e 3º ramos temos ‖u‖2 = ε e v = 0, o que implica que também aqui os
dois ramos coincidam.

A aplicação r é um retracto porque no 1º ramo r(u, 0) = (u, 0) para os
pontos (u, 0) ∈ φ(Dk), enquanto no 3º ramo r(u, v) = (u, v) para os pontos
(u, v) ∈ X−ε.

A partir deste retracto constrúımos um retracto por deformação fazendo
uma combinação convexa entre a identidade e a retracção r.

ht(u, v) = (1− t) (u, v) + t r(u, v) =


(u, (1− t) v) no 1º ramo
(u, (1− t+ t s) v) no 2º ramo
(u, v) no 3º ramo

Observemos que 1− t no 1º ramo, e 1− t+ t s no 2º, estão sempre em [0, 1],
porque t, s ∈ [0, 1]. Da propriedade (5) da perturbação f̃(u, v) obtemos

f̃(ht(u, v)) ≤ f̃(u, v) ≤ −ε ,

o que prova que ht(u, v) ∈ f̃−1]−∞,−ε] = X−ε ∪H. A função h : [0, 1] ×
X−ε ∪ H → X−ε ∪ H, h(t, u, v) := ht(u, v) é o retracto por deformação
procurado.

O terceiro teorema diz-nos que sendo f : X → R uma função de Morse,
a menos duma equivalência de homotopia, existe uma decomposição de X
em células com uma célula para cada ponto cŕıtico, de dimensão igual ao
ı́ndice desse ponto cŕıtico.

Teorema 9.2.3. Seja f : X → R uma função de Morse tal que f−1]−∞, a]
é compacto para todo a ∈ R. Então existe um espaço topológico Z com
uma decomposição celular D tal que X é homotopicamente equivalente a
Z e o número de células de D com dimensão n é igual ao número de pontos
cŕıticos de f com ı́ndice igual a n.
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Proof. Vamos considerar apenas o caso em que f tem um número finito N de
pontos cŕıticos p1, . . . , pN ∈ X e que os correspondentes valores cŕıticos estão
ordenados de modo que c1 = f(p1) < c2 = f(p2) < . . . < cN = f(pN ). Se
assim não for podemos perturbar f de modo que a função modificada f̃ tenha
N valores cŕıticos, com os correspondentes pontos cŕıticos próximos dos
originais e mantendo exactamente os mesmos ı́ndices. A perturbação f̃ pode
ser efectuada somando a f uma função polinomial de 2º grau suficientemente
pequena (Exerćıcio 5.27). Para cada ponto cŕıtico pi tomemos, de acordo
com Teorema 9.2.2, u número positivo εi > 0 e uma célula φi de dimensão
ki = ind(f, pi) tais que:

(1) φi(∂Dki) ⊆ Xci−εi ,

(2) φi(int(Dki)) ∩Xci−εi = ∅, e

(3) Xci−εi ∪ φi(Dki) é um retracto por deformação de Xci+εi .

Tomando todos os εi suficientemente pequenos, podemos garantir que os
intervalos [ci − εi, ci + εi] sejam disjuntos dois a dois. Então ci + εi <
ci+1 − εi+1, e os intervalos [ci + εi, ci+1 − εi+1] não contêm valores cŕıticos.
Definimos Y0 = ∅, e para cada i = 1, . . . , N ,

Ỹi := Xci−εi ∪ φi(Dki) e Yi := Xci+1−εi+1 .

Por (1) e (2), cada Ỹi é obtido de Yi−1 por junção da ki-célula φi. Por (3), Ỹi é
um retracto por deformação de Xci+εi . Como [ci+εi, ci+1−εi+1] não contêm
valores cŕıticos, pelo Teorema 9.2.1 Xci+εi é um retracto por deformação
de Yi. Logo, por transitividade, cada Ỹi é um retracto por deformação de
Yi.

Vamos agora provar que existe uma sequência de espaços topológicos ∅ =
Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ · · · ⊂ ZN tal que cada Yi é homotopicamente equivalente a
Zi, sendo Zi obtido de Zi−1 por junção duma ki-célula.

A prova é feita por indução em i. Para i = 0 não há nada a provar.
Suponhamos, por hipótese de indução, que existe uma equivalência de homotopia
fi−1 : Yi−1 → Zi−1 sobre um espaço topológico Zi−1 admitindo uma decomposição
celular ∅ = Z0 ⊂ Z1 ⊂ Z2 ⊂ · · · ⊂ Zi−1 onde cada Zj (j ≤ i − 1)
é obtido de Zj−1 por junção duma kj-célula. Pelo Lema 9.2.1 existe um
homeomorfismo gi : Ỹi → Yi−1 t∂φi Dki . Pelo Lema 9.2.4 podemos estender

fi−1 a uma equivalência de homotopia f̂i : Yi−1t∂φiDki → Zi−1tfi−1◦∂φiDki .
Definimos Zi := Zi−1tfi−1◦∂φDki . Compondo com gi obtemos a equivalência

de homotopia f̃i = f̂i◦gi : Ỹi → Zi. Finalmente, porque Ỹi é um retracto por
deformação de Yi, obtemos a equivalência de homotopia fi = f̃i◦r : Yi → Zi,
onde r : Yi → Ỹi designa um retracto homotópico à identidade.

Dada uma aplicação cont́ınua φ : ∂Dk → X, vamos designar por XtφDk
o quociente da união disjunta X tDk pela relação que identifica cada ponto
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Figure 9.8: Decomposição celular associada à função altura no 2-toro

x ∈ ∂Dk com o ponto φ(x) ∈ X,

X tφ Dk :=
X t Dk

φ
.

Consideramos em XtφDk a topologia quociente, que é a mais fina topologia
que torna cont́ınuas as aplicações naturais iX : X → X tφ Dk e pφ : Dk →
X tφDk. Esta topologia caracteriza-se por uma aplicação h : X tφDk → Z,
com valores num espaço topológico Z, ser cont́ınua sse forem cont́ınuas as
composições h ◦ iX : X → Z e h ◦ pφ : Dk → Z.

Lema 9.2.1. Se Y se obtém de X por junção duma célula φ : Dk → Y ,
então Y é homeomorfo a X t∂φ Dk, onde ∂φ = φ|∂Dk .

Proof. Definimos h : X t∂φ Dk → Y por

h(x) :=

{
x se x ∈ X
φ(x) se x ∈ Dk .

Claramente h é bijectiva. Por construção, h ◦ iX = idX e h ◦ pφ = φ
são cont́ınuas. Logo, como X t∂φ Dk tem a topologia final, a aplicação
h : X t∂φ Dk → Y é cont́ınua.

Dado um conjunto fechado F ⊂ X t∂φ Dk, por definição de topologia
final, i−1

X (F ) é fechado em X, e p−1
φ (F ) é fechado em Dk. Segue que p−1

φ (F )

e φ(p−1
φ (F )) são compactos, e, portanto, φ(p−1

φ (F )) é fechado em Y .

Logo h(F ) = i−1
X (F ) ∪ φ(p−1

φ (F )) é compacto e como tal fechado em Y .
Isto mostra que h é um homeomorfismo.

Lema 9.2.2 (Whitehead). Dados mapas homotópicos φ, ψ : ∂Dk → X existe
uma equivalência de homotopia k : X tφ Dk → X tψ Dk que fixa todos os
pontos de X.



164 CHAPTER 9. TEORIA DE MORSE

Proof. Seja ht : ∂Dk → X uma homotopia entre φ e ψ. Definimos k : X tφ
Dk → X tψ Dk

k(x) :=


x se x ∈ X

2x se x ∈ Dk, ‖x‖ ≤ 1
2

h(2− 2‖x‖, x
‖x‖) se x ∈ Dk, ‖x‖ > 1

2

. (9.2)

O mapa k transforma o disco Dk1/2 de raio 1
2 em Dk, coincide com ψ em

∂Dk1/2, transforma o anel Dk \ Dk1/2 no cilindro definido pela homotopia ht,

coincide com φ em ∂Dk e finalmente fixa todos os pontos deX. Analogamente
definimos m : X tψ Dk → X tφ Dk

m(x) :=


x se x ∈ X

2x se x ∈ Dk, ‖x‖ ≤ 1
2

h(2‖x‖ − 1, x
‖x‖) se x ∈ Dk, ‖x‖ > 1

2

.

O mapa composto m ◦ k

m(k(x)) :=


x se x ∈ X

4x se x ∈ Dk, ‖x‖ ≤ 1
4

h(4‖x‖ − 1, x
‖x‖) se x ∈ Dk, 1

4 < ‖x‖ ≤
1
2

h(2− 2‖x‖, x
‖x‖) se x ∈ Dk, ‖x‖ > 1

2

combina as homotopias ht e h1−t. Para concluir basta verificar que

Ht(x) :=


x se x ∈ X

4x (1 + 3t)−1 se x ∈ Dk, ‖x‖ ≤ 1+3t
4

h(4‖x‖ − 1− 3t, x
‖x‖) se x ∈ Dk, 1+3t

4 < ‖x‖ ≤ 1+t
2

h(2− 2‖x‖, x
‖x‖) se x ∈ Dk, ‖x‖ > 1+t

2

define um mapa cont́ınuo H : [0, 1]×X tφDk → X tφDk tal que H0 = m◦k
e H1 = id. De modo inteiramente análogo, trocando os papéis de φ e ψ,
respectivamente de k e m, mostramos que o mapa k ◦ m é homotópico à
identidade.

Seja f : X → Y um mapa cont́ınuo. Dizemos que f tem um inverso
homotópico esquerdo se existir um mapa g : Y → X cont́ınuo tal que g ◦ f
é homotópico a idX . Dizemos que f tem um inverso homotópico direito se
existir um mapa h : Y → X cont́ınuo tal que f ◦ h é homotópico a idY .

Lema 9.2.3. Se um mapa cont́ınuo f : X → Y tem inversos homotópicos
esquerdo e direito então f : X → Y é uma equivalência de homotopia.

Proof. Este lema segue do seguinte facto geral da Teoria das Categorias
aplicado à Categoria Homotópica: Numa categoria, todo o morfismo f : X →
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Y que admita um inverso esquerdo g : Y → X e um inverso direito h : Y →
X, estes dois inversos coincidem. De facto se g ◦f = idX e f ◦h = idY então

h = (g ◦ f) ◦ h = g ◦ (f ◦ h) = g,

pelo que f : X → Y é um isomorfismo.

Lema 9.2.4. Dada uma k-célula φ : Dk → X, toda a equivalência de
homotopia f : X → Y estende-se a uma equivalência de homotopia f̃ : X tφ
Dk → Y tf◦φDk, caracterizada pela comutatividade dos seguintes diagramas

X tφ Dk
f̃−−−−→ Y tf◦φ Dk

iX

x xiY
X

f−−−−→ Y

X tφ Dk
f̃−−−−→ Y tf◦φ Dk

pφ

x xpf◦φ
Dk Dk

Proof. Seja g : Y → X uma aplicação cont́ınua tal que f ◦ g é homotópica a
idY e g ◦ f é homotópica a idX .

A extensão f̃ : XtφDk → Y tf◦φDk fica determinada pela comutatividade
dos diagramas acima. De modo análogo podemos definir uma extensão
g̃ : Y tf◦φ Dk → X tg◦f◦φ Dk.

Começamos por mostrar que f̃ admite um inverso homotópico esquerdo.

Seja ht uma homotopia tal que h0 = g ◦ f e h1 = idX . Pelo Lema 9.2.2
existe k : X tg◦f◦φ Dk → X tφ Dk equivalência de homotopia, definida
em (9.2), que fixa todos os pontos de X. A composição destes três mapas é
dada por

k(g̃(f̃(x))) :=


g(f(x)) se x ∈ X

2x se x ∈ Dk, ‖x‖ ≤ 1
2

h(2− 2‖x‖, φ( x
‖x‖)) se x ∈ Dk, ‖x‖ > 1

2

.

Para vermos que k ◦ g̃ ◦ f̃ é homotópico à identidade em X tφ Dk definimos

Ht(x) :=


ht(x) se x ∈ X

2x (1 + t)−1 se x ∈ Dk, ‖x‖ ≤ 1+t
2

h(2− 2‖x‖+ t, φ( x
‖x‖)) se x ∈ Dk, ‖x‖ > 1+t

2

.

A famı́liaHt é formada por mapas cont́ınuos e define uma homotopiaH : [0, 1]×
X tφ Dk → X tφ Dk tal que H0 = k ◦ g̃ ◦ f̃ e H1 = idXtφDk . Logo f̃ admite
um inverso homotópico esquerdo.

De modo análogo mostramos que f̃ admite um inverso homotópico direito.
Pelo Lema 9.2.3, f̃ é uma equivalência de homotopia.
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9.3 Desigualdades de Morse

Vamos agora estabelecer as chamadas desigualdades de Morse que relacionam
as contagens de pontos cŕıticos duma função de Morse com os números de
Betti da variedade onde ela está definida.

Teorema 9.3.1. SejaX um espaço topológico compacto com uma decomposição
celular finita D. Para cada corpo K existe um polinómio Et = Et(D,K) com
todos os coeficientes ≥ 0 tal que

Qt(D)− Pt(X,K) = (1 + t)Et .

Proof. Seja D = (∅ = Y0 ⊂ Y1 ⊂ . . . ⊂ YN = X) a decomposição celular de
X, e para cada i = 1, . . . , N , Di = (∅ = Y0 ⊂ Y1 ⊂ . . . ⊂ Yi) a decomposição
do subespaço Yi. Então, sendo ki = dim(Yi, Yi−1),

Qt(D)− Pt(X,K) = [Qt(DN )− Pt(YN ,K)]− [Qt(D0)− Pt(Y0,K)]︸ ︷︷ ︸
=0

=
N∑
i=1

[Qt(Di)− Pt(Yi,K)]− [Qt(Di−1)− Pt(Yi−1,K)]

=

N∑
i=1

[Qt(Di)− Qt(Di−1)]︸ ︷︷ ︸
=tki

− [Pt(Yi,K)− Pt(Yi−1,K)]︸ ︷︷ ︸
=tki ou −tki−1︸ ︷︷ ︸

=0 ou tki+tki−1=(1+t) tki−1

Logo, definindo δi = δi(D,K) como sendo 1 caso (Yi−1, Yi) não seja de tipo
ligação relativamente ao corpo K, e 0 no caso contrário, temos

Qt(D)− Pt(X,K) =
N∑
i=1

δi (1 + t) tki−1

= (1 + t)
∞∑
k=0

∑
ki=k

δi

 tk−1

= (1 + t)

∞∑
k=0

ek t
k−1 ,

onde para cada k ∈ N, ek = ek(D,K) é o número de pares (Yi, Yi−1) de
subespaços consecutivos na decomposição D tais que dim(Yi, Yi−1) = k e
que não são de tipo ligação. Logo Et =

∑∞
k=1 ek t

k−1, com ek ≥ 0 para cada
k ∈ N.

O polinómio Et(D,K) diz-se o K-erro da decomposição celular D. A
decomposição celular D diz-se K-perfeita se Et(D,K) = 0.
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Suponhamos agora que X é uma variedade compacta. Definimos o
polinómio de Morse duma função de Morse f : X → R por

Mt(f) =

∞∑
k=0

ck(f) tk ,

onde para cada k ∈ N, ck(f) representa o número de pontos cŕıticos de f
com ı́ndice k.

Do Teorema 9.2.3 resulta que

Corolário 9.3.1. Seja f : X → R uma função de Morse numa variedade
compacta sem bordo X. Então X é homotopicamente equivalente a um
espaço Z com uma decomposição celular D tal que Mt(f) = Qt(D).

Corolário 9.3.2. Seja f : X → R uma função de Morse numa variedade
compacta sem bordo X. Então χ(X) = M−1(f) =

∑∞
k=0(−1)kck(f).

Proof. Segue dos Corolários 9.3.1 e 8.10.1.

Chama-se K-erro duma função de Morse f : X → R ao único polinómio
Et(f,K) tal que Mt(f) − Pt(X,K) = (1 + t)Et(f,K). A função f diz-se
K-perfeita se Et(f,K) = 0. Vamos escrever Et(f,K) =

∑∞
k=0 ek t

k−1, onde,
como vimos na demonstração do Teorema 9.3.1, ek = ek(f,K) é o número
de pontos cŕıticos de f com ı́ndice k tais que a célula associada à passagem
por esse ńıvel cŕıtico não é de tipo ligação.

Teorema 9.3.2. Sejam X uma variedade compacta sem bordo e f : X → R
uma função de Morse. Para cada k ∈ N,

(1) ck(f)− βk(X,K) = ek + ek+1,

(2) (Desigualdades Fracas) ck(f) ≥ βk(X,K),

(3) (Desigualdades Fortes)

k∑
i=0

(−1)k−i ci(f) ≥
k∑
i=0

(−1)k−i βi(X,K) ,

(4) (Prinćıpio Lacunar) ck−1(f) = ck+1(f) = 0 ⇒ ck(f) = βk(X,K).
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Proof. (1) ck − βk = ek + ek+1 porque

∞∑
k=0

(ck − βk) tk = Mt − Pt = (1 + t)Et

= (1 + t)

∞∑
k=0

ek t
k−1

=
∞∑
k=0

ek t
k−1 + ek t

k

=
∞∑
k=0

ek+1 t
k +

∞∑
k=0

ek t
k ( porque e0 = 0 )

=
∞∑
k=0

(ek + ek+1) tk .

(2) segue de (1), pois ck − βk = ek + ek+1 ≥ 0.

(3) Temos

k∑
i=0

(−1)k−i (ci − βi) =

k∑
i=0

(−1)k−i (ei + ei+1)

=
k∑
i=0

(−1)k−i ei −
k+1∑
i=1

(−1)k−i ei

= (−1)k e0 − (−1)k−k−1 ek+1 = ek+1 ≥ 0 ,

donde
∑k

i=0(−1)k−i ci ≥
∑k

i=0(−1)k−i βi.

(4) ck+1 = 0 implica βk+1 = 0 porque 0 ≤ βk+1 ≤ ck+1. Analogamente,
ck−1 = 0 implica βk−1 = 0. Logo, ek+2 + ek+1 = ck+1 − βk+1 = 0, o que
implica ek+1 = ek+2 = 0, porque estes números são não negativos, e também
ek + ek−1 = ck−1 − βk−1 = 0, o que implica ek = ek−1 = 0. Resulta então
que ck − βk = ek + ek+1 = 0 + 0 = 0.

9.4 Decomposição celular dinâmica

Através duma abordagem dinâmica, fazendo uso do fluxo do campo gradiente
−∇f , é posśıvel melhorar o Teorema 9.2.3.

Teorema 9.4.1. Seja f : X → R uma função de Morse numa variedade
compacta sem bordo X. Então X admite uma decomposição celular D tal
que Mt(f) = Qt(X,D).
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Sendo X compacta, o campo ξ = −∇f é completo. Vamos considerar o
fluxo ϕt de ξ que é um grupo a um parâmetro de difeomorfismos. Os pontos
cŕıticos de f correspondem às singularidades de ξ, e, portanto, aos pontos
fixos de ϕt. Estas singularidades são todas hiperbólicas. Uma singularidade
ξ(p) = 0 dum campo ξ diz-se hiperbólica se a derivada Dξp : TpX → TpX
não tiver valores próprios com parte real igual a zero. Numa singularidade
hiperbólica p, definem-se os conjuntos

W s(p) = {x ∈ X : lim
t→+∞

‖ϕt(x)− p‖ = 0 } e

W u(p) = {x ∈ X : lim
t→+∞

‖ϕ−t(x)− p‖ = 0 } ,

formados pelos pontos x ∈ X cujas órbitas convergem a p, quando t→ +∞,
respectivamente t → −∞. Em singularidades hiperbólicas, estes conjuntos
são sempre variedades imersas de dimensões complementares. Mais precisamente,
se X tem dimensão n, existem imersões suaves fu : Rk → X e fs : Rn−k → X
tais que fu(Rk) = W u(p) e fs(Rn−k) = W s(p). O conjunto W u(p) diz-se
a variedade instável da singularidade p, enquanto W s(p) se diz a variedade
estável de p. No caso do campo gradiente ξ = −∇f , a dimensão k da
variedade instável W p(p) é precisamente o ı́ndice do ponto cŕıtico, k =
ind(f, p). Um ponto mı́nimo de f , com ı́ndice n, corresponde a um ponto
fixo atractor. Neste caso W u(p) = {p} e W s(p) é uma vizinhança aberta de
p. Analogamente, um ponto máximo de f , com ı́ndice 0, corresponde a um
ponto fixo repulsor, caso em que W s(p) = {p} e W u(p) é uma vizinhança
aberta de p.

Figure 9.9: Exemplos de variedades instáveis.

Sobre o conjunto finito das singularidades hiperbólicas do campo gradiente
ξ = −∇f define-se a seguinte relação: p � q sse W u(p) ∩ W s(q) 6= ∅.
Para campos gradientes esta é uma relação de ordem parcial. Para funções
genéricas, ditas Morse-Smale, estas intersecções são sempre transversais.
Como a intersecção tem dimensão ≥ 1, porque contém pelo menos uma
órbita, segue que para funções Morse-Smale,

p � q ⇒ ind(f, p) > ind(f, q) .
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Para qualquer função de Morse f , a variedade X é união disjunta das
variedades instáveis dos seus pontos cŕıticos. As variedades instáveis W u(pi)
e W u(pj), de pontos distintos pi 6= pj , são sempre disjuntas. De facto, dado
um ponto x ∈ X, é fácil mostrar que o limite p = limt→+∞ ϕ

−t(x) existe
sempre, sendo uma singularidade do campo. Logo x pertence à variedade
instável W u(p). Cada variedade instável W u(p) corresponde a uma célula
de dimensão k = ind(f, p), cujo bordo ∂W u(p) = W u(p) \W u(p) satisfaz
∂W u(p) = ∪q≺pW u(q). No caso de f ser Morse-Smale, pela observação
feita acima, ∂W u(p) é coberto por uma união de células com dimensão < k.
Ordenando os pontos cŕıticos p1, p2, . . . , pN de f de modo que pi � pj ⇒
i > j, e definindo para cada i, Xi := ∪ij=0W

u(pi), a sequência ∅ = X0 ⊂
X1 ⊂ X2 ⊂ . . . ,⊂ XN = X é uma decomposição celular da variedade X,
onde cada Xi é obtido de Xi−1 por junção da “célula” W u(pi), com dimensão
igual a ind(f, pi).

Na figura 9.10 estão desenhadas as curvas de ńıvel duma função f : S2 →
R com 4 mı́nimos locais p1, p2, o3, p4, três pontos sela s1, s2, s3 e um
máximo q. Estão também assinaladas algumas órbitas do campo −∇f . A
decomposição celular Morse-Smale neste exemplo é formada pelas quatro
0-células {p1}, {p2}, {p3}, {p4}, as três 1-células W u(s1), W u(s2), W u(s3)
e a 2-célula W u(q).

Figure 9.10: Decomposição celular associada a um campo gradiente Morse-
Smale na esfera S2
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9.5 Funções de Morse próprias

Seja X uma variedade não compacta. Uma função f : X → R é própria
e limitada inferiormente se e somente se para todo c ∈ R o semi-espaço
Xc = f−1]−∞, c] for compacto (Exerćıcio 9.21). A Teoria de Morse aplica-
se a funções que satisfazem esta propriedade (Teorema 9.2.3).

Proposição 9.5.1. Toda a variedade (sem bordo) X admite uma função
suave f : X → R tal que

(a) Xc = f−1]−∞, c] é compacto para todo c ∈ R,

(b) f é de Morse, i.e., todos os pontos cŕıticos de f são não degenerados.

Proof. Segue do Teorema 2.3.2 (Whitney) e das proposições 9.5.2 e 9.5.3.

Na realidade as funções que satisfazem a conclusão da Proposição 9.5.1
são densas em C∞(X,R) (Exerćıcio 9.22).

Dada uma variedade X ⊂ RN definimos a seguinte famı́lia de funções
Lp : X → R,

Lp(x) := ‖x− p‖2,

indexada nos pontos p ∈ RN do espaço ambiente de X.

Proposição 9.5.2. Se X ⊂ RN é uma variedade fechada em RN , então para
todo p ∈ RN , Lp : X → R é uma função própria e limitada inferiormente,
i.e., L−1

p ]−∞, c] é compacto para todo c ∈ R.

Proof. Basta observar que L−1
p ]−∞, c] = X ∩B√c(p), onde B√c(p) designa

a bola fechada de centro p e raio
√
c em RN . Quando c < 0 temos L−1

p ] −
∞, c] = ∅. Logo, como X é fechado em RN , segue que L−1

p ]−∞, c] é fechado

em limitado em RN , e portanto compacto.

Proposição 9.5.3. Se X ⊂ RN é uma variedade fechada em RN , então
para quase todo p ∈ RN , Lp : X → R é uma função de Morse.

Para estudar os pontos cŕıticos das funções Lp : X → R vamos relacioná-
los com os pontos cŕıticos do mapa E : TX⊥ → RN ,

E(x, v) := x+ v.

Observamos que a variedade TX⊥ tem dimensão N pelo que (x, v) ∈ TX⊥
é um ponto cŕıtico de E sse Nuc(DE(x,v)) 6= {0}.

Proposição 9.5.4. Dado x ∈ X são equivalentes as afirmações:

(a) x é ponto cŕıtico de Lp : X → R,
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(b) (x, p− x) ∈ TX⊥, i.e., (x, p− x) ∈ E−1({p}).

Proof. Exerćıcio 9.23.

Sejam X ⊂ RN uma variedade e q ∈ X.

Definição 9.5.1. Dizemos que p ∈ RN é um ponto focal de (X, q) se (q, p−
q) ∈ TX⊥ e Nuc(DE(q,p−q)) 6= {0}. A dimensão deste núcleo diz-se a

multiplicidade do ponto focal. Dizemos simplesmente que p ∈ RN é um
ponto focal de X se p for um ponto focal de (X, q) para algum q ∈ X.

Figure 9.11: Ponto focal de (X, q)

Para explicar o conteúdo geométrico da definição anterior consideremos
uma função suave f : Rk → TX⊥, f(t) = (q(t), η(t)), tal que f(0) =
(q(0), η(0)) = (q, p− q) e para 1 ≤ j ≤ k,

Df0(ej) =

(
∂q

∂tj
(0),

∂η

∂tj
(0)

)
∈ Nuc(DE(q,p−q)) .

Então

q(t) + η(t) = E(q(t), η(t)) = E(q, p− q) +O(‖t‖2) = p+O(‖t‖2) ,

o que significa que as rectas normais a X, `t = {q(t) + s η(t) : s ∈ R} com
t ∈ Rk, quase se intersectam no ponto focal p quando t ≈ 0. Assim, um ponto
focal de (X, q) é um ponto onde concorre uma famı́lia de rectas normais a X
ao longo duma subvariedade de X contendo o ponto q. A dimensão duma
tal famı́lia corresponde à multiplicidade do ponto focal.

Na proposição seguinte fazemos uso do conceito Riemanniano de segunda
derivada duma função suave f : X → R (Definição 14.12.2) que é uma
aplicação bilinear simétrica ∇2f(x) : TxX × TxX → R, e do conceito de
segunda forma fundamental do fibrado normal TX⊥ (Definição 14.12.3),
que é uma aplicação bilinear B⊥x : TxX

⊥ × TxX → TxX. .
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Proposição 9.5.5. Se (q, p−q) ∈ TX⊥, ou seja se q ∈ X é um ponto cŕıtico
de Lp, então

(a) 1
2∇

2Lp(q) (u, v) = u · (v +B⊥q (p− q, v)).

(b) Nuc(DE(q,p−q)) = {(v,−v) ∈ TqX × RN : v +B⊥q (p− q, v) = 0}

Proof. As duas primeiras derivadas de Lp : RN → R são respectivamente
(DLp)xv = (x − p) · v e (D2Lp)x(u, v) = 2u · v. Calculemos agora a
Hessiana de Lp : X → R no ponto q ∈ X. Usando a Definição 14.12.2 e a
Proposição 14.12.13 temos

∇2Lp(q) (u, v) = 2u · v + 2 (q − p) ·Bq(u, v)

= 2u · v + 2u ·B⊥q (p− q, v)

= 2u · (v +B⊥q (p− q, v)) .

Quanto ao núcleo de DE(q,p−q) temos

Nuc(DE(q,p−q)) = {(v, ζ) ∈ T(q,p−q)TX
⊥ : v + ζ = 0}

= { (v,−v) ∈ TqX × RN : − v ∈ Π⊥q (p− q, v)}
= {(v,−v) ∈ TqX × RN : v +B⊥q (p− q, v) ∈ TqX⊥}
= {(v,−v) ∈ TqX × RN : v +B⊥q (p− q, v) = 0},

a última igualdade porque v e B⊥q (p−q, v) são ambos tangentes a (X, q).

Desta proposição obtemos:

Corolário 9.5.1. Dado q ∈ X ⊂ RN , são equivalentes:

(a) q ∈ X é um ponto cŕıtico degenerado de Lp,

(b) p é um ponto focal de (X, q).

Além disso a nulidade de q enquanto ponto cŕıtico de Lp coincide com a
multiplicidade de p como ponto focal de (X, q).

Demonstração da Proposição 9.5.3. Pelo Teorema 5.1.1 (Sard) quase todo
p ∈ Rn é um valor regular do mapa E : TX⊥ → RN . Por outro lado,
se p é um valor regular do mapa E então por definição de ponto focal
(Definição 9.5.1) p não é ponto focal de X. Logo, pelo Corolário 9.5.1,
todos os pontos cŕıticos de Lp são não degenerados.

Dado um vector η ∈ T⊥q X com ‖η‖ = 1 considere o operador

B⊥q (η, ·) : TpX → TpX, v 7→ B⊥q (η, v)

onde B⊥q designa a segunda forma fundamental de TX⊥ no ponto (q, η)
(Definição 14.12.3). Este operador é auto-adjunto pela Proposição 14.12.13.
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Proposição 9.5.6. Dada uma variedade X ⊂ RN , e um ponto (q, p− q) ∈
TX⊥, são equivalentes:

(a) p é um ponto focal de (X, q)

(b) −‖p− q‖−1 é um valor próprio do operador B⊥q (η, ·) com η = p−q
‖p−q‖ .

Além disso, a multiplicidade de p enquanto ponto focal de (X, q) coincide
com a multiplicidade de ‖p− q‖−1 como valor próprio de B⊥q (η, ·).

Proof. Pela Proposição 9.5.5, p é um ponto focal de (X, q) sse existe um
vector não nulo v ∈ TqX tal que v + B⊥q (p − q, v) = 0, o que por sua vez é

equivalente a a B⊥q (η, v) = −‖p− q‖−1v.

A terminar esta secção, a proposição seguinte caracteriza os ı́ndices dos
pontos cŕıticos da função Lp : X → R.

Proposição 9.5.7 (Teorema do ı́ndice para Lp). Seja q ∈ X um ponto
cŕıtico de Lp. O ı́ndice de Lp : X → R no ponto q é igual à soma das
multiplicidades dos pontos focais de (X, q) no intervalo aberto ]q, p[ que liga
os pontos q e p.

Proof. Sejam η = p−q
‖p−q‖ e ρ = ‖p− q‖. Então os valores próprios negativos

de

1

2
∇2Lp(q) (u, v) = u ·

(
v +B⊥q (p− q, v)

)
= ρ u ·

(
1

ρ
v +B⊥q (η, v)

)
são da forma 1

ρ + µ onde µ < −ρ−1 é valor próprio de B⊥q (η, ·). Pela
Proposição 9.5.6 os pontos focais de (X, q) no intervalo ]q, p[ são precisamente
os pontos da forma q − 1

µ η tais que −ρ < 1
µ < 0 (⇔ µ < −ρ−1), onde

µ é um valor próprio de B⊥q (η, ·). Pela mesma proposição, coincidem as

multiplicidades de q − 1
µ η enquanto ponto focal de (X, q) e de µ enquanto

valor próprio de B⊥q (η, ·). Logo

ind(Lp, q) =
∑

µ<−ρ−1

multiplicidade de µ como valor próprio de B⊥q (η, ·)

=
∑

−ρ<µ−1<0

multiplicidade de (q − 1

µ
η) como ponto focal de (X, q).
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9.6 Funções quadráticas em Sn e Pn

Dada uma matriz simétrica A ∈ MatSn+1, consideremos a função fA : Sn →
R, definida por fA(x) := xtAx. Dada outra matriz B = A + cI, temos
fB(x) = fA(x) + c‖x‖2 = fA(x) + c. As funções fB e fA têm os mesmos
pontos cŕıticos, com os mesmos ı́ndices, mas não os mesmos valores cŕıticos.

Proposição 9.6.1. Se A tem n+1 valores próprios distintos λ0 < . . . < λn,
e vectores próprios associados pi ∈ Sn, Api = λi pi, para 0 ≤ i ≤ n, então
fA : Sn → R é uma função de Morse com valores cŕıticos λi e pontos cŕıticos
associados ±pi com ind(fA, ±pi) = i, para cada 0 ≤ i ≤ n.

Em particular o seu polinómio de Morse é

Mt(fA) = 2 + 2t+ 2t2 + . . .+ 2tn .

Proof. A primeira parte desta proposição resulta do Exerćıcio 3.18. Vamos
aqui apenas calcular os ı́ndices dos pontos cŕıticos pi. Podemos, sem perda
de generalidade, supor que a matriz A é diagonal, ou seja, que os vectores
próprios de A são os vectores pi = ei da base canónica de Rn+1. Neste caso
fA(x) =

∑n
i=0 λi x

2
i . Para calcular os ı́ndices de fA nos pontos cŕıticos ±ei,

fixamos as parametrizações locais da esfera φi,± : Dn → Sn

φi,± (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

:=

x0, . . . , xi−1,±
√

1−
∑
j 6=i

x2
j , xi+1, . . . , xn


Nestas coordenadas temos

fA ◦ φi,±(x) =
∑
j 6=i

λj x
2
j + λi

1−
∑
j 6=i

x2
j

 = λi +

n∑
j=0

(λj − λi)x2
j .

Logo, a Hessiana de f em ±ei, relativa à carta (φi,±)−1, é a matriz diagonal
com entradas

λ0 − λi < λ1 − λi < . . . < λi−1 − λi < 0 < λi+1 − λi < . . . < λn − λi.

Como esta matriz tem exactamente i entradas na diagonal (valores próprios)
negativas, segue que ind(fA, ±pi) = i.

A esfera Sn tem o seguinte polinómio de Poincaré, independente do corpo
K em questão, Pt(Sn,K) = 1 + tn. Logo, as funções quadráticas fA não são
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Figure 9.12: Pontos cŕıticos de f(x, y, z) = x2 + 2 y2 + 3 z2

K-perfeitas para nenhum corpo. A figura 9.12 mostras as curvas de ńıvel e
os pontos cŕıticos duma função quadrática f : S2 → R.

Chama-se espaço projectivo real de dimensão n ao quociente da esfera
Pn := Sn/A pela relação de equivalência que identifica cada ponto x ∈ Sn
com o seu ant́ıpoda A(x) = −x (ver apêndice 14.6). Um ponto em Pn é
um par não ordenado {−x, x} ⊂ Sn. Designamos por pn : Sn → Pn a
projecção pn(x) := {−x, x}. Com a topologia quociente, Pn é uma variedade
topológica compacta, e a projecção pn : Sn → Pn é um homeomorfismo local.
Para cada i = 0, . . . , n, definimos φni : int(Dn)→ Pn,

φni (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

:= pn

x0, . . . , xi−1,

√
1−

∑
j 6=i

x2
j , xi+1, . . . , xn

 .

O mapa φi : int(Dn) → Pn é um homeomorfismo sobre a sua imagem. As
mudanças de coordenadas (φni )−1 ◦φnj são mapas suaves. Logo, a famı́lia de
cartas {φi : 0 ≤ i ≤ n} é um atlas que define uma estrutura de variedade
abstracta no projectivo Pn. Com esta estrutura diferenciável a projecção
pn : Sn → Pn é um difeomorfismo local.

Existe um mergulho natural i : Sn−1 ↪→ Sn, i(x) := (0, x), que induz um
correspondente mergulho entre espaços projectivos i : Pn−1 ↪→ Pn, i([x]) :=
[(0, x)].

Proposição 9.6.2. O espaço Pn obtém-se Pn−1 por junção da n-célula
φn0 : Dn → Pn definida por

φn0 (x1, . . . , xn) := pn

√√√√1−
n∑
j=1

x2
j , x1, . . . , xn

 .
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Além disso o par (Pn,Pn−1) é de tipo ligação, relativamente a um corpo K,
sse n é ı́mpar ou K é um corpo de caracteŕıstica1 2.

Proof. A restrição da célula φn0 ao bordo ∂Dn = Sn−1, ∂φn0 = i ◦ pn−1,
identifica-se com um (n−1)-ciclo homólogo a φn−1

0 +(−1)n φn−1
0 (Exerćıcio 9.10).

Corolário 9.6.1. A sequência de espaços projectivos

P0 ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pn

é uma decomposição celular de Pn.

Corolário 9.6.2. Para um corpo K de caracteŕıstica 2,

Pt(Pn,K) = 1 + t+ · · ·+ tn

Para os restantes corpos,

Pt(Pn,K) =

{
1 se n é par
1 + tn se n é ı́mpar

Proof. Exerćıcio 9.11.

Toda a função par f : Sn → R, i.e., tal que f(−x) = f(x) para todo
x ∈ Sn, passa ao cociente induzindo no espaço projectivo uma função f̃ :
Pn → R que satisfaz f̃ ◦ pn = f . A função quadrática considerada acima,
fA : Sn → R, sendo uma função par, determina f̃A : Pn → R com n pontos
cŕıticos com ı́ndices variando de 0 até n. O seu polinómio de Morse é

Mt(f̃A) = 1 + t+ t2 + . . .+ tn .

Logo, f̃A é uma função Z2-perfeita que não é R-perfeita.

9.7 Teorema de Reeb

Proposição 9.7.1. Seja X uma variedade compacta sem bordo e f : X → R
uma função de Morse com dois pontos cŕıticos. Então X é homeomorfa à
esfera Sn.

1Chama-se caracteŕıstica dum corpo K ao menor inteiro p ≥ 1 tal que p λ = 0 para todo
λ ∈ K. Se não existir um tal inteiro, K diz-se ter caracteŕıstica 0. O corpo Z2 = {0, 1}
tem caracteŕıstica 2, enquanto Q, R e C são corpos de caracteŕıstica 0.
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Proof. Ver [16, §4, Cap. I]. Os dois pontos cŕıticos são um máximo, f(p) = b,
e um mı́nimo, f(q) = a, com a < b. Pelo Lema de Morse, se ε > 0 for
suficientemente pequeno, os conjuntos Xa+ε = f−1[a, a + ε] e f−1[b − ε, b]
são difeomorfos a Dn. Mas, pelo primeiro teorema da teoria de Morse, Xa+ε

é difeomorfo a Xb−ε . Logo X é a união de dois subconjuntos difeomorfos
a Dn, f−1[a, b − ε] e f−1[b − ε, b], identificados ao longo da sua fronteira
comum f−1(b− ε) ' Sn−1. É agora fácil construir um homeomorfismo entre
X e Sn (Exerćıcio 9.2).

9.8 Exerćıcios

Ex 9.1. Sejam f : X → Y uma função suave, e U ⊂ Y um aberto conexo
tal que f−1(U) é um compacto sem pontos cŕıticos. Mostre que, quaisquer
que sejam y, y′ ∈ U , f−1(y) e f−1(y′) são variedades difeomorfas.
Sugestão: Observe que este é um resultado local. Basta mostrar que
f−1(y) ' f−1(y′), sempre que y e y′ estão suficientemente próximos. Assim,
podemos logo supor que Y = Rk. Observe que dados y, y′ ∈ U , existe
uma sequência de pontos intermédios y(i) ∈ Rk (i = 0, 1, . . . , k), tal que
y(0) = y, y(k) = y′, e para cada i = 1, . . . , k, y(i) difere de y(i−1) apenas na
i-ésima coordenada. Para provar que todas as pré-imagens destes pontos
y(i) são difeomorfas entre si, ficamos reduzidos a considerar o caso em que
os pontos y, y′ ∈ U diferem apenas na i-ésima coordenada. Escrevendo
f = (f1, . . . , fk), veja que se pode aplicar o 1º Teorema da Teoria de Morse
à função fi sobre a variedade ∩j 6=i(fj)−1(yj).

Ex 9.2. Termine a prova do Teorema de Reeb (Proposição 9.7.1) construindo
um homeomorfismo entre X e Sn a partir de difeomorfismos entre Dn e os
semiespaços f−1[a, b− ε] e f−1[b− ε, b].

Ex 9.3. Calcule a homologia da esfera Sn através duma decomposição
celular.

Ex 9.4. Dê um exemplo duma função K-perfeita na esfera Sn.

Chama-se n-toro ao produto cartesiano Tn =

n︷ ︸︸ ︷
T× . . .× T, onde T = R/Z

é uma variedade de dimensão um difeomorfa a S1.

Ex 9.5. Mostre que f : Tn → R, definida por f(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 sin(2π xi),
é K-perfeita.
Sugestão: Os números de Betti do n-toro são βi(Tn,K) = (ni ), para
i = 0, 1, . . . , n.

Ex 9.6. Mostre que para qualquer função de Morse:
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(1) c1(f) ≥ c0(f)− 1 e c2(f) ≥ c3(f)− 1 se f : S3 → R;

(2) c1(f) ≥ c0(f) + 2 e c2(f) ≥ c3(f) + 2 se f : T3 → R.

Sugestão: Use as desigualdades de Morse fortes.

Figure 9.13: Pontos cŕıticos da função altura h : S3 → R.

Ex 9.7. Seja Sg uma superf́ıcie orientada de género g.

(a) Mostre que existe uma função de Morse h : Sg → R que tem exactamente
2g + 2 pontos cŕıticos. Sugestão: (Figura 9.13).

(b) Prove que toda a função de Morse f : Sg → R tem pelo menos 2g + 2
pontos cŕıticos.

(c) É K-perfeita qualquer função de Morse f : Sg → R que tenha exactamente
2g + 2 pontos cŕıticos?

Ex 9.8. SejaXn uma variedade compacta sem bordo de dimensão n. Mostre
que:

(a) Se n é ı́mpar χ(Xn) = 0.

(b) Se K é um corpo e existe uma função de Morse K-perfeita f : Xn → R
então para cada i = 0, 1, . . . , n, βi(X

n,K) = βn−i(X
n,K).

Sugestão: Compare os pontos cŕıticos de f e −f .

Ex 9.9. Sejam X e Y variedades compactas sem bordo.
Mostre que χ(X × Y ) = χ(X)χ(Y ).
Sugestão: Tome funções de Morse f em X, e g em Y . Veja que h(x, y) =
f(x)+g(y) é uma função de Morse em X×Y , tal que o conjunto dos pontos
cŕıticos de h é o produto cartesiano do conjunto dos pontos cŕıticos de f
pelo de g, e relacione os respectivos ı́ndices.
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Ex 9.10. Considere a extensão Pn−1 ⊂ Pn obtida por junção duma n-célula
φn0 : Dn → Pn. Mostre que a restrição ∂φn0 de φn0 ao bordo identifica-se com
um (n− 1)-ciclo homólogo a φn−1

0 + (−1)n φn−1
0 .

Sugestão: Visto como um (n − 1)-ciclo, o mapa ∂φn0 : Sn−1 → Pn é
homólogo à soma da sua restrição ao hemisfério norte, identificável com
φn−1

0 , com a sua restrição ao hemisfério sul, identificável com (−1)n φn−1
0 .

Note que a aplicação ant́ıpoda A : Sn−1 → Sn−1 tem sinal sgn(A) = (−1)n.

Ex 9.11. Mostre que Pt(Pn,K) = 1 + t+ · · ·+ tn, para qualquer corpo K
de caracteŕıstica 2, e que, para os restantes corpos,

Pt(Pn,K) =

{
1 se n é par
1 + tn se n é ı́mpar

Sugestão: Use a Proposição 9.6.2, ou o Exerćıcio 9.10.

Ex 9.12. Seja f : Sn → R uma função de Morse invariante pela aplicação
ant́ıpoda A : Sn → Sn, x 7→ −x. Mostre que f tem pelo menos dois pontos
cŕıticos de cada ı́ndice i = 0, 1, · · · , n.

Ex 9.13. Considere a seguinte decomposição celular da esfera Sn,

∅ ⊂ D0 ⊂ S0 ⊂ D1 ⊂ S1 ⊂ . . . ⊂ Dn ⊂ Sn ,

do Exerćıcio 8.1. Calcule os polinómios de Poincaré de cada um dos subespaços
desta decomposição, identificando se as células correspondentes são, ou não,
de tipo ligação.

Os dois exerćıcios seguintes referem-se à matriz

A =


1 0 · · · 0
0 2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · n

 ,

e às funções quadráticas fA : Sn−1 → R e f̃A : Pn−1 → R por ela
determinadas.

Ex 9.14. Mostre como identificar a decomposição celular da esfera Sn−1

associada à ordenação (−e1, e1, −e2, e2, . . . , −en, en) dos pontos cŕıticos
de fA : Sn−1 → R, com a decomposição celular do exerćıcio anterior.

Ex 9.15. Veja como identificar a decomposição celular do espaço projectivo
Pn−1 associada à ordenação ([e1], [e2], . . . , [en]) dos pontos cŕıticos de f̃A :
Pn−1 → R, com a decomposição celular P0 ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pn−1.
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Ex 9.16. Existe alguma função de Morse f : S3 → R com Mt(f) = 2+t+t3?
E com Mt(f) = 2 + t2 + t3? Justifique a não existência, ou faça um esboço
das superf́ıcies de ńıvel duma tal função.
Sugestão: Identifique S3 com R3 ∪ {∞}, via projecção estereográfica, e
suponha que p =∞ é o único máximo da função.

Ex 9.17. Seja f : R2 → R uma função suave tal que

1) lim(x,y)→∞ f(x, y) = −∞,

2) (0, 0), (−1, 0) e (1, 0) são os únicos pontos cŕıticos de f ,

3) f(0, 0) = −2, f(−1, 0) = 4, f(1, 0) = 0,

4) As Hessianas de f nos pontos (0, 0), (−1, 0) e (1, 0) são respectivamente[
1 0
0 1

]
,

[
−2 0
0 −2

]
e

[
−1 0
0 1

]
.

Para cada c ∈ R escrevemos

Mc := { (x, y) ∈ R2 : f(x, y) ≥ c } .

(a) Mostre que Mc é compacto, para todo c ∈ R,

(b) Determine a topologia dos conjuntos M2, M−1 e M−3, i.e., modelos
aos quais estes conjuntos sejam homeomorfos.

(c) Calcule os polinómios de Morse Mt(f |M2), Mt(f |M−1) e Mt(f |M−3).

(d) Esboce as curvas de ńıvel de f (incluindo as linhas cŕıticas).

Ex 9.18. Seja f : S2 → R uma função de Morse com seis pontos cŕıticos p1,
p2, p3, p4, p5 e p6 tais que

f(p1) < 1 < f(p2) < f(p3) < 2 < f(p4) < f(p5) = f(p6),

e f−1(]−∞, 2]) é difeomorfo ao disco D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

(a) Mostre que p3 e p4 não podem ser mı́nimos locais.

(b) Determine os ı́ndices de todos os pontos cŕıticos.

(c) Identificando S2 com R2∪{∞}, suponha que p1 =∞ e f−1[1,+∞[=
D2. Esboce o retrato das curvas de ńıvel de f no disco D2.



182 CHAPTER 9. TEORIA DE MORSE

Ex 9.19. Considere a função f : S2 → R, f(x, y, z) := x+ z2.

(a) Mostre que os pontos cŕıticos de f são:

(−1, 0, 0), (1, 0, 0), (1
2 , 0,−

√
3

2 ) e (1
2 , 0,

√
3

2 ).

(b) Mostre que f é uma função de Morse.
Sugestão: Escolha cartas apropriadas.

(c) Determine os ı́ndices dos pontos cŕıticos de f .

(d) Escreva o polinómio de Morse da função f .

(e) Mostre que f−1[0,+∞[ é uma variedade com bordo difeomorfa a um
disco.

(f) Faça um desenho representando f−1[0,+∞[ como um disco D2, os
pontos cŕıticos de f em D2 = f−1[0,+∞[, e os seus respectivos ńıveis.

Ex 9.20. Seja X uma superf́ıcie compacta e orientada de género g ≥
0. Mostre que dados números inteiros (c0, c1, c2) ∈ N3 satisfazendo as
desigualdades de Morse

c0 ≥ 1, c2 ≥ 1 e c1 = c0 + c2 + 2g − 2,

existe uma função de Morse f : X → R tal que Mt(f) = c0 + c1t+ c2t
2.

Sugestão: Seja

Γ := {c0 + c1t+ c2t
2 : c0 ≥ 1, c2 ≥ 1, c1 = c0 + c2 + 2g − 2}.

Todo o elemento de Γ pode ser alcançado somando a p0(t) = 1 + 2gt + t2

múltiplos inteiros dos polinómios u(t) = 1 + t e v(t) = t+ t2. Assim, basta
ver que p0(t) é o polinómio duma função de Morse f , e que é sempre posśıvel
modificar localmente uma função de Morse f com polinómio p(t) = Mt(f)
de modo a que o seu polinómio de Morse passe a ser p(t)+u(t) ou p(t)+v(t).

Ex 9.21. Seja f : X → R uma função cont́ınua numa variedade X não
compacta. Mostre que f é própria e limitada inferiormente se e somente se
f−1]−∞, c] for compacto para todo c ∈ R.

Ex 9.22. Dada uma função suave f : X → R, mostre que existe uma função
suave F : W ×X → R, onde W é um espaço Euclideano, tal que f = F (0, ·)
e para quase todo w ∈W ,

(a) Fw := F (w, ·) : X → R é uma função de Morse,

(b) F−1
w ]−∞, c] é compacto para todo c ∈ R.



9.8. EXERCÍCIOS 183

Sugestão: Seja i : X → RN um mergulho tal que i(X) é fechado em RN
(Teorema 2.3.2). Sejam φ : X → RN+1 o mapa suave φ(x) := (i(x), f(x)) e
X̃ ⊂ RN+1 a imagem X̃ := φ(X), que é fechada em RN × R. Considere a
função L : X̃ → R, L(x, y) := y, que satisfaz L ◦ φ = f (Exerćıcio 1.11).

Pode assim supor que X = X̃ e f(x, y) = L(x, y) = y.
Seja W = RN × R e defina para cada (ε, v) ∈W , fε,v : X̃ → R,

fε,v(x) := y + v · x+ ε y2 + ε ‖x‖2.

Veja que f0,0 = f e que, para ε > 0, fε,v = c + εLp onde p = − 1
2ε (v, 1) e

c = (‖v‖2 + 1)/(4ε). Aplique então a Proposição 9.5.3.

Dada uma variedade X ⊂ RN e um ponto p ∈ RN , os exerćıcios seguintes
referem a função Lp : X → R, Lp(x) := ‖x− p‖2.

Ex 9.23. Dado x ∈ X, mostre que são equivalentes:

(a) x é um ponto cŕıtico de Lp,

(b) p− x ∈ TxX⊥, ou seja se (x, p− x) ∈ TX⊥.

Ex 9.24. Determine os pontos focais (com as respectivas multiplicidades)
das seguintes superf́ıcies em R3:

(a) S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} (esfera)

(b) C2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1} (cilindro)

(c) T2 = {(x, y, z) ∈ R3 : (a−
√
x2 + y2)2 + z2 = 1} (toro, a > 1)

Ex 9.25. Sejam X uma das superf́ıcies do Exerćıcio 9.24, e p ∈ R3 um ponto
não focal de X. Descreva geometricamente os pontos cŕıticos de Lp : X → R
e caracterize os respectivos ı́ndices.
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Chapter 10

Teoria do Grau

A Teoria do Grau atribui um invariante topológico (numérico) a cada mapa
cont́ınuo f : X → Y entre variedades compactas, sem bordo e com a mesma
dimensão. Este invariante chamado o grau do mapa f é denotado por
deg(f). Na realidade o grau é um invariante homotópico no sentido em
que dois mapas homotópicos têm sempre o mesmo grau. O grau dum
mapa f : X → Y ‘mede’ o número de vezes que a imagem f(X) cobre
Y . Desta interpretação resulta claro que o grau é multiplicativo. Dados
mapas cont́ınuos f : X → Y e g : Y → Z, entre variedades X, Y e Z nas
condições acima, tem-se sempre

deg(g ◦ f) = deg(g) deg(f).

A Teoria do grau de Brouwer, que iremos tratar aqui, introduz o conceito
de grau para mapas suaves, no contexto da Topologia Diferencial.

Existem outras abordagens ao conceito de grau, como a Teoria homológica
do grau que a seguir descrevemos em traços gerais.

Sejam X e Y variedades compactas, conexas, sem bordo e com a mesma
dimensão n.

Suponhamos primeiro que X e Y são orientáveis. Para qualquer corpo
os espaços de homologia Hn(X) e Hn(Y ) têm dimensão 1. Estes espaços
admitem geradores canónicos [λX ] e [λY ] definidos por ciclos λX ∈ Zn(X) e
λY ∈ Zn(Y ) que podem ser constrúıdos a partir de triangulações orientadas
de X e Y respectivamente (ver apêndice 14.11). Prova-se que para cada
aplicação cont́ınua f : X → Y existe um único inteiro deg(f) ∈ Z, dito o
grau de f , tal que a aplicaçãoHn(f) : Hn(X)→ Hn(Y ) satisfazHn(f)[λX ] =
deg(f) [λY ]. Ambas as propriedades, a invariância por homotopia e a multiplicatividade,
são muito fáceis de verificar no âmbito da Homologia Singular. A relação
de homologia entre ciclos f∗λX ∼ nλY , com n = deg(f), traduz de forma
precisa a ideia pouco rigorosa de que a imagem de f cobre n vezes a variedade
Y .

Quando X é uma variedade não orientável de dimensão n podemos ter
Hn(X,K) = {0} para alguns corpos K. De qualquer modo Hn(X,Z2)

185



186 CHAPTER 10. TEORIA DO GRAU

tem sempre dimensão 1. Este espaço admite um gerador canónico [λX ]
definido por um ciclo λX ∈ Zn(X,Z2) constrúıdo a partir duma triângulação
de X (ver apêndice 14.11). Pode-se assim replicar a definição anterior
introduzindo a noção homológica de grau módulo 2 dum mapa cont́ınuo
f : X → Y entre variedades não necessariamente orientáveis. Este grau
módulo 2 goza das mesmas propriedades de invariância por homotopia e de
multiplicatividade. Ele é definido como a única ‘paridade’ deg2(f) ∈ Z2

tal que a aplicação Hn(f) : Hn(X,Z2) → Hn(Y,Z2) satisfaz Hn(f)[λX ] =
deg2(f) [λY ].

10.1 Teoria do Grau Módulo 2

Sejam X e Y variedades compactas, sem bordo, com a mesma dimensão
n = dimX = dimY .

Dado um mapa suave f : X → Y , vamos denotar por Vf o conjunto
dos seus valores regulares. Se y ∈ Vf então Dfx : Tx → TyY é isomorfismo
para cada x ∈ f−1(y). Pelo Teorema da Função Inversa o conjunto f−1(y)
é formado de pontos isolados. Como X é compacto resulta que f−1(y) é
finito.

Define-se o grau módulo 2 de f em y como sendo a ‘paridade’ do número
de pré-imagens

deg2(f, y) = #f−1(y) (mod 2).

O conjunto Vf é aberto (Exerćıcio 2.11).

Proposição 10.1.1. Para cada valor regular y ∈ Y do mapa f : X → Y , a
função deg2(f, ·) : Vf → Z2, y 7→ deg2(f, y) é localmente constante.

Proof. Pelo Exerćıcio 2.9, para cada valor regular y ∈ Y existe uma vizinhança
aberta U ⊆ Y de y tal que f−1(U) se escreve como união disjunta de
abertos Vi ⊆ X, f−1(U) = V1 ∪ . . . ∪ Vk, onde a restrição f |Vi : Vi → U
é um difeomorfismo para todo i = 1, . . . , k. Segue que #f−1(y) = k, e
deg2(f, y) = kmod 2 para todo y ∈ U .

A proposição seguinte será usada para demonstrar a invariância por
homotopia do grau módulo 2.

Proposição 10.1.2. Sejam X e Y variedades compactas sem bordo, da
mesma dimensão, e Z uma variedade compacta com bordo tal que ∂Z = X.
Se f : X → Y admite uma extensão suave f̃ : Z → Y então deg2(f, y) = 0
para todo y ∈ Vf .
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Proof. Seja y ∈ Vf ∩ Vf̃ . Pelo Teorema 4.2.1 f̃−1(y) é uma variedade com

bordo de dimensão n + 1 − n = 1, tal que ∂f̃−1(y) = f̃−1(y) ∩ ∂Z =
f−1(y). Cada componente conexa da pré-imagem f̃−1(y) é uma curva
fechada σi difeomorfa a S1, ou uma curva aberta γi difeomorfa ao intervalo
[0, 1], com ∂γi = {ai, bi} (Exerćıcio 7.8). Vamos designar por γ1, . . . , γm as
componentes conexas abertas de f̃−1(y).

Figure 10.1: Pré-imagens de f e da sua extensão f̃

A união dos bordos ∂γi forma o conjunto pré-imagem

f−1(y) = {a1, b1, . . . , am, bm}

com um número par de elementos (Exerćıcio 7.9). Logo deg2(f, y) = 0.
Finalmente, se y ∈ Vf mas y não é um valor regular de f̃ , tomamos

pela Proposição 10.1.1 uma vizinhança U ⊆ Vf de y onde deg2(f, ·) seja
constante. Pelo Teorema de Sard existe y′ ∈ U valor regular de f̃ . Logo,
pelo o caso anterior, deg2(f, y) = deg2(f, y′) = 0.

Proposição 10.1.3. Sejam f, g : X → Y mapas suaves, homotópicos entre
si e y ∈ Vf ∩ Vg. Então deg2(f, y) = deg2(g, y).

Proof. Seja Z o cilindro [0, 1] × X o cilindro cujo bordo é dado por ∂Z =
({0} ×X) ∪ ({1} ×X).

Comecemos por supor que f e g são suavemente homotópicos, i.e., que
existe uma homotopia suave h̃ : Z → Y entre f e g. Se y ∈ Vf ∩ Vg então y
é também valor regular da restrição h|∂Z : ∂Z → Y . Temos (h|∂Z)−1(y) =
{0} × f−1(y) ∪ {1} × g−1(y), sendo esta uma união disjunta. Logo pela
Proposição 10.1.2, 0 = deg2(h|∂Z , y) = deg2(f, y) + deg2(g, y), o que
implica deg2(f, y) = deg2(g, y).

Consideremos agora o caso geral em que as aplicações suaves f e g são
homotópicas. Seja h : Z → Y uma homotopia cont́ınua entre f e g. Pela
Proposição 7.1.2 existe uma aplicação suave ĥ : Z → Y arbitrariamente
próxima de h. Esta aproximação suave não é uma homotopia entre f e g mas
as restrições f̂ , ĝ : X → Y definidas por f̂(x) := ĥ(0, x) e ĝ(x) := ĥ(1, x) são
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aplicações suaves respectivamente próximas de f e de g. Pelo Exerćıcio 7.14
segue que f é suavemente homotópica a f̂ e que g é suavemente homotópica
a ĝ. Finalmente da transitividade do Exerćıcio 7.15 conclúımos que f é
suavemente homotópica a g, o que nos reduz ao caso anterior.

Dois difeomorfismos f, g : X → Y dizem-se suavemente isotópicos se
existir um mapa suave h : [0, 1] ×X → Y tal que h(0, ·) = f , h(1, ·) = g e
para cada t ∈ [0, 1] a aplicação ht : X → Y , ht := h(t, ·) é um difeomorfismo.
O mapa h diz-se uma isotopia entre f e g.

Designamos por Dif∞(X) o grupo de todos os difeomorfismos f : X →
X e por Dif∞0 (X) o subgrupo dos difeomorfismos f ∈ Dif∞(X) que são
isotópicos à identidade (Exerćıcio 10.2).

Todo o difeomorfismo isotópico à identidade preserva a orientação (e-
xerćıcio 10.3). A rećıproca não é verdadeira. O grupo Dif∞0 (X) é em geral
um subgrupo próprio do grupo dos difeomorfismos de X que preservam a
orientação. Todo o difeomorfismo f ∈ Dif∞0 (X) é homotópico à identidade,
pelo que induz a aplicação identidade Hk(f) = idHk(X) em cada espaço
de homologia Hk(X). Logo qualquer difeomorfismo f ∈ Dif∞(X) que
preserve a orientação mas induza uma acção não trivial num certo espaço
de homologia Hk(X) não pode ser isotópico à identidade.

O grupo de difeomorfismos Dif∞0 (X) actua naturalmente no espaço X,
sendo a acção definida por Dif∞0 (X) × X → X, (ϕ, x) 7→ ϕ(x). Esta
acção diz-se transitiva ou homogénea se para quaisquer x, y ∈ X existir
ϕ ∈ Dif∞0 (X) tal que ϕ(x) = y.

Lema 10.1.1. Toda a variedade conexa sem bordo X é homogénea, no
sentido que para quaisquer x, y ∈ X existe ϕ ∈ Dif∞0 (X) tal que ϕ(x) = y.

Proof. Para qualquer campo ξ ∈ X∞(X) com suporte compacto, o seu fluxo
ϕtξ é completo (Teorema 3.2.2). Como ϕ0

ξ = idX temos ϕtξ ∈ Dif∞0 (X) para
todo t ∈ R.

Consideremos a relação x ∼ y se existir ϕ ∈ Dif∞0 (X) tal que ϕ(x) = y.
Porque Dif∞0 (X) é um grupo, esta é uma relação de equivalência. Basta
mostrar que a relação ∼ é aberta, i.e., que as suas classes de equivalência
são abertas em X, pois como X é conexo este facto implica que haja apenas
uma classe de equivalência.

Dado p ∈ X vejamos então que a classe de equivalência de p contem
uma vizinhança de p. Denotemos por Br ⊂ Rn a bola de centro na origem e
raio r e seja φ : B1 → U um difeomorfismo sobre uma vizinhança aberta U
de p em X. O conjunto V = φ(B1/2) é uma vizinhança aberta de p. Dado
q ∈ V seja v = φ−1(q) ∈ B1/2. Consideremos uma função de classe C∞, não
crescente, β : R → R tal que β(t) = 1 se t ≤ 1/4 e β(t) = 0 se t ≥ 3/4. O
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campo ξ ∈ X∞(Rn) definido por ξv(x) := β(‖x‖2) v tem suporte compacto
contido em B1 e é constante ξv(x) ≡ v sobre a bola B1/2. Logo ϕ1

ξv
(0) = v.

O push-forward deste campo ξ = φ∗ξv estende-se a um campo ξ ∈ X∞(X)
com suporte compacto tal que ϕtξ(p) = φ(tv) para t ∈ [0, 1], e em particular,

ϕ1
ξ(p) = q. Isto mostra que p ∼ q, e, portanto, que o aberto V está contido

na classe de equivalência de p.

Vamos agora concluir que o grau deg2(f, y) é independente da escolha do
valor regular y ∈ Vf , o que permite definir o grau módulo 2 de f , denotado
por deg2(f), como valor constante de deg2(f, ·) : Vf → Z2.

Proposição 10.1.4. Sejam X e Y variedades nas condições anteriores, mas
Y conexa. Dado um mapa suave f : X → Y , a aplicação deg2(f, ·) : Vf → Z2

é constante.

Proof. Como Y é conexa, fixados y, y′ ∈ Vf existe um difeomorfismo ϕ ∈
Dif∞0 (Y ) tal que ϕ(y) = y′. Segue que f é suavemente homotópica a ϕ ◦ f
e, pela Proposição 10.1.3,

deg2(f, y′) = deg2(ϕ ◦ f, y′) = #(ϕ ◦ f)−1(y′) (mod 2)

= #f−1(y) (mod 2) = deg2(f, y) .

Notamos que (ϕ ◦ f)−1(y′) = f−1(y).

Da Proposição 10.1.3 segue a invariância por homotopia: se f, g : X → Y
são aplicações suaves suavemente homotópicas então deg2(f) = deg2(g).

Proposição 10.1.5. Sejam X, Y e Z variedades compactas e conexas sem
bordo. Dadas f : X → Y e g : Y → Z suaves, deg2(g◦f) = deg2(g) deg2(f).

Proof. Sejam z ∈ Vg◦f um valor regular e g−1(z) = {y1, . . . , yn}. Para
cada i = 1, . . . , n, seja f−1(yi) = {xi,1, . . . , xi,ki}. Como a composição
D(g ◦ f)xi,j : Txi,jX → TzZ é um isomorfismo segue que Dfxi,j : Txi,jX →
TyiY e Dgyi : TyiY → TzZ são também isomorfismos, quaisquer que sejam
i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , ki. Assim z ∈ Z é um valor regular de g e cada yi é
um valor regular de f , donde deg2(g) ≡ n(mod 2) e deg2(f) ≡ ki (mod 2),
para todo i = 1, . . . , n. Logo

deg2(g ◦ f) =

n∑
i=1

ki (mod 2) = n deg2(f) (mod 2)

= deg2(g) deg2(f) .
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Vejamos agora alguns exemplos e aplicações.

Exemplo 10.1.1. Qualquer difeomorfismo f : X → Y tem grau deg2(f) =
1, porque #f−1(y) = 1 para todo y ∈ Y . Em particular deg2(idX) = 1.

Exemplo 10.1.2. Qualquer mapa não sobrejectivo f : X → Y tem grau
zero, deg2(f) = 0, porque cada y ∈ Y \ f(X) ⊂ Vf , #f−1(y) = 0.

Vamos agora re-demonstrar o Teorema 7.2.1 como aplicação da Teoria
do grau módulo 2.

Proposição 10.1.6. Seja X uma variedade compacta com bordo. Então
∂X não é um retracto de X.

Proof. Se existisse uma retracção r : X → ∂X, pela Proposição 10.1.2,

0 = deg2(r|∂X) = deg2(id∂X) = 1 .

O famoso Teorema do ponto fixo de Brouwer segue facilmente do resultado
anterior (Exerćıcio 7.17).

Teorema 10.1.1 (Brouwer). Todo o mapa cont́ınuo f : Dn → Dn tem pelo
menos um ponto fixo.

Proof. Seja f : Dn → Dn um mapa cont́ınuo sem pontos fixos. Por compacidade
do disco Dn temos ε := minx∈Dn ‖f(x)− x‖ > 0. Pelo Corolário 14.3.1
(Teorema de Stone-Weierstrass) podemos aproximar f por uma função polinomial
p : Dn → Dn. Notamos que se tivermos uma aproximação polinomial p :
Dn → Rn de f tal que ‖p‖∞ > 1, então p/‖p‖∞ será uma nova aproximação
de f com imagem contida em Dn. Se a aproximação p : Dn → Dn satisfizer
‖f(x)− p(x)‖ < ε

2 , então para todo x ∈ Dn,

‖p(x)− x‖ ≥ ‖f(x)− x‖ − ‖f(x)− p(x)‖ ≥ ε− ε

2
=
ε

2
> 0.

Logo a aproximação suave p : Dn → Dn também não tem pontos fixos. Posto
isto, vamos assumir que f é suave sem pontos fixos. Definimos uma aplicação
g : Dn → ∂Dn = Sn−1 por g(x) := f(x)+t(x) x−f(x)

‖x−f(x)‖ , sendo t = t(x) o único

escalar positivo tal que ‖f(x) + t x−f(x)
‖x−f(x)‖‖

2 = 1 (figura 7.6).

Como g(x) é o ponto de intersecção da semi-recta de f(x) para x com
a esfera Sn−1 temos g(x) = x para todo x ∈ Sn−1. Logo g : Dn → ∂Dn é
uma retracção, o que contradiz a Proposição 10.1.6.
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10.2 Teoria do Grau de Brouwer

Nesta secção X e Y são variedades compactas e orientadas sem bordo com
a mesma dimensão n. Supomos também que a variedade Y é conexa.

Seja f : X → Y um mapa suave e designamos por Vf o conjunto dos
valores regulares de f . Este conjunto é aberto em Y (Exerćıcio 2.11).

Dado y ∈ Vf , como vimos na secção anterior que a pré-imagem f−1(y)
é um conjunto finito. Definimos

deg(f, y) :=
∑

x∈f−1(y)

sgn(Dfx) ,

onde sgn(Dfx) designa o sinal do isomorfismo Dfx entre os espaços lineares
orientados TxX e TyY . Observemos que o sinal sgn(Dfx) corresponde à
orientação induzida na pré-imagem f−1(y), de acordo com a definição dada
na secção 6.4 (Exerćıcio 6.13).

Figure 10.2: Orientação das pré-imagens por um mapa com duas dobras

Proposição 10.2.1. A função deg(f, ·) : Vf → Z, y 7→ deg(f, y), é localmente
constante.

Proof. Pelo Exerćıcio 2.9, para cada y ∈ Vf existe uma vizinhança aberta
U ⊆ Vf de y tal que f−1(U) se escreve como união disjunta de abertos
Vi ⊆ X, f−1(U) = V1 ∪ . . . ∪ Vk, onde a restrição f |Vi : Vi → U é um
difeomorfismo para todo i = 1, . . . , k. Escrevendo εi := sgn(f |Vi), segue que
deg(f, y) = ε1 + · · ·+ εk para todo y ∈ U .

A proposição seguinte será usada para demonstrar a invariância por
homotopia do grau de Brouwer.
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Proposição 10.2.2. Sejam X e Y variedades compactas orientadas sem
bordo, e Z uma variedade compacta orientada com bordo Z tal que ∂Z = X.
Se f : X → Y admite uma extensão suave f̃ : Z → Y então deg(f, y) = 0
para todo y ∈ Vf .

Proof. Seja y ∈ Vf e suponhamos também que y ∈ Vf̃ . Pelo Teorema 4.2.1,

f̃−1(y) é uma variedade com bordo de dimensão n + 1 − n = 1, tal que
∂f̃−1(y) = f̃−1(y)∩∂Z = f−1(y). Cada componente conexa da pré-imagem
f̃−1(y) é uma curva fechada σi difeomorfa a S1, ou uma curva aberta γi
difeomorfa ao intervalo [0, 1], com ∂γi = {ai, bi}. Vamos designar por
γ1, . . . , γm as componentes conexas abertas de f̃−1(y).

Figure 10.3: Pré imagens orientadas de f e da sua extensão f̃

Cada arco γi ⊆ f̃−1(y) está orientado como pré-imagem e induz uma
orientação no bordo ∂γi = {ai, bi} tal que sgn(ai) = −1 e sgn(bi) = +1.
A união de todos estes bordos forma o conjunto pré-imagem f−1(y) =
{a1, b1, . . . , am, bm}. Mas pela Proposição 6.4.2 estas orientações de ∂f̃−1(y)
coincidem com a orientação induzida na pré-imagem f−1(y) por f . Como
a orientação induzida por f na pré-imagem x ∈ f−1(y) é o sinal sgn(Dfx),
resulta que sgn(Dfai) = −1 e sgn(Dfbi) = +1, para cada i = 1, . . . ,m.
Logo,

deg(f, y) =
∑

x∈f−1(y)

sgn(Dfx)

=

m∑
i=1

sgn(Dfai) + sgn(Dfbi)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 .

Finalmente, se y ∈ Vf\Vf̃ tomamos pela Proposição 10.2.1 uma vizinhança
U ⊆ Vf de y onde deg(f, ·) seja constante. Pelo Teorema de Sard existe
y′ ∈ U ∩ Vf̃ . Logo pelo o caso anterior deg(f, y) = deg(f, y′) = 0.
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Proposição 10.2.3. Sejam f, g : X → Y mapas suaves, homotópicos entre
si e y ∈ Vf ∩ Vg. Então deg(f, y) = deg(g, y).

Proof. Consideremos o cilindro Z = [0, 1] × X com a orientação produto,
cujo bordo ∂Z é a união de duas cópias de X, {0}×X munida da orientação
oposta de X e {1} ×X, com a orientação de X (Exerćıcio 6.18).

Suponhamos agora que h : [0, 1]×X → Y é uma homotopia suave entre f
e g. Como vimos na demonstração da Proposição 10.1.3 uma tal homotopia
suave existe sempre que os mapas f e g sejam homotópicos.

Se y ∈ Vf ∩ Vg então y é também valor regular da restrição h|∂Z : ∂Z →
Y . Temos que deg(h|{1}×X , y) = deg(g, y) uma vez que h(1, x) = g(x) e {1}×
X tem a mesma orientação que X. Analogamente, temos deg(h|{0}×X , y) =
−deg(f, y) porque h(0, x) = f(x) e {0}×X tem a orientação oposta de X.
Logo pelo teorema anterior 0 = deg(h|∂Z , y) = deg(g, y)−deg(f, y), o que
implica deg(f, y) = deg(g, y).

Vamos agora concluir que o grau deg(f, y) é independente do valor re-
gular y de f , o que permite definir o grau de f , denotado por deg(f), como
valor constante de deg(f, y) para y ∈ Vf .

Proposição 10.2.4. Sejam X e Y variedades compactas e orientadas com
a mesma dimensão, Y conexa. Dado um mapa suave f : X → Y , a aplicação
deg(f, ·) : Vf → Z é constante.

Proof. Como Y é conexa, fixados y, y′ ∈ Vf existe um difeomorfismo ϕ ∈
Dif∞0 (Y ) tal que φ(y) = y′. Segue que f é suavemente homotópica a ϕ ◦ f
e, pela Proposição 10.2.3,

deg(f, y′) = deg(ϕ ◦ f, y′) =
∑

x∈#(ϕ◦f)−1(y′)

sgn(Dϕf(x) ◦Dfx)

=
∑

x∈f−1(y)

sgn(Dfx) = deg(f, y) .

Notamos que (ϕ◦ f)−1(y′) = f−1(y) e sgn(Dϕy) = +1, porque ϕ preserva
a orientação.

Da Proposição 10.2.3 segue a invariância por homotopia: se f, g : X → Y
são aplicações suaves suavemente homotópicas então deg(f) = deg(g).

Proposição 10.2.5. Sejam X, Y e Z variedades compactas orientadas sem
bordo, Y e Z conexas e todas elas com a mesma dimensão. Dadas f : X → Y
e g : Y → Z suaves, deg(g ◦ f) = deg(g) deg(f).
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Proof. Sejam z ∈ Vg◦f e g−1(z) = {y1, . . . , yl}. Para cada i = 1, . . . , l, seja
f−1(yi) = {xi,1, . . . , xi,ki}. Então

(g ◦ f)−1(z) = f−1(g−1(z)) = ∪li=1{xi,1, . . . , xi,ki}.

Como a composição D(g ◦ f)xi,j : Txi,jX → TzZ é um isomorfismo segue
que Dfxi,j : Txi,jX → TyiY e Dgyi : TyiY → TzZ são também isomorfismos,
quaisquer que sejam i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , ki. Assim, como z ∈ Vg◦f temos
z ∈ Vg e yi ∈ Vf , para cada i = 1, . . . , l, donde deg(g) =

∑n
i=1 sgn(Dgyi) e

deg(f) =
∑ki

j=1 sgn(Dfxi,j ), para todo i = 1, . . . , l. Logo

deg(g ◦ f) =

l∑
i=1

ki∑
j=1

sgn(D(g ◦ f)xi,j )

=

l∑
i=1

sgn(Dgyi)

ki∑
j=1

sgn(Dfxi,j )

= deg(f)
l∑

i=1

sgn(Dgyi) = deg(g) deg(f) .

Vejamos agora alguns exemplos e aplicações.

Exemplo 10.2.1. Seja f : X → Y um difeomorfismo entre variedades
orientadas compactas e conexas. Se f preserva a orientação então deg(f) =
1, e se f inverte a orientação então deg(f) = −1. Em particular deg(idX) =
1.

Exemplo 10.2.2. Qualquer mapa não sobrejectivo f : X → Y tem grau
zero, deg(f) = 0, porque os valores y ∈ Y \f(X) ⊂ Vf não têm pré-imagens.

Exemplo 10.2.3. Dada A ∈ GL(n + 1), o difeomorfismo FA : Sn → Sn,

FA(x) := Ax
‖Ax‖ , satisfaz deg(FA) = sgn(detA) (Exerćıcio 6.20).

Seja Ċ = C∪{∞} a esfera de Riemann, que podemos identificar com S2

via projecção estereográfica. Todo o mapa polinomial p : C→ C,

p(z) := zn + an−1 z
n−1 + . . .+ a0,

com grau n ≥ 1, é uma aplicação própria porque

p(∞) := lim
z→∞

p(z) =∞.
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Logo p : C→ C estende-se a um mapa cont́ınuo p : Ċ→ Ċ tal que p(∞) =∞.
Além de cont́ınua a extensão p : Ċ → Ċ é um mapa anaĺıtico. A aplicação
φ : (Ċ,∞) → (Ċ, 0), φ(z) := z−1 é um automorfismo involutivo de Ċ que
pode ser visto como uma carta da esfera de Riemann no ponto ∞. O
representante de p nesta carta, que é dado por

p̃(z) := (φ ◦ p ◦ φ)(z) =
zn

1 + an−1 z + . . .+ a0 zn
,

é um mapa anaĺıtico em z = 0.

Proposição 10.2.6. O mapa p : Ċ→ Ċ tem grau de Brouwer deg(p) = n.

Proof. Dado y ∈ C valor regular de p, as pré-imagens de y são os zeros
simples da equação polinomial p(z)− y = 0 (de grau n) pelo que p : Ċ→ Ċ
tem exactamente n pré-imagens. Seja z ∈ p−1(y) um ponto regular de p.
A derivada Dpz : C → C, Dpzv = p′(z) v, é uma aplicação conforme que
em particular preserva a orientação, i.e., sgn(Dpz) = +1. Logo deg(p) =
#p−1(y) = n.

Alternativamente, deg(p) = n porque o mapa polinómial p0(z) = zn é
homotópico a p(z) = zn+an−1 z

n−1 + . . .+a0 através da homotopia pt(z) :=
zn + t (an−1 z

n−1 + . . . + a0), com 0 ≤ t ≤ 1. Assim deg(p) = deg(p0) = n
porque 1 é um valor regular de p0 cujas n pré-imagens são as n-ésimas ráızes
da unidade.

O Teorema Fundamental da Álgebra é um corolário fácil da Proposição 10.2.6.

Teorema 10.2.1. Todo o polinómio de grau n ≥ 1 e coeficientes em C tem
pelo menos uma raiz em C.

Proof. Seja p(z) um polinómio de grau n ≥ 1. Então o mapa p : Ċ→ Ċ tem
grau n 6= 0, pelo que p : Ċ→ Ċ tem de ser sobrejectiva. Logo existe z0 ∈ C
tal que p(z0) = 0.

Vamos chamar mapa ant́ıpoda à aplicação A : Sn → Sn, A(x) := −x.
Notamos que A = F−I é o automorfismo da esfera induzido pela matriz −I,
e em particular o seu grau é deg(A) = sgn(det(−I)) = (−1)n+1. Logo, se n
é par então A não é homotópico à identidade. A rećıproca desta implicação
também é válida como iremos ver em seguida.

O teorema seguinte é também conhecido como o Teorema da esfera des-
penteada, onde ‘pentear a esfera’ significa encontrar um campo de vectores
suave ξ : Sn → Rn+1 sem ‘cabelos em pé’, i.e., tal que ξ(x) /∈ TxS⊥ para todo
x ∈ Sn. Tomando a componente tangente ξT ∈ X∞(Sn) de um tal ‘penteado’
vemos que a possibilidade de pentear a esfera equivale à existência dum
campo ξ ∈ X∞(Sn) sem singularidades.

A esfera S1 pode ‘ser penteada’ conforme se pode ver na figura 10.4.
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Figure 10.4: Penteado da esfera S1

Teorema 10.2.2. Dado um inteiro n ≥ 1 são equivalentes:

(a) A esfera Sn admite um campo ξ ∈ X∞(Sn) sem singularidades.

(b) O mapa ant́ıpoda A : Sn → Sn é homotópico à identidade.

(c) n é ı́mpar.

Figure 10.5: Homotopia entre A e idSn

Proof. (a)⇒ (b) Se existir ξ ∈ X∞(Sn) sem singularidades podemos definir
uma homotopia h : [0, 1]× Sn → Sn entre idSn e o mapa ant́ıpoda A por

h(t, x) = cos(πt)x+ sin(πt)
ξ(x)

‖ξ(x)‖
.

Logo A é homotópico a idSn .

(b) ⇒ (c) Se A é homotópico a idSn então

(−1)n+1 = deg(A) = deg(idSn) = 1 ,
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e portanto que n é ı́mpar.

(c) ⇒ (a) Se n = 2k − 1 é ı́mpar

ξ(x1, . . . , x2k) := (x2,−x1, x4,−x3, . . . , x2k,−x2k−1)

é um campo sem singularidades em X∞(Sn).

10.3 Exerćıcios

Ex 10.1. Seja f : X → Y um difeomorfismo entre duas variedades compactas
conexas e orientadas. Mostre que deg(f) = sgn(f). Conclua que f não é
homotópica a uma aplicação constante. Se f for apenas um difeomorfismo
local, continuará válida esta igualdade?

Ex 10.2. Mostre que Dif∞0 (X) é um subgrupo de Dif∞(X).

Ex 10.3. SejaX uma variedade orientável. Mostre que todo o difeomorfismo
f ∈ Dif∞0 (X) preserva a orientação.

Ex 10.4. Seja X uma variedade. Mostre que a relação x ∼ y se existir
ϕ ∈ Dif∞0 (X) tal que ϕ(x) = y, é uma relação de equivalência.

Ex 10.5. Sejam f, g : Xn → Sn aplicações cont́ınuas. Mostre que se
para todo x ∈ Xn, ‖f(x)− g(x)‖ < 2 então f e g são homotópicas,
respectivamente suavemente homotópicas se f e g forem suaves.
Sugestão: Veja a figura 10.6.

Figure 10.6: Homotopia entre f, g : X → Sn

Ex 10.6. Mostre que se f : X → Sn é um mapa suave não sobrejectivo
então é f homotópico a uma aplicação constante.

Ex 10.7. Seja f : Xm → Sn cont́ınua. Mostre que se m < n então f é
homotópica a uma aplicação constante.
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Ex 10.8. Seja f : Sn → Sn uma aplicação cont́ınua com deg(f) 6= (−1)n+1.
Mostre que então f tem pelo menos um ponto fixo.
Sugestão: Se f não tem pontos fixos então, pelo Exerćıcio 10.5, é homotópico
ao mapa A : x 7→ −x.

Ex 10.9. Seja f : Sn → Sn cont́ınua com deg2(f) = 1. Mostre que então
f leva algum par de pontos ant́ıpodas noutro par de pontos ant́ıpodas, i.e.
existe p ∈ Sn tal que f(−p) = −f(p).
Sugestão: Se f(−x) 6= −f(x) para todo x ∈ Sn então, pelo Exerćıcio 10.5,

f(x) é homotópica à função par g(x) := f(x)+f(−x)
‖f(x)+f(−x)‖ .

Ex 10.10. Seja f : Sn → Sn um mapa suave e par, i.e., f(−x) = f(x) para
todo x ∈ Sn. Mostre que

(a) deg2(f) = 0.

(b) deg(f) = 0 se n é par.

Ex 10.11. Seja Xn uma variedade compacta, orientada, sem bordo, n ≥ 2.
Mostre que se existe f : Sn → X com deg(f) = 1 então X é simplesmente
conexa.

O exerćıcio seguinte mostra que o grau módulo 2, e o grau de Brouwer,
podem ser estendidos a mapas cont́ınuos.

Ex 10.12. Sejam X e Y variedades compactas sem bordo, e f : X → Y um
mapa cont́ınuo homotópico a mapas f1, f2 : X → Y suaves. Mostre que

(a) deg2(f1) = deg2(f2),

(b) deg(f1) = deg(f2), se X e Y estiverem orientadas.

Seja π : R → S1 a projecção canónica π(x) := e2πix. Dado f : S1 → S1

cont́ınua, chama-se levantamento de f a qualquer mapa cont́ınuo f̃ : R→ R
tal que π ◦ f̃ = f ◦ π.

Ex 10.13. Dado um mapa f : S1 → S1 cont́ınuo mostre que se x0 ∈ R for
tal que π(x0) = f(1, 0):

(a) Existe um único levantamento f̃ : R→ R de f tal que f̃(0) = x0.

(b) O levantamento f̃ é suave se f o for.

(c) Sendo m = deg(f), f̃ satisfaz f̃(x+ 1) = f̃(x) +m, para todo x ∈ R.
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Ex 10.14. Mostre que dois mapas suaves f, g : S1 → S1 têm o mesmo grau
sse são suavemente homotópicos.

Sugestão: Obtenha a homotopia entre f e g por combinação convexa entre os

respectivos levantamentos f̃ e g̃.

Ex 10.15. Mostre que a existência de um campo cont́ınuo sem singularidades
na esfera Sn equivale à existência de um campo suave ξ ∈ X∞(Sn) sem
singularidades.

Chama-se transformação racional a uma função f : Ċ→ Ċ que se exprima
como quociente de dois polinómios não nulos

f(z) :=
anz

n + an−1z
n−1 + · · ·+ a0

bmzm + bm−1 zm−1 + · · ·+ b0
,

com coeficientes a0, . . . , an, b0, . . . , bm ∈ C.

Ex 10.16. Mostre que a transformação racional f(z) determina um mapa
suave da esfera de Riemann Ċ nela própria com grau igual a max{n,m}.

Chama-se transformação de Möbius a um mapa f : Ċ→ Ċ que se exprima
como quociente de dois polinómios não nulos de grau ≤ 1

f(z) :=
az + b

cz + d
,

com a, b, c, d ∈ C satisfazendo ad− bc 6= 0.

Ex 10.17. Mostre que as transformações de Möbius formam um grupo de
difemorfismos da esfera de Riemann Ċ com grau igual a 1.

Chamam-se circunferências da esfera de Riemann Ċ às rectas e circunferências
no plano complexo. O nome justifica-se porque as circunferências de Ċ
correspondem de facto às circunferências de S2 via projecção estereográfica

p : Ċ→ S2, p(z) :=
(

2Rez
1+|z|2 ,

2Imz
1+|z|2 ,

|z|2−1
1+|z|2

)
.

Ex 10.18. As transformações de Möbius transformam circunferências de Ċ
em circunferências de Ċ.

Sugestão: Toda a transformação de Möbius é composição de transformações
de Möbius da forma z 7→ a z, z 7→ z + b e z 7→ z−1.

Ex 10.19. Mostre que para todo o inteiro k ∈ Z existe um mapa suave
f : Sn → Sn tal que deg(f) = k.
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Ex 10.20. Mostre que para todo o inteiro k ∈ Z existe um mapa suave
f : Xn → Sn tal que deg(f) = k.
Sugestão: Use o Exerćıcio 10.19 para reduzir o problema ao caso k = 1.
Fixe um n-disco D ⊂ Xn (subvariedade difeomorfa a Dn) e um ponto p ∈ Sn.
Considere um mapa f : D → Sn tal que f ≡ p em ∂D, f |int(D) : int(D)→ Sn\
{p} seja um homeomorfismo e estenda-o a um mapa cont́ınuo f : Xn → Sn
tal que f(x) = p para todo x ∈ Xn \D.

Ex 10.21. Sejam X e Y variedades compactas de dimensão n. Assuma
que X é conexa e simplesmente conexa, e que Y admite um espaço de
recobrimento universal Ỹ difeomorfo a Rn. Mostre que toda a aplicação
suave f : X → Y é homotópica a uma função constante, e em particular que
deg(f) = 0.
Sugestão: Considere um levantamento f̃ : X → Ỹ do mapa f : X → Y
relativo a uma aplicação de recobrimento p : Ỹ → Y (Proposição 7.5.3).

Ex 10.22. Mostre que todo o mapa suave f : Sn → Tn, com n ≥ 2, tem
grau 0.
Sugestão: Exerćıcio 10.21.

Chama-se levantamento dum mapa f : Tn → Tn a qualquer mapa cont́ınuo
f̃ : Rn → Rn tal que p ◦ f̃ = f ◦ p, onde p : Rn → Tn representa a projecção
canónica.

Ex 10.23. Dado um mapa f : Tn → Tn cont́ınuo mostre que se x0, y0 ∈ Rn
forem tais que p(y0) = f(p(x0)):

(a) Existe um único levantamento f̃ : Rn → Rn de f tal que f̃(x0) = y0.

(b) O levantamento f̃ é suave se f o for.

(c) Existe uma matriz A ∈ Matn(Z) tal que f̃(x + k) − f̃(x) = Ak,
quaisquer que sejam x ∈ Rn e k ∈ Zn.

(d) A matriz em (c) representa o morfismo π(f) : π(Tn, x) → π(Tn, f(x))
relativamente às bases canónicas dos grupos π(Tn, x) ' Zn.

(e) A matriz A ∈ Matn(Z) em (c) é tal que deg(f) = detA.

(f) Dois mapas f, g : Tn → Tn são homotópicos sse admitirem levantamentos
f̃ , g̃ : Rn → Rn tais que

f̃(x+ k)− f̃(x) = Ak = g̃(x+ k)− g̃(x)

para todo x ∈ Rn, k ∈ Zn, com A ∈ Matn(Z).



Chapter 11

Teorema de Poincaré-Hopf

O Teorema de Poincaré-Hopf estabelece uma fórmula que relaciona a caracteŕıstica
de Euler duma variedade compacta com a soma dos ı́ndices das singularidades
dum campo de vectores definido nessa variedade. Este teorema foi demonstrado
por H. Poincaré para superf́ıcies, e depois de alguns resultados parciais de
L. Brouwer e J. Hadamard foi demonstrado por Heinz Hopf em 1926.

11.1 Índice duma singularidade

Começamos por introduzir e trabalhar o conceito de ı́ndice duma singularidade
para campos vectoriais definidos em abertos de Rn. Adiante mostramos a
invariância do ı́ndice por mudança de coordenadas, e só então estendemos
o conceito de ı́ndice a campos vectoriais definidos em variedades. Como
veremos, a Proposição 10.2.2 do caṕıtulo anterior desempenha um papel
ub́ıquo na prova do Teorema de Poincaré-Hopf.

Sejam U ⊆ Rn um aberto e ξ ∈ X∞(U) um campo de vectores, ao qual
associamos o mapa ϕξ : U \ ξ−1(0)→ Sn−1 definido por

ϕξ(x) :=
ξ(x)

‖ξ(x)‖
.

Seja Zn ⊂ U uma variedade compacta e com bordo, de dimensão n, tal
que o campo ξ não se anule ao longo do bordo ∂Z. Designaremos por

deg(ϕξ, Z)

o grau do mapa restringido ϕξ|∂Z : ∂Z → Sn−1. Nesta definição a esfera
Sn−1 é orientada como bordo do disco Dn, enquanto ∂Z é orientada como
bordo de Z. Tanto Zn como Dn recebem a orientação canónica de Rn.

Proposição 11.1.1. Seja Zn ⊂ U uma variedade compacta e com bordo,
de dimensão n, tal que ξ 6≡ 0 em Z. Então deg(ϕξ, Z) = 0.

201
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Proof. Por hipótese ϕξ : Zn → Sn−1 é um mapa suave. A conclusão segue
da Proposição 10.2.2.

Dada uma singularidade isolada p ∈ U , ξ(p) = 0, chamamos ı́ndice do
campo ξ na singularidade p ao grau de Brouwer

Indp(ξ) := deg(ϕξ, Dε(p)),

onde Dε(p) := {x ∈ Rn : ‖x− p‖ ≤ ε} é um disco de raio suficientemente
pequeno de modo a isolar a singularidade p, i.e., tal queDε(p)∩ξ−1(0) = {p}.

Para justificar a independência do raio ε > 0 escolhido consideremos
0 < ε < ε′ tais que Dε′(p)∩ξ−1(0) = {p}. Como Z = Dε′(p)\int(Dε(p)) é um
anel sem singularidades de ξ, pela Proposição 11.1.1 temos 0 = deg(ϕξ, Z) =
deg(ϕξ, Dε′(p)) − deg(ϕξ, Dε(p)). Logo deg(ϕξ, Dε′(p)) = deg(ϕξ, Dε(p)), o
que mostra que o ı́ndice em p é independente do raio ε escolhido.

A figura seguinte ilustra alguns exemplos de singularidades de campos
vectoriais em R2 com ı́ndices 2, 1 e −1. O Exerćıcio 11.1 tem exemplos de
singularidades com outros ı́ndices.

Figure 11.1: Índices de algumas singularidades em R2
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Proposição 11.1.2. Seja p ∈ U uma singularidade não degenerada dum
campo ξ ∈ X∞(U). Então Indp(ξ) = sgn(detDξp) = ±1.

Proof. Supondo que p = 0 é uma singularidade não degenerada, A = Dξ0 :
Rn → Rn é um isomorfismo. Pelo desenvolvimento de Taylor na origem
temos ξ(x) = Ax + O(‖x‖2) quando x → 0. Seja D um pequeno disco
centrado na origem, e consideremos o mapa ϕA : ∂D → Sn−1 definido por
ϕA(x) = Ax

‖Ax‖ . Quando o raio do disco D é pequeno as aplicações ϕξ|∂D e
ϕA estão próximas uma da outra. De facto, tomando constantes positivas
C e c tais que ‖ξ(x)−Ax‖ ≤ C ‖x‖2, ‖Ax‖ ≥ c ‖x‖ e ‖ξ(x)‖ ≥ c ‖x‖ para
todo x ∈ D, e supondo por exemplo que ‖ξ(x)‖ ≤ ‖Ax‖ (o caso contrário é
análogo, bastando trocar os papéis de ξ(x) e Ax) temos

‖ϕξ(x)− ϕA(x)‖ = ‖ ξ(x)

‖ξ(x)‖
− Ax

‖Ax‖
‖

≤ ‖ξ(x)−Ax‖
‖ξ(x)‖

+ ‖ Ax

‖ξ(x)‖
− Ax

‖Ax‖
‖

≤ ‖ξ(x)−Ax‖
‖ξ(x)‖

+ ‖|‖Ax‖ − ‖ξ(x)‖|
‖ξ(x)‖ ‖Ax‖

‖ ‖Ax‖

≤ 2
‖ξ(x)−Ax‖

min{‖ξ(x)‖, ‖Ax‖}
≤ 2C

c
‖x‖.

Logo, pelo Exerćıcio 10.5, ϕξ|∂D e ϕA são homotópicas sempre que o raio
r do disco D satisfizer 2C

c r < 2. Por outro lado, como g : ∂D → Sn−1,
g(x) := x/‖x‖, é um difeomorfismo que preserva a orientação e ϕA = FA ◦ g
onde FA : Sn−1 → Sn−1, FA(x) := Ax/‖Ax‖, pelo Exerćıcio 6.20, segue que
sgn(ϕA) = sgn(FA) = sgn(detA). Logo,

Ind0(ξ) = deg(ϕξ) = deg(ϕA) = sgn(ϕA) = sgn(detA) .

Proposição 11.1.3. Seja p ∈ U um ponto cŕıtico não degenerado duma
função suave f : U → R. Os ı́ndices de p como ponto cŕıtico de f e como
singularidade de ∇f satisfazem Indp(∇f) = (−1)ind(f,p).

Proof. Supondo que p = 0 é um ponto cŕıtico não degenerado da função f , a

matriz Hessiana A = ∂2f
∂x2

(0) é não singular. Pelo desenvolvimento de Taylor
na origem temos f(x) = 1

2 x
TAx+O(‖x‖3) e ∇f(x) = Ax+O(‖x‖2) quando

x → 0. Sejam λ1 ≤ . . . ≤ λk < 0 < λk+1 ≤ . . . ≤ λn os valores próprios
de A. O determinante de A é o produto dos valores próprios de A, i.e.,
detA = λ1 · · ·λn. O ı́ndice de A é o número ind(A) = k de valores próprios
negativos. Desta caracterização resulta que sgn(detA) = (−1)ind(A). Logo,

Indp(∇f) = sgn(detA) = (−1)ind(A) = (−1)ind(f,p) .



204 CHAPTER 11. TEOREMA DE POINCARÉ-HOPF

O resultado seguinte estabelece a estabilidade do ı́ndice dum campo de
vectores numa singularidade.

Proposição 11.1.4 (Estabilidade Local do Índice). Sejam p ∈ U uma
singularidade isolada dum campo ξ ∈ X∞(U) e ε um número positivo tal
que Dε(p)∩ ξ−1(0) = {p}. Então existe δ > 0 tal que para todo o campo de
Morse ξ̃ ∈ X∞(U) com ‖ξ − ξ̃‖∞ < δ,

Indp(ξ) =
∑

x∈ξ̃−1(0)∩Dε(p)

sgn(detDξ̃x) .

Proof. Seja D = Dε(p) e fixemos δ > 0 tal que

min
x∈∂D

‖ξ(x)‖ > 2δ.

Se ξ̃ ∈ X∞(U) é um campo de Morse tal que ‖ξ − ξ̃‖∞ < δ então

‖ξ̃(x)‖ ≥ ‖ξ(x)‖ − ‖ξ(x)− ξ̃(x)‖ > 2 δ − δ = δ,

para x ∈ ∂D, e repetindo a conta efectuada na demonstração da Proposição 11.1.2
obtemos para todo x ∈ ∂D,

‖ϕξ(x)− ϕξ̃(x)‖ ≤ 2
‖ξ(x)− ξ̃(x)‖

min{‖ξ(x)‖, ‖ξ̃(x)‖
<

2 δ

δ
= 2.

Logo, pelo Exerćıcio 10.5, os mapas ϕξ|∂D e ϕξ̃|∂D são homotópicos.

Seja {p1, . . . , pm} = D ∩ ξ̃−1(0). O campo ξ̃ não tem singularidades em
∂D porque ‖ξ̃(x)‖ > δ para todo x ∈ ∂D. Sejam D1, . . . , Dm pequenos
discos fechados respectivamente centrados no pontos p1, . . . , pm, disjuntos
dois a dois e contidos no interior deD. Então Z = D\(int(D1)∪. . .∪int(Dm))
é uma variedade com bordo tal que ∂Z = ∂D ∪ ∂D1 ∪ . . . ∪ ∂Dm. Cada
componente interior do bordo ∂Di recebe de Z a orientação oposta à que
lhe é induzida pelo disco Di. Pela Proposição 11.1.1 segue então que

0 = deg(ϕξ̃, Z) = deg(ϕξ̃, D)−
m∑
i=1

deg(ϕξ̃Di) ,

donde

Indp(ξ) = deg(ϕξ, D) = deg(ϕξ̃, D) =

m∑
i=1

deg(ϕξ̃, Di)

=
∑

x∈D∩ξ̃−1(0)

Indx(ξ̃) =
∑

x∈D∩ξ̃−1(0)

sgn(detDξ̃x) .
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Figure 11.2: Uma singularidade degenerada de ı́ndice 2 que se desdobra em
duas singularidades não degeneradas, de ı́ndice 1

Uma singularidade degenerada p ∈ U dum campo ξ ∈ X∞(U) pode ser
vista como o resultado de colapsar várias singularidades não degeneradas.
Perturbando ξ, obtemos um campo de Morse ξ̃ ∈ X∞(U), perto de ξ, no
qual a singularidade p se desdobra em várias singularidades não degeneradas
p1, . . . , pm. O teorema acima diz-nos que o ı́ndice Indp(ξ) ‘guarda memória’
do somatório dos ı́ndices das singularidades pi de ξ̃ colapsadas na singularidade
p de ξ.

Vejamos agora que o ı́ndice dum campo vectorial numa singularidade é
invariante por mudanças de coordenadas.

Proposição 11.1.5. Seja φ : U → V um difeomorfismo entre abertos U e
V de Rn. Se ξ ∈ X∞(U) é um campo com uma singularidade isolada p ∈ U
então Indφ(p)(φ∗ξ) = Indp(ξ).

Proof. Consideremos o campo η = φ∗ξ ∈ X∞(V ) que tem uma singularidade
isolada no ponto q = φ(p). Fixemos ε > 0 tal que Dε(p) ∩ ξ−1(0) =
{p} e Dε(q) ∩ η−1(0) = {q}. Seja ξ̃ um campo de Morse próximo de ξ
satisfazendo as hipóteses da Proposição 11.1.4 e consideremos o campo de
Morse η̃ := φ∗ξ̃. Por definição de ‘push-forward’ temos η̃(φ(x)) = Dφx(ξ̃(x))
para todo x ∈ U . Derivando esta relação numa singularidade ξ̃(x) = 0
obtemos Dη̃φ(x) ◦ Dφx = Dφx ◦ Dξ̃x, o que implica que Dη̃φ(x) = Dφx ◦
Dξ̃x ◦ (Dφx)−1. Logo det(Dη̃φ(p)) = det(Dξ̃p), e em particular Indφ(x)(η̃) =

Indx(ξ̃). Como o difeomorfismo φ estabeleçe uma correspondência bijectiva
entre as singularidades de ξ̃ em Dε(p) e as singularidades de η̃ em Dε(q),
temos

Indq(η) =
∑

x∈Dε(q)∩η̃−1(0)

sgn(detDη̃x) =
∑

x∈Dε(p)∩ξ̃−1(0)

sgn(detDξ̃x) = Indp(ξ) .
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Seja X uma variedade e ξ ∈ X∞(X) um campo de vectores com uma
singularidade isolada no ponto p ∈ X.

Define-se o ı́ndice de ξ em p, como sendo o ı́ndice na origem dum
representante φ∗ξ de ξ relativo a uma carta local φ : (X, p) ' (Rn, 0). Pela
Proposição anterior esta definição é independente da carta local escolhida.

11.2 Teorema de Poincaré-Hopf

Antes de enunciar o Teorema de Poincaré-Hopf necessitamos de mais um
conceito. Seja X uma variedade compacta com bordo e ν ∈ X∞⊥ (∂X) o seu
campo normal exterior a X (Teorema 4.1.1).

Dizemos que um campo ξ ∈ X∞(X) aponta para fora de X se tivemos
ξ(x) · ν(x) > 0 para todo x ∈ ∂X.

Teorema 11.2.1 (Poincaré-Hopf). Seja X uma variedade compacta com
bordo e ξ ∈ X∞(X) um campo com singularidades isoladas que aponte para
fora de X. Então

χ(X) =
∑

x∈ξ−1(0)

Indx(ξ) .

Dada uma variedade compacta com bordo Xn ⊂ Rn com campo normal
exterior ν ∈ X∞⊥ (∂X), chama-se mapa de Gauss da hipersuperf́ıcie ∂X à
aplicação suave N : ∂X → Sn−1, definida por N(x) := ν(x), qualquer que
seja x ∈ ∂X.

Lema 11.2.1 (Hopf). Seja Xn ⊂ Rn uma variedade compacta com bordo
de dimensão n. Dado um campo ξ ∈ X∞(X) com singularidades isoladas
que aponte para fora de X,

deg(N) =
∑

x∈ξ−1(0)

Indx(ξ) .

onde deg(N) representa o grau do mapa de Gauss N : ∂X → Sn−1.

Proof. Seja {p1, . . . , pm} = ξ−1(0) o conjunto das singularidades do campo
ξ. Como ϕξ(x) · N(x) > 0, para todo x ∈ ∂X, pelo o Exerćıcio 10.5 a
restrição ϕξ : ∂X → Sn−1 é homotópica ao mapa de Gauss N : ∂X → Sn−1.
Logo deg(N) = deg(ϕξ|∂X).

Sejam D1, . . . , Dm pequenos discos fechados centrados respectivamente
no pontos p1, . . . , pm, disjuntos dois a dois e contidos em X \ ∂X. Então
Z = X \ (int(D1) ∪ . . . ∪ int(Dm)) é uma variedade com bordo tal que
∂Z = ∂X ∪∂D1∪ . . .∪∂Dm. Cada componente ∂Di do bordo ∂X recebe de
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Figure 11.3: Um campo com três singularidades no disco

Z a orientação oposta à que lhe é induzida pelo disco Di. Pela Proposição
11.1.1 segue então que

0 = deg(ϕξ, Z) = deg(ϕξ, X)−
m∑
i=1

deg(ϕξ, Di) ,

donde

deg(N) = deg(ϕξ|∂X) = deg(ϕξ, X) =
m∑
i=1

deg(ϕξ, Di) =
∑

x∈ξ−1(0)

Indx(ξ) .

Lema 11.2.2. Dada uma variedade compacta com bordo X, existe uma
função suave f : X → R tal que

(1) f−1(0) = ∂X,

(2) f ≤ 0 em X,

(3) 0 é um valor regular de f , e

(4) f é uma função de Morse.

Proof. Sejam ν ∈ X∞⊥ (∂X) o campo normal exterior de X ao longo de ∂X,
Vε(∂X) uma vizinhança tubular de ∂X e π : Vε(∂X) → ∂X a projecção
associada. Definimos f : X ∩ Vε(∂X)→ R por

f(x) := (x− π(x)) · ν(π(x)).
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Dado x ∈ X∩Vε(∂X), os vectores ν(π(x)) e x−π(x) são colineares e apontam
em sentidos opostos. Logo f(x) = −‖x− π(x)‖ ≤ 0 porque ‖ν(π(x))‖ = 1.
Este facto prova o item (2). Por outro lado f(x) = 0 equivale a x = π(x),
ou seja x ∈ ∂X, o que prova (1).

Se x ∈ ∂X = f−1(0), e u ∈ RN temos

Dfx(u) = (u−Dνx(u)) · ν(x) = u · ν(x)

pelo que 0 é valor regular de f . O item (3) fica assim estabelecido.
Deixamos como exerćıcio (Exerćıcio 11.9) a verificação de que é posśıvel

estender f a uma função suave f : X → R satisfazendo as propriedades
(1)-(3) e que seja constante fora da vizinhança Vε(∂X).

Diminuindo ε podemos supor que ‖∇f‖ ≥ ε em X ∩ Vε(∂X). Pela
Proposição 5.4.2 existe uma função de Morse f̂ : X → R tal que para todo
x ∈ X se tem ‖∇f(x)−∇f̂(x)‖ < ε/2. Com mais uma perturbação, sem
alterar o gradiente, podemos supor que f̂ ≤ f .

Seja agora β : R→ R uma função suave não crescente tal que{
β(t) = 1 se t ≤ −ε/2
β(t) = 0 se t ≥ −ε/4 .

Definindo
f̃(x) := (1− β(f(x)) f(x) + β(f(x)) f̂(x)

temos f̃(x) = f(x) em X ∩ Vε/4(∂X), pelo que a função f̃ satisfaz as

propriedades (1)-(3). Temos também f̃(x) = f̂(x) em X \ Vε/2(∂X), pelo

que os pontos cŕıticos de f̃ em X \ Vε(∂X) são todos não degenerados.
Finalmente, temos

∇f̃ = (1− β + β′(f̂ − f))∇f + β∇f̂

com β = β ◦ f e β′ = β′ ◦ f . Como β′(f̂ − f) ≥ 0, em X ∩ Vε(∂X) vale

‖∇f̃‖ ≥ (1 + β′(f̂ − f))‖∇f‖ − β‖∇f̂ −∇f‖

≥ (1 + β′(f̂ − f)) ε− β ε
2
≥ ε

2
> 0,

pelo que todos os pontos cŕıticos de f̃ estão em X \ Vε(∂X). Logo f̃ é uma
função de Morse.

Demonstração do Teorema 11.2.1. Dividimos a prova em três casos:

1º Caso X é uma variedade compacta com bordo de dimensão n em Rn.
Pelo Lema 11.2.1, o somatório

∑
x∈ξ−1(0) Indx(ξ) é independente do campo



11.2. TEOREMA DE POINCARÉ-HOPF 209

ξ. Basta-nos agora dar um exemplo dum campo onde a soma dos ı́ndices seja
igual à caracteŕıstica de Euler χ(X). Seja f : X → R como no Lema 11.2.2,
e consideremos o campo de Morse ξ = ∇f . Da Teoria de Morse, corolários
1 e 2 da secção 9, temos χ(X) =

∑n
k=0 ck (−1)k, onde ck é o número de

pontos cŕıticos de ı́ndice k da função f : X → R. Logo

χ(X) =
n∑
k=0

ck (−1)k =
∑

p∈Crit(f)

(−1)ind(f,p) =
∑

p∈ξ−1(0)

Indp(ξ) ,

onde a última igualdade segue da Proposição 11.1.3.

2º Caso X ⊆ RN é uma variedade compacta sem bordo.
Sejam Vε(X) uma vizinhança tubular de X, e π : Vε(X) → X a projecção
associada (Teorema 4.3.1). A ideia neste caso é estender o campo ξ à
vizinhança tubular Vε(X) e reduzir a prova ao caso anterior. Definimos
ξ̃ : Vε(X)→ RN ,

ξ̃(x) := x− π(x)︸ ︷︷ ︸
T⊥
π(x)

X

+ ξ(π(x))︸ ︷︷ ︸
Tπ(x)X

.

O bordo da vizinhança tubular Vε(X) é o conjunto de ńıvel da função suave
h(x) = distX(x)2, ∂Vε(X) = h−1(ε2), pelo que o campo gradiente ∇h(x) =
2 (x− π(x)) aponta para fora de Vε(X) ao longo de ∂Vε(X). Como

ξ̃(x) · ∇h(x) = 2 ‖x− π(x)‖2 = 2 ε2 > 0 ,

vemos que o campo ξ̃ também aponta para fora de Vε(X) ao longo de ∂Vε(X).
Os campos ξ e ξ̃ têm as mesmas singularidades porque

ξ̃(p) = 0 ⇔ p = π(p) e ξ(π(p)) = 0 ⇔ p ∈ X e ξ(p) = 0 .

Em particular todas as singularidades de ξ̃ estão em X. Pelo Teorema 11.1.4
(estabilidade do ı́ndice local) podemos supor, substituindo se necessário ξ
por um campo de Morse próximo, que todas as singularidades de ξ são não
degeneradas. Vamos mostrar que os campos ξ e ξ̃ têm os mesmos ı́ndices
em cada singularidade p ∈ X. Numa singularidade temos π(p) = p, e as
aplicações lineares Dπp : RN → TpX e id−Dπp : RN → T⊥p X são projecções
ortogonais. Derivando obtemos

Dξ̃p(u) = u−Dπp(u) + Dξπ(p)Dπp(u)

= (Id−Dπp)(u)︸ ︷︷ ︸
∈T⊥p X

+ DξpDπp(u)︸ ︷︷ ︸
∈TpX

.

Numa base ortonormada de RN em que os primeiros vectores formem uma
base de T⊥p X e os últimos uma base de TpX, a matriz Jacobiana de Dξ̃p tem
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a forma

[
I O
O A

]
, onde A representa a matriz Jacobiana de Dξp : TpX →

TpX na base correspondente. Logo

Indp(ξ̃) = sgn(det

[
I O
O A

]
) = sgn(detA) = Indp(ξ) .

Finalmente, como X é um retracto por deformação de Vε(X), pelo caso
anterior aplicado ao campo ξ̃ temos

χ(X) = χ(Vε(X)) =
∑

x∈ξ̃−1(0)

Indx(ξ̃) =
∑

x∈ξ−1(0)

Indx(ξ) .

3º Caso (Caso Geral) X é uma variedade compacta com bordo.
A prova do caso geral faz uso duma generalização do Teorema da vizinhança
tubular (Teorema 4.3.1) para variedades compactas com bordo sendo, dificuldades
técnicas à parte, análoga à do caso anterior.

Figure 11.4: Vizinhança tubular duma variedade com bordo

Dada uma variedade compacta com bordo X ⊂ RN , e um número
positivo ε suficientemente pequeno, a ε-vizinhança

Vε(X) := {x ∈ RN : distX(x) ≤ ε }

é tal que existe um mapa cont́ınuo π : Vε(X)→ X satisfazendo distX(x) =
‖x− π(x)‖. A função h : Vε(X)→ R, h(x) := distX(x)2 é de classe C1 com
gradiente ∇h(x) = 2 (x−π(x)). A vizinhança tubular Vε(X) decompõem-se
na união das duas regiões

V ⊥ε (X) = {x ∈ Vε(X) : x− π(x) ∈ T⊥x X }
V +
ε (∂X) = {x ∈ Vε(X) : π(x) ∈ ∂X }.

A primeira destas duas regiões corresponde ao fecho topológico da vizinhança
tubular da variedade aberta X \ ∂X, enquanto a segunda está contida na
vizinhança tubular do bordo ∂X. Tanto o mapa π como a função h são
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suaves no interior de cada uma destas regiões. A quebra de diferenciabilidade
ocorre apenas ao longo da hiper-superf́ıcie H := V ⊥ε (X)∩V +

ε (∂X) intersecção
destas duas regiões.

Definimos do mesmo modo a extensão do campo ξ̃ : Vε(X)→ RN ,

ξ̃(x) := x− π(x) + ξ(π(x)) .

Este campo é cont́ınuo em Vε(X) e de classe C∞ em Vε(X) \ H. Como
ξ̃ 6≡ 0 em H podemos aproximar ξ̃ por um campo suave ξ̂ : Vε(X) → RN
que, tal como ξ̃ aponte para fora de Vε(X) ao longo de ∂Vε(X), que tenha
exactamente as mesmas singularidades que ξ̃ e ξ, e finalmente que coincida
com ξ̃ numa vizinhança compacta destas singularidades. O teorema segue
de aplicar o primeiro caso ao campo ξ̂.

11.3 Exerćıcios

Ex 11.1. As aplicações z 7→ zm e z 7→ zm definem campos vectoriais em
C = R2 com um zero isolado na origem. Mostre que os ı́ndices destes campos
na origem são respectivamente m e −m.

Ex 11.2. Seja f : U ⊆ C → C uma função holomorfa com um zero em
z0 ∈ U . Mostre que, como campo vectorial em X∞(U), o ı́ndice de f na
singularidade z0 é igual à ordem k do zero z0. A ordem de z0 é, por definição,
um inteiro k ∈ N tal que f(z) = (z−z0)k g(z) com g(z0) 6= 0 e g(z) holomorfa
em U .

Ex 11.3. Seja p(z) = a z2 + b z + c um polinómio de grau ≤ 2. Mostre que

(a) p induz um campo suave na esfera de Riemann Ċ = C ∪ {∞}.
Sugestão : Considere as cartas locais φ1 : (Ċ, 0)→ (C, 0), φ1(z) = z,
e φ2 : (Ċ,∞)→ (C, 0), φ2(z) = 1/z, e a transformação de coordenadas
φ2 ◦ φ−1

1 (z) = 1/z. Sendo p(z) o representante dum campo na carta
φ1 calcule o respectivo representante na carta φ2.

(b) Quando é que este campo tem uma singularidade no ponto ∞?

(c) Nas condições da aĺınea (b), qual o ı́ndice de p em ∞?

(d) Desenhe as singularidades e linhas de fluxo dos campos definidos pelos
polinómios z2 − 1, z2, z e 1.

Sugestão: Resolvendo as equações diferenciais z′ = z2 e z′ = z2 − 1

obtemos os fluxos ϕt(z) = z
1−tz e ψt(z) = (1−z)e2t−(z+1)

(z−1)e2t−(z+1)
respectivamente.

Pelo Exerćıcio 10.18 podemos concluir que as trajectórias destes fluxos
são segmentos de recta, semi-rectas ou arcos de circunferência.
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Ex 11.4. Mostre que a esfera S2k−1 admite um campo tangente sem singularidades.
Sugestão : Para k = 1, use o campo ξ(x, y) = (−y, x).

Ex 11.5. Mostre que o n-toro Tn = (S1)n admite um campo tangente sem
singularidades.

Ex 11.6. Mostre que a esfera S2k não admite campos tangentes sem singularidades.

Ex 11.7. Sejam ξ ∈ X∞(X) um campo de vectores tangente a uma variedade
X de dimensão n, e p ∈ X uma singularidade isolada de ξ. Mostre que

Indp(−ξ) = (−1)n Indp(ξ) .

Ex 11.8. Considere o campo ξ(x, y) = (x3+x2−y2, 2x y+y3), ξ ∈ X∞(R2).

(a) Calcule as singularidades do campo ξ.
Sugestão: Todas as singularidades ficam sobre o eixo y = 0.

(b) Qual o grau de ϕξ : Γ→ S1 definida por ϕξ(x, y) = ξ(x, y)/‖ξ(x, y)‖,
onde sobre Γ = { (x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 2 }?
Sugestão: Compare com o grau do mapa correspondente ao campo
η(x, y) = (x3, y3). Se necessitar pode também aumentar o raio de Γ.

(c) Quais os ı́ndices das singularidades encontradas?
Sugestão: De (b) infira qual a soma dos ı́ndices das singularidades
no interior de Γ.

(c) É um campo de Morse ξ?

(d) Se ξ̃ for um campo de Morse perto de ξ tal que deg(ϕξ̃|Γ) = deg(ϕξ|Γ),

qual o número mı́nimo de singularidades que pode garantir para ξ̃ no
interior de Γ? Quais os respectivos ı́ndices?

(e) Desenhe as singularidades e as trajectórias dum campo de Morse ξ̃
nas condições da aĺınea anterior.

Ex 11.9. Sejam X uma variedade compacta com bordo, ε um número
positivo tal que Vε(∂X) é uma vizinhança tubular de ∂X, e f : X∩Vε(X)→
R uma função suave tal que f = 0 em ∂X e f = −ε em X∩∂Vε(∂X). Mostre
que existe uma função suave f̃ : X → R tal que f̃ = f em X ∩ Vε/2(∂X) e
que seja constante fora da vizinhança Vε(∂X).



Chapter 12

Teorema de Jordan-Brouwer

Toda a curva simples fechada C ⊂ R2 divide o plano em duas componentes
conexas, uma limitada, dita o interior de C, e outra ilimitada, chamada o
exterior de C. Este é o conteúdo do clássico Teorema da curva de Jordan,
demonstrado pelo matemático francês C. Jordan no fim do século XIX.

Neste caṕıtulo estabelecemos a seguinte versão suave do Teorema de
separação de Jordan-Brouwer que generaliza o teorema da curva de Jordan.

Teorema 12.0.1. Seja Xn ⊂ Rn+1 uma variedade compacta e conexa, sem
bordo e de dimensão n. Então Rn+1\X tem exactamente duas componentes
conexas, uma limitada e outra ilimitada.

Além disso, a união de X com a componente conexa limitada de Rn+1\X
é uma variedade compacta com bordo igual a X.

Corolário 12.0.1. Toda a variedade compacta e conexa, sem bordo e de
dimensão n Xn ⊂ Rn+1 é orientável.

Proof. Exerćıcio 12.5.

12.1 Componentes conexas

Nesta secção vamos supor que X ⊂ Rn+1 é uma variedade compacta e
conexa, sem bordo, de dimensão n.

Proposição 12.1.1. Sejam p /∈ X, x ∈ X e U uma vizinhança aberta de x
em Rn+1. Então existe um caminho cont́ınuo γ : [0, 1] → Rn+1 \X tal que
γ(0) = p e γ(1) ∈ U .

Proof. Ver exerćıcio 12.3 e figura 12.3.

213
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Corolário 12.1.1. O complementar Rn\X tem no máximo duas componentes
conexas.

Proof. Tomando um disco aberto U , suficientemente pequeno, centrado num
ponto de X, o complementar U \ X tem exactamente duas componentes
conexas. Pela proposição 12.1.1, cada componente conexa de Rn \X contem
uma das componentes de U\X. Logo Rn\X tem no máximo duas componentes
conexas.

12.2 Winding numbers

Sejam Xn uma variedade compacta sem bordo de dimensão n e f : X →
Rn+1 um mapa suave. Dado p ∈ Rn \ f(X), definimos ϕf,p : Xn → Sn,

ϕf,p(x) :=
f(x)− p
‖f(x)− p‖

.

Sendo Xn uma variedade orientada, chama-se winding number (número
de voltas) de f em torno de p ao grau W (f, p) := deg(ϕf,p).

Mais geralmente, chama-se winding number mod 2 (número de voltas
mod 2) de f em torno de p ao grau W2(f, p) := deg2(ϕf,p).

Figure 12.1: Número de voltas do mapa f em torno dum ponto.

Proposição 12.2.1. SejaXn uma variedade compacta sem bordo de dimensão
n e f : Xn → Rn+1 um mapa suave. Se p0, p1 ∈ Rn \ f(X) estão na mesma
componente conexa de Rn \ f(X) então

(a) W (f, p0) = W (f, p1), se Xn estiver orientada.

(b) W2(f, p0) = W2(f, p1).
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Proof. Os mapas ϕf,p0 , ϕf,p1 : X → Sn são homotópicos através da homotopia
h : [0, 1]×X → Sn,

h(t, x) :=
f(x)− γ(t)

‖f(x)− γ(t)‖
,

onde γ : [0, 1] → Rn+1 \ f(X) designa um caminho que liga γ(0) = p0 a
γ(1) = p1.

Dados p ∈ Rn+1 e v ∈ Sn, designemos por

`p, v = { p+ t v : t ≥ 0 }

a semirecta de origem p e direcção v.

Proposição 12.2.2. Sejam Xn uma variedade compacta sem bordo, e
f : Xn → Rn+1 um mapa suave. Dados v ∈ Sn e p ∈ Rn+1 \ f(X),

ϕ−1
f,p(v) = f−1(`p, v).

Além disso f t `p,v sse v é um valor regular de ϕf,p : X → Sn. Em
particular, f t `p,v para quase todo v ∈ Sn.

Proof. Dados v ∈ Sn e p ∈ Rn+1 \f(X), f(x)−p
‖f(x)−p‖ = ϕf,p(x) = v se e somente

se f(x) = p+ ‖f(x)− p‖ v ∈ `p,v.
Como ϕf,p é a composição de f com uma projecção radial, para cada

u ∈ TxX temos (Dϕf,p)x(u) = 0 se e somente se Dfx(u) for colinear com v
(ver exerćıcio 12.4). Logo x ∈ X é um ponto cŕıtico de ϕf,p se e somente se
v ∈ Dfx(TxX), ou seja, se e somente se `p,v não é transversal a Dfx(TxX).
Isto mostra que v ∈ Sn é um valor regular de ϕf,p se e somente se f t `p,v.

Pelo teorema 5.1.1 (Teorema de Sard) segue que f t `p,v para quase todo
v ∈ Sn.

Proposição 12.2.3. Seja Xn uma variedade compacta sem bordo e seja
f : Xn → Rn+1 suave. Dados v ∈ Sn e p ∈ Rn+1 \ f(X) tais que f t `p,v,

(a) W (f, p) =
∑

x∈f−1(`p,v) sgn(Dϕf,p(x)) se Xn estiver orientada,

(b) W2(f, p) = #f−1(`p,v) (mod 2).

Proof. ComoW (f, p) = deg(ϕf,p) eW2(f, p) = deg2(ϕf,p), usando a proposição 12.2.2,
a conclusão desta proposição segue da definição do grau mod 2 (secção 10.1)
e do grau de Brouwer (secção 10.2).

Corolário 12.2.1. Seja Xn uma variedade compacta sem bordo e seja
f : Xn → Rn+1 suave. Sejam p0, p1 ∈ Rn \ f(X) e v = p1−p0

‖p1−p0‖ ∈ Sn
tais que X t `p0,v.
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(a) W (f, p0) = W (f, p1) +
∑

x∈f−1[p0,p1] sgn(Dϕf,p(x)).

(b) W2(f, p0) = W2(f, p1) + #f−1([p, p′]) (mod 2).

Proof. Como `p0,v = `p1,v ∪ [p0, p1] temos a seguinte decomposição em união
disjunta f−1(`p0,v) = f−1(`p1,v) ∪ f−1([p0, p1]), que reduz a conclusão deste
corolário à proposição 12.2.3.

12.3 Prova do Teorema de Jordan-Brouwer

Seja X ⊂ Rn+1 uma variedade compacta e conexa, sem bordo, de dimensão
n. Vamos aplicar os conceitos da secção anterior à aplicação de inclusão
f : Xn → Rn+1, f(x) := x, escrevendo W2(X, p) em vez de W2(f, p), e
escrevendo ϕX,p em vez de ϕf p. Definimos

U0 = {p ∈ Rn+1 \X : W2(X, p) = 0}
U1 = {p ∈ Rn+1 \X : W2(X, p) = 1}.

A famı́lia {X,U0, U1} constitui uma partição de Rn+1. Os conjuntos U0 e
U1 são abertos (porquê?). Resta-nos ver que são não vazios.

Proposição 12.3.1. Os conjuntos abertos U0 e U1 são conexos não vazios.

Proof. Fixemos p ∈ Rn+1 \ X e comecemos por justificar que o conjunto
imagem ϕX,p(X) ⊂ Sn tem interior não vazio na esfera Sn. De facto,
escolhendo x0 ∈ X tal que ‖x0 − p‖ = minx∈X ‖x− p‖ temos que o vector
v0 = ϕX,p(x0) é perpendicular a Tx0X. Logo (DϕX,p)x0 : Tx0X

n → Tv0Sn é
um isomorfismo, e pelo teorema 1.3.1 (da função inversa) v0 = ϕX,p(x0) é
interior a ϕX,p(X).

Pelo teorema 5.1.1 (teorema de Sard) existe um valor regular v ∈ Sn do
mapa ϕX,p : Xn → Sn em int(ϕX,p(X)). Pela proposição 12.2.2 a semi-recta
`p,v intersecta transversalmente a hipersuperf́ıcie Xn. Além disso, como
v ∈ ϕX,p(X), essa intersecção é não vazia. Pelo corolário 12.2.1, ao longo
da semi-recta `p,v o winding number W2(X,x) muda de sinal (pelo menos
uma vez) nos pontos em que `p,v intersecta Xn. Logo U0 e U1 são ambos
não vazios.

Pelo corolário 12.1.1, os abertos U0 e U1 têm de ser conexos.

A proposição 12.3.1 dá-nos um critério simples para verificar se um ponto
p ∈ Rn+1 \ X é interior ou exterior a X. Um ponto p /∈ X é interior a X
se e somente se para uma (qualquer) semi-recta ` ⊂ Rn+1 com origem p e
transversal a X, #(` ∩X) for ı́mpar.

Proposição 12.3.2. O conjunto U1 é limitado. O conjunto U0 é ilimitado
(o seu complementar é limitado).
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Figure 12.2: p ∈ int(X)?

Proof. Seja B(0, R) ⊂ Rn+1 uma bola contendo a variedade compacta Xn.
Se p /∈ B(0, R) tomando v = p

‖p‖ ∈ Sn temos `p,v ∩ X = ∅, o que implica

W2(X, p) = 0, ou seja p ∈ U0.
Logo U1 ⊂ Rn+1 \ U0 ⊂ B(0, R) é um conjunto limitado.

Deixamos ao cuidado do leitor a conclusão da prova do teorema 12.0.1
(exerćıcio 12.6).

12.4 Exerćıcios

Ex 12.1. Seja D ⊂ Rn+1 um disco centrado em q ∈ Rn+1 e f : D → Rn+1

um mapa suave tal que f : D → f(D) seja um difeomorfismo. Mostre que

(a) W (f |∂D, f(q)) = sgn(Df), considerando em ∂D a orientação induzida
como bordo de D ⊂ Rn+1.

(b) W2(f |∂D, f(q)) = 1.

Sugestão: Se D tiver um raio suficientemente pequeno então ϕf,p : ∂D →
Sn é um difeomorfismo, que preserva a orientação sse f preserva a orientação.

O exerćıcio seguinte relaciona o winding number W (f, p) de um mapa
f : Xn → Rn+1 com o “grau de Brouwer” de uma extensão f̃ : Zn+1 → Rn+1

de f a uma variedade compacta Zn+1 com bordo igual a Xn. Note que este
“grau de Brouwer” está relacionado mas não corresponde exactamente à
definição de grau dada no caṕıtulo 10.

Ex 12.2. Seja f : Xn → Rn+1 um mapa suave e p ∈ Rn+1\f(Xn). Suponha
que Xn = ∂Zn+1 é o bordo duma variedade compacta Zn+1 e a função f
admite uma extensão suave f̃ : Zn+1 → Rn+1. Mostre que
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(a) Caso Zn+1 seja orientada, considerando em Xn a orientação induzida
como bordo de Zn+1 temos W (f, p) =

∑
x∈f̃−1(p) sgn(Df̃x).

(b) Em qualquer caso, W2(f, p) = #f̃−1(p) (mod 2).

Sugestão: Use o exerćıcio 12.1 e as proposições 10.2.2 e 10.1.2 nas aĺıneas
(a) e (b) respectivamente.

Figure 12.3: Caminho sugerido (exerćıcio 12.3)

Ex 12.3. Sejam Xn ⊂ Rn+1 uma variedade compacta e conexa sem bordo,
p /∈ X, x ∈ X e U uma vizinhança aberta de x em Rn+1. Mostre que p pode
ser conectado a um ponto de U por um caminho que não intersecte X.

Sugestão: Escolha o ponto q ∈ X que minimiza a distância a p e considere
uma vizinhança tubular Vε(X) de X. Ligue p a um ponto q′ perto de q em
Vε(X), para depois ligar q′ a U por um caminho em Vε(X) (figura 12.3).

Ex 12.4. Sejam f : Xn → Rn+1 um mapa suave e p ∈ Rn+1 \ X. Mostre
que para todo x ∈ X e u ∈ TxX,

(Dϕf,p)x(u) =
Dfx(u)− (v ·Dfx(u)) v

‖f(x)− p‖
,

onde v = ϕf,p(x) ∈ Sn.

Ex 12.5. Mostre que toda a variedade Xn ⊂ Rn+1 compacta, sem bordo
de dimensão n é orientável.

Sugestão: Use o Teorema de Jordan Brouwer (Teorema 12.0.1).

Ex 12.6. Seja Xn ⊂ Rn+1 uma variedade compacta e conexa, sem bordo e
de dimensão n. Mostre que

Z := {x ∈ Rn+1 : x ∈ X ou W2(X,x) = 1}

é uma variedade compacta com bordo tal que ∂Z = X.
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Sugestão: Dado p ∈ Xn, tome um difeomorfismo local φ : (Rn+1, 0) →
(Rn+1, p) que induza um difeomorfismo local φ : ({0} × Rn, 0) → (Xn, p).
Veja então que, a menos de trocar o sinal da primeira componente, φ induz
um difeomorfismo local φ : (Hn+1, 0)→ (Zn+1, p).

Seja f : Xn → Rn+1 um mapa suave numa variedade compacta orientável
e sem bordo Xn de dimensão n. Duas componentes conexas C e C ′ de
Rn+1 \ f(X) dizem-se adjacentes se existir um segmento de recta s ligando
um ponto de C a um ponto de C ′ tal que s ⊂ C ∪ f(X) ∪ C ′, f t s e
#f−1(s) = 1.

Dadas duas componentes conexas C e C ′ de Rn+1 \f(X) vamos associar
um sinal sgn(C,C ′) ao par ordenado (C,C ′). Seja v ∈ Sn um vector unitário
com a direcção e sentido do segmento de recta orientado s associado à
adjacência entre C e C ′ e seja {x} = f−1(s). Por transversalidade vale
a seguinte decomposição em soma directa

Rn+1 = 〈v〉 ⊕Dfx(TxX),

estando os três espaços desta decomposição naturalmente orientados: o
espaço Rn+1 munido da orientação canónica, 〈v〉 com a orientação determinada
pelo vector v e Dfx(TxX) com a orientaçao induzida por TxX. Definimos
sgn(C,C ′) := +1 se estas três orientações forem compat́ıveis (ver secção 6.1).
Caso contrário, sgn(C,C ′) := −1.

Figure 12.4: Winding numbers

Os winding numbers na figura 12.4 podem ser calculados usando a fórmula
do exerćıcio seguinte.

Ex 12.7. Seja f : Xn → Rn+1 um mapa suave numa variedade compacta,
orientável e sem bordo Xn de dimensão n. Mostre que sendo C e C ′

componentes adjacentes de Rn+1 \ f(X), vale a seguinte relação entre os
winding numbers nas componentes C e C ′

W (f, C) = W (f, C ′) + sgn(C,C ′).
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Sugestão: Suponha que s = [p0, p1], v = p1−p0
‖p1−p0‖ , com p0 ∈ C, p1 ∈

C ′ e f−1(s) = {x}. Aplique então o corolário 12.2.1 (a), mostrando que
sgn(C,C ′) = sgn(Dϕf,p0(x)).



Chapter 13

Teorema de Gauss-Bonnet

O Teorema de Gauss-Bonnet versa sobre superf́ıcies Riemannianas compactas
e orientadasX, relacionando a curvatura total (integral da curvatura Gaussiana
K) com a caracteŕıstica de Euler-Poincaré χ(X) dessa superf́ıcie:∫

X
K dA = 2π χ(X).

13.1 Grau, volume e orientação em Rn

Seja B = B(Rn) a σ-álgebra dos Borelianos de Rn. B é a menor σ-álgebra
que contem todos os conjuntos abertos de Rn.

Uma medida de Borel em Rn é uma função µ : B → [0,+∞] que além de
ser σ-aditiva, i.e.,

µ(∪∞n=1An) =
∞∑
n=1

µ(An),

qualquer que seja a famı́lia numerável {A1, A2, . . .} ⊂ B de conjuntos An
disjuntos dois a dois, satisfaz µ(K) < +∞ para todo o compacto K ⊂ Rn.

Dizemos que uma medida de Borel µ em Rn é invariante por translações
se µ(x+A) = µ(A), quaisquer que sejam x ∈ Rn e A ∈ B.

A medida de Lebesgue em Rn, que designaremos por voln, é um exemplo
duma medida de Borel em Rn invariante por translações. A menos dum
factor positivo, voln é a única medida de Borel invariante por translações.

Proposição 13.1.1. Se µ : B→ [0,+∞] é uma medida de Borel invariante
por translações então µ = µ([0, 1]n) voln.

Proof. A prova desta proposição baseia-se no facto de qualquer Boreliano
A ∈ B poder ser aproximado por uma união (finita ou numerável) de cubos
disjuntos dois a dois da forma x + [0, 1

p ]n com p ∈ N. Esta proposição é
um caso particular do Teorema de Haar, sobre a existência e unicidade de
medidas de Borel invariantes por translação em grupos topológicos localmente
compactos [6, Chapter XI].

221
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Dada uma base {v1, . . . , vn} de Rn definimos o paraleleṕıpedo

P (v1, . . . , vn) :=


n∑
j=1

tj vj : 0 ≤ tj ≤ 1, ∀ 1 ≤ j ≤ n

 ⊂ Rn.

Proposição 13.1.2. A medida de Lebesgue voln satisfaz as seguintes propriedades
sobre a classe dos paraleleṕıpedos.

(a) voln (P (v1, . . . , λ vi, . . . , vn)) = |λ| voln (P (v1, . . . , vi, . . . , vn)), qualquer
que seja λ ∈ R.

(b) voln (P (v1, . . . , vi + h, . . . , vn)) = voln (P (v1, . . . , vi, . . . , vn)), qualquer
que seja h =

∑
j 6=i λj vj combinação linear dos vectores vj com j 6= i.

Proof. Exerćıcio 13.1.

Fixada uma orientação σ : B(Rn)→ {−1, 1} em Rn, chamaremos forma
de volume orientado à função Vσ : (Rn)n → R,

Vσ(v1, . . . , vn) := σ(v1, . . . , vn) voln (P (v1, . . . , vn)) .

Proposição 13.1.3. Qualquer que seja a orientação σ de Rn, a forma de
volume orientado Vσ : (Rn)n → R é uma forma multilinear alternada. Em
particular Vσ = ± det.

Proof. Exerćıcio 13.2.

Toda a matriz M ∈ Matn(R) determina uma aplicação linear M : Rn →
Rn. A proposição seguinte identifica c(M) := |detM | como factor pelo qual
a acção de M multiplica os volumes. Chamaremos a este número c(M) o
coeficiente de dilatação volúmica da matriz (aplicação linear) M .

Proposição 13.1.4. Dada M ∈ Matn(R), para todo o Boreliano A ∈ B,

voln(M A) = |detM | voln(A).

Proof. Se M não for invert́ıvel a imagem M A está contida num hiperplano,
e ambos os lados da igualdade acima são iguais a 0.

Suponhamos agora que M ∈ GLn é invert́ıvel. Pela proposição 13.1.3,
qualquer que seja A ∈ B,

|detM | = |det(M e1, . . . ,M en)| = voln (P (M e1, . . . ,M en))

= voln (M P (e1, . . . , en)) = voln(M [0, 1]n),

onde (e1, . . . , en) designa a base canónica de Rn.
Consideremos em seguida a medida µ : B → [0,+∞], µ(A) := voln(M A),

que se verifica ser uma medida de Borel invariante por translações.
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Pela proposição 13.1.1, temos

µ = µ([0, 1]n) voln = voln(M [0, 1]n) voln = |detM | voln,

como queŕıamos concluir.

Proposição 13.1.5. Seja Vσ uma forma de volume orientado associada a
uma orientação σ em Rn. Dados M ∈ Matn(R), v1, . . . , vn ∈ Rn,

Vσ(M v1, . . . ,M vn) = (detM)Vσ(v1, . . . , vn).

Proof. A igualdade dos valores absolutos segue da proposição 13.1.4. Vimos
no caṕıtulo 6 que o sinal sgn(M) do automorfismo M : Rn → Rn satisfaz,
qualquer que seja a base (v1, . . . , vn) ∈ B(Rn),

σ(M v1, . . . ,M vn) = sgn(M)σ(v1, . . . , vn).

A igualdade entre os sinais da relação enunciada segue desta última porque
sgn(M) = sgn(detM).

Corolário 13.1.1. Quaisquer que sejam M,M ′ ∈ Matn(R),

det(M ′M) = (detM ′) (detM).

Proof. Segue da proposição 13.1.5.

Enunciamos a seguir o Teorema de mudança de variável, cujo conteúdo
é uma consequência natural da proposição 13.1.4.

Teorema 13.1.1. Sejam U e V abertos de Rn e f : U → V um difeomorfismo.
Então

(a) Para todo o Boreliano A ⊂ V ,

voln(A) =

∫
φ−1(A)

|detDfx| dx

(b) Para toda a função h : V → R Borel mensurável e limitada,∫
V
h(y) dy =

∫
U
h(φ(x)) |detDfx| dx

Proof. Ver por exemplo [13].
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13.2 Volumes Euclideanos

Seja E = (E, 〈·, ·〉, σ) um espaço Euclideano orientado de dimensão n.
Definimos volE : B(E) → [0,+∞] como a única medida de Borel, sobre

a σ-álgebra B(E) dos Borelianos de E, que é invariante por translação
e satisfaz volE(P (v1, . . . , vn)) = 1 qualquer que seja a base ortonormada
(v1, . . . , vn) ∈ B(E). Definimos a forma de volume orientado VE : En → R,

VE(v1, . . . , vn) := σ(v1, . . . , vn) volE (P (v1, . . . , vn)) .

Todo o espaço Euclideano de dimensão n é isométrico a Rn, pelo que as
proposições 13.1.1, 13.1.3 e 13.1.4 permanecem válidas neste contexto.

Sejam agora E e E′ espaços Euclideanos orientados de dimensão n.
Dada uma aplicação linear L : E → E′ definimos o seu coeficiente de

dilatação volúmica como

c(L) :=
volE′(L(A))

volE(A)

qualquer que seja o Boreliano A ∈ B(E).
Dada uma aplicação linear L : E → E′, chama-se adjunta de L à única

aplicação linear L∗ : E′ → E tal que quaisquer que sejam u ∈ E e v ∈ E′,

〈L(u), v〉′ = 〈u, L∗(v)〉.

Proposição 13.2.1. Dada L : E → E′ linear,

c(L) =
√

det(L∗ ◦ L).

Proof. Vamos supor que L : E → E′ é um isomorfismo.
O operador L∗ ◦L : E → E é um automorfismo auto-adjunto e positivo,

pelo que existe uma base ortonormada (v1, . . . , vn) ∈ B(E) tal que

(L∗ ◦ L)(vi) = λ2
i vi, 1 ≤ i ≤ n.

Esta relação implica que λi = ‖L(vi)‖ para cada i = 1, . . . , n. Estes números
são conhecidas como os valores singulares da aplicação L.

Para cada i = 1, . . . , n temos

(L ◦ L∗)(L(vi)) = L((L∗ ◦ L)(vi)) = λ2
i L(vi),

o que mostra que as imagens L(vi) são vectores próprios do operador L◦L∗ ∈
L(E′). Tal como L∗ ◦ L, este operador é também auto-adjunto, pelo que as

imagens L(vi) são ortogonais duas a duas. Logo definindo v∗i = L(vi)
‖L(vi)‖ ,

{v∗1, . . . , v∗n} é uma base ortonormada dos espaço E′ tal que

L(vi) = λi v
∗
i , ∀ 1 ≤ i ≤ n.
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Estas relações implicam que

c(L) = volE′ (LP (v1, . . . , vn)) = volE′ (P (L(v1), . . . , L(vn)))

= volE′ (P (λ1 v
∗
1, . . . , λn v

∗
n))

= (λ1 λ2 · · ·λn) volE′ (P (v∗1, . . . , v
∗
n))

=
√
λ2

1 λ
2
2 · · ·λ2

n =
√

det(L∗ ◦ L).

Moral: o coeficiente de dilatação volúmica é o produto dos valores singulares
de L, que por sua vez é capturado pelo determinante em causa.

Dada uma aplicação linear L : E → E′ entre espaços Euclidianos orientados
de dimensão n, definimos o seu determinante como sendo

detL := sgn(L) c(L),

onde o isomorfismo L tem sinal sgn(L) = +1 se L preserva a orientação, e
tem sinal sgn(L) = −1 se L inverte a orientação.

Proposição 13.2.2. Sejam E e E′ espaços Euclideanos orientados de dimensão
n. Dada uma aplicação linear L : E → E′ e vectores v1, . . . , vn ∈ E,

VE′(L(v1), . . . , L(vn)) = (detL)VE(v1, . . . , vn).

Proof. Como |detL| = c(L), a igualdade dos valores absolutos segue da
própria definição de coeficiente de dilatação volúmica. Vimos no caṕıtulo 6
que o sinal sgn(L) do isomorfismo L : E → E′ satisfaz, qualquer que seja a
base (v1, . . . , vn) ∈ B(Rn),

σ′(L(v1), . . . , L(vn)) = sgn(L)σ(v1, . . . , vn),

onde σ e σ′ representam as orientações de E e de E′ respectivamente. A
igualdade entre os sinais da relação enunciada segue desta última porque
sgn(L) é, por definição, o sinal de detL.

Corolário 13.2.1. Sejam E,E′, E′′ espaços Euclidianos orientados de dimensão
n. Dadas aplicações lineares L : E → E′ e L : E′ → E′′,

det(L′ ◦ L) = (detL′) (detL).

Proof. Segue da proposição 13.2.2.
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13.3 Volume Riemanniano

Seja X ⊂ RN uma variedade. Designamos por B(X) a σ-álgebra dos
Borelianos de X. Vamos agora introduzir o volume Riemanniano de X
na σ-álgebra B(X).

Para cada parametrização φ : U → X da variedade X e cada Boreliano
A ⊂ φ(U) definimos

volφX(A) :=

∫
φ−1(A)

c(Dφx) dx.

Esta expressão determina uma medida na σ-álgebra B(φ(U)). A proposição
seguinte mostra a consistência destas medidas.

Proposição 13.3.1. Dadas duas parametrizações φ : U → X e ψ : V → X
da variedade X, para todo o Boreliano A ⊂ φ(U) ∩ ψ(V ),

volφX(A) = volψX(A).

Proof. Como A ⊂ φ(U)∩ψ(V ), o difeomorfismo de mudança de coordenadas
ψ−1 ◦ φ : φ−1(ψ(V )) → ψ−1(φ(U)) transforma φ−1(A) em ψ−1(A). Logo,
efectuando a mudança de variável y = (ψ−1◦φ)(x) obtemos pelo teorema 13.1.1

volψX(A) =

∫
ψ−1(A)

c(Dψy) dy

=

∫
φ−1(A)

c(Dψ(ψ−1◦φ)(x)) |detD(ψ−1 ◦ φ)x| dx

=

∫
φ−1(A)

c(Dψψ−1(φ(x))) c(Dψ−1
φ(x)) c(Dφx) dx

=

∫
φ−1(A)

c(Dφx) dx = volφX(A).

Usámos acima a multiplicatividade do coeficiente de dilatação volúmica,

c(Dψψ−1(φ(x))) c(Dψ−1
φ(x)) = c(D(ψ ◦ ψ−1)φ(x)) = c(idTφ(x)X) = 1,

que segue por exemplo da proposição 13.2.1.

Proposição 13.3.2. Seja X ⊂ RN uma variedade. Existe uma única
medida de Borel µ : B(X) → [0,+∞] tal que para toda a parametrização

φ : U → X de X e para todo o Boreliano A ⊂ φ(U), µ(A) = volφX(A).

Proof. Seja {φn : Un → X}n≥1 uma famı́lia de parametrizações da variedade

X cujas imagens φn(Un) tenham volume finito, i.e., volφnX (φn(Un)) < +∞ e
cubram X, i.e., X = ∪n≥1φn(Un).
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Definindo X1 := φ1(U1) e recursivamente Xj := φj(Uj) \ (∪j−1
i=1Xi), para

j ≥ 2, obtemos uma partição de X em Borelianos Xj ⊂ φj(Uj) disjuntos
dois a dois.

Vejamos primeiro a unicidade. Sejam µ, ν : B(X)→ [0,+∞] duas medidas
satisfazendo a condição enunciada. Dado A ∈ B(X), como para cada j ≥ 1,

µ(A ∩Xj) = vol
φj
X (A ∩Xj) = ν(A ∩Xj), temos

µ(A) =

∞∑
j=1

µ(A ∩Xj) =

∞∑
j=1

ν(A ∩Xj) = ν(A).

Para provar a existência definimos µ : B(X)→ [0,+∞],

µ(A) :=
∞∑
j=1

vol
φj
X (A ∩Xj).

Esta função é claramente uma medida. É uma medida de Borel porque
todo o compacto K ⊂ X pode ser coberto por um número finito de imagens
φj(Uj). Como todas estas imagens têm volume finito segue que µ(K) < +∞.

Sejam φ : U → X uma parametrização de X, A ⊂ φ(U) um Boreliano.

Queremos ver que µ(A) = volφX(A). Para cada i ≥ 1, temos A ∩ Xj ⊂
φ(U)∩φj(Uj) e pela proposição 13.3.1, vol

φj
Xj

(A∩Xj) = volφX(A∩Xj). Logo

µ(A) =
∞∑
j=1

vol
φj
X (A ∩Xj) =

∞∑
j=1

volφX(A ∩Xj) = volφX(A),

o que conclui a demonstração.

A única medida da proposição anterior diz-se o volume Riemanniano de
X e é denotada por volX .

13.4 Fórmula integral para o grau

Nesta secção estabelecemos uma fórmula integral que descreve o grau dum
mapa suave f : X → Y como o número de vezes que f cobre a variedade Y .
Por outras palavras, o volume orientado varrido por f é um múltiplo inteiro
do volume de Y .

Teorema 13.4.1. Sejam X e Y variedades compactas orientadas sem bordo
da mesma dimensão, e f : X → Y um mapa suave. Então∫

X
det(Df) dvolX = deg(f) volY (Y ).
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Proof. Seja Vf ⊂ Y o conjunto dos valores regulares do mapa f : X → Y .
Vamos chamar aberto f -regular a um aberto U ⊂ Y tal que f−1(U) =

V1 ∪ . . . ∪ Vk seja uma união disjunta de abertos Vi ⊂ X onde f |Vi : Vi → U
é um difeomorfismo para cada i = 1, . . . , k. Todo o aberto f -regular está
contido no conjunto Vf .

Dado U ⊂ Y aberto f -regular e um Boreliano A ⊂ U , como f |Vi : Vi → U
é um difeomorfismo temos (exerćıcio 13.3) para cada i = 1, . . . , k,∫

(f |Vi )
−1(A)

det(Df |Vi) dvolX = volY (A).

Logo ∫
f−1(A)

det(Df) dvolX =
k∑
i=1

∫
f−1(A)∩Vi

det(Df) dvolX

=
k∑
i=1

sgn(Df |Vi) volY (A)

= deg(f) volY (A).

Pelo exerćıcio 2.9 para cada y ∈ Vf existe um aberto f -regular Uy ⊂ Vf
que o contém. A famı́lia de abertos f -regulares {Uy}y∈Vf forma assim uma
cobertura de Vf .

O conjunto Vf , como toda a variedade, é um espaço de Lindelöf (exerćı-
cio 13.4). Assim podemos cobrir Vf com uma famı́lia numerável {Uj : j ≥ 1}
de abertos f -regulares. A partir desta cobertura constrúımos uma partição
de Vf em Borelianos disjuntos dois a dois, definindo A1 := U1 e depois

(recursivamente) Aj := Uj \ (∪j−1
i=1Ai), para todo j ≥ 2.

Pelo Teorema 5.1.1 (Teorema de Sard), volY (Y ) = volY (Vf ). Logo, como
Aj ⊂ Uj temos∫

f−1(Vf )
det(Df) dvolX =

∞∑
j=1

∫
f−1(Aj)

det(Df) dvolX

=

∞∑
j=1

volY (Aj) = volY (Vf ) = volY (Y ).

Para concluir resta-nos justificar que∫
X\f−1(Vf )

det(Df) dvolX = 0.

Sejam C := {x ∈ X : det(Dfx) = 0} o conjunto dos pontos cŕıticos de f , e
Σ := f(C) o conjunto dos respectivos valores cŕıticos. Temos Vf = Y \Σ e

X \ f−1(Vf ) = f−1(Σ) = C ∪ ((X \ C) ∩ f−1(Σ)).
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Por um lado a função integranda det(Df) anula-se em C. Por outro o
conjunto (X\C)∩f−1(Σ) tem medida nula, i.e., volX((X\C)∩f−1(Σ)) = 0,
porque Σ tem medida nula em Y e f |X\C : X \ C → Y é um difeomorfismo
local (exerćıcio 5.5). Estes factos mostram que é nulo o integral acima.

13.5 Mapa de Gauss e Operador de forma

Seja Xn ⊂ Rn+1 uma variedade compacta e sem bordo com dimensão n.
Pelo Teorema de separação Jordan-Brouwer (12.0.1), Xn é o bordo uma
variedade compacta Zn+1 ⊂ Rn+1. Em particular Xn é uma variedade
orientada com a orientação induzida por Zn+1 no bordo (exerćıcio 12.5).

Consideremos de novo o mapa de Gauss N : Xn → Sn, introduzido na
secção 11.2, definido por N(x) := ν(x) ∈ Sn, onde ν ∈ X∞⊥ (Xn) é o campo
normal exterior de Zn+1.

Proposição 13.5.1. Dado x ∈ Xn, a derivada DNx : TxX → TN(x)Sn induz
um operador auto-adjunto DNx : TxX → TxX no espaço Euclideano TxX.

Proof. A derivada do mapa de Gauss DNx : TxX → TN(x)Sn transforma os

espaço tangente TxX em TN(x)Sn = N(x)⊥ = TxX.
Dada uma parametrização φ : U → Xn da variedade Xn, definida num

aberto U ⊂ Rn, temos

N(φ(x)) · ∂φ
∂xi

(x) = 0

para todo x ∈ U . Derivando esta relação em xj obtemos

∂φ

∂xi
(x) ·DNφ(x))

∂φ

∂xj
(x) +N(φ(x)) · ∂2φ

∂xi∂xj
(x) = 0.

Logo

∂φ

∂xi
(x) ·DNφ(x))

∂φ

∂xj
(x) = −N(φ(x)) · ∂2φ

∂xi∂xj
(x)

=
∂φ

∂xj
(x) ·DNφ(x))

∂φ

∂xi
(x),

para todo x ∈ U , i, j = 1, . . . , n. Como { ∂φ∂x1 (x), . . . , ∂φ∂xn (x)} é uma base de
Tφ(x)X, isto prova que o operador DNφ(x) é auto-adjunto.

Chama-se operador de forma da hipersuperf́ıcie (X,x) ao operador auto-
adjunto −DNx : TX → TxX. Este nome resulta da seguinte relação entre
a segunda forma fundamental (Definição 14.12.1) de (X,x) e o operador de
forma (exerćıcios 13.8 e 13.9):

Bx(u, v) = − (u ·DNx(v)) N(x) u, v ∈ TxX.
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Dados x e v ∈ TxX com ‖v‖ = 1, seja Πx(v) o plano normal a (X,x)

Πx(v) := {tN(x) + s v : t, s ∈ R},

e designemos por κx(v) a curvatura da curva plana X ∩ Πx(v) no ponto x,
i.e., o produto interno do vector de curvatura de X ∩Πx(v) no ponto x com
o vector normal N(x). Chamaremos a κx(v) a curvatura normal de (X,x)
segundo a direcção v ∈ TxX.

Figure 13.1: Curvatura normal κx(v) segundo uma direcção v.

As curvaturas normais de (X,x) são dadas pela forma quadrática associada
ao operador de forma.

Proposição 13.5.2. Dados x ∈ X e v ∈ TxX com ‖v‖ = 1,

κx(v) = −v ·DNx(v).

Proof. Seja γ(t) uma parametrização suave de X ∩Πx(v) pelo comprimento
de arco, i.e., ‖γ′(t)‖ = 1, tal que γ(0) = x e γ′(0) = v. Derivando a relação
γ′(t) ·N(γ(t)) = 0, como γ′′(0) é o vector curvatura de X ∩Πx(v) no ponto
x, obtemos

κx(v) = γ′′(0) ·N(x) = γ′′(0) ·N(γ(0))

= −γ′(0) ·DNγ(0)(γ
′(0)) = −v ·DNx(v).

Os valores próprios do operador de forma −DNx dizem-se as curvaturas
principais da hipersuperf́ıcie (X,x).
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Pelo exerćıcio 3.18, as curvaturas principais são os pontos cŕıticos da
forma quadrática κx : Sx → R, v 7→ κx(v), definida sobre a superf́ıcie esférica

Sx := {v ∈ TxX : ‖v‖ = 1}.

Em particular as curvaturas normais máxima e mı́nima

κmax(x) := max
v∈Sx

κx(v) e κmin(x) := min
v∈Sx

κx(v)

estão entre as curvaturas principais. Destas considerações resulta o facto
seguinte.

Proposição 13.5.3. O determinante de operador de forma det(−DNx) é o
produto das curvaturas principais de (X,x).

Em dimensão dois, n = 2, o númeroK(x) := det(DNx) diz-se a curvatura
Gaussiana de (X,x). Neste caso,

K(x) = κmax(x)κmin(x)

é o produto das curvaturas normais máxima e mı́nima.

As curvaturas principais duma superf́ıcie X ⊂ R3 descrevem o modo
como ela se curva no ambiente R3 sendo por isso conceitos de geometria
extŕınseca. Surpreendentemente a curvatura Gaussiana K, definida em
termos das curvaturas principais, é um conceito de geometria intŕınseca.
Ela é preservada por isometrias entre superf́ıcies, resultado provado por Carl
Friedrich Gauss em 1825, conhecido como o seu Teorema Egregium.

Dada uma parametrização φ : U → X duma superf́ıcie X chama-se
matriz da métrica de X (no sistema de coordenadas definido por φ) à função
matricial Gφ : U → MatS2 ,

Gφ(x) :=

(
∂φ

∂xi
(x) · ∂φ

∂xj
(x)

)
1≤i,j≤2

Esta matriz representa o produto interno no espaço tangente Tφ(x)X. A
derivada Dφx : Rn → Tφ(x)X é uma isometria se considerarmos em Rn o
produto interno definido pela matriz Gφ(x). O Teorema Egregium segue do
seguinte facto:

Teorema 13.5.1 (Gauss). Sejam X ⊂ R3 uma superf́ıcie e K : X → R a
sua curvatura Gaussiana. Dada uma parametrização φ : U → X de X, é
posśıvel exprimir a curvatura Gaussiana (K ◦φ)(x) em função das derivadas
da matriz da métrica Gφ : U → MatS2 .

Proof. Ver [3, Secção 4-3].
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13.6 Teorema de Gauss-Bonnet

Teorema 13.6.1. Seja Xn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta, sem
bordo de dimensão n par. Então Xn tem curvatura total∫

X
det(DN) volX =

χ(X)

2
vol(Sn)

Proof. Basta aplicar o Teorema 13.4.1 ao mapa de Gauss N : Xn → Sn e
depois usar o Lemma 13.6.1.

Lema 13.6.1. Seja Xn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta, sem bordo
de dimensão n par. Então

deg(N) =
χ(X)

2
.

Proof. Dado v ∈ Sn seja ξv ∈ X∞(X) o campo de vectores definido por

ξv(x) := PTxX(v) = v − (v ·N(x))N(x).

Observemos que são equivalentes as afirmações x ∈ N−1{−v, v}, N(x) = ± v
e (ξv)(x) = 0, pelo que N−1{−v, v} = N−1{v} ∪N−1{−v} é o conjunto as
singularidades do campo ξv.

Se N(x) = ±v, dado um vector w ∈ TxX, pela Proposição 13.5.1 temos
v ·DNx(w) = 0 e então

(Dξv)x(w) = −v ·DNx(w)N(x)− (x ·N(x))DNx(w)

= −(x ·N(x))DNx(w) = ∓DNx(w).

Logo v é um valor regular dos mapas N e −N se somente se todas as
singularidades do campo ξv são não degeneradas, i.e., ξv é um campo de
Morse.

Pelo Teorema de Sard (5.1.1) existe um vector v ∈ Sn que seja simultâneamente
um valor regular dos mapas N e −N , e o campo ξv é de Morse. Pelo Teorema
de Poincaré-Hopf (11.2.1)

χ(Xn) =
∑

x∈ξ−1
v (0)

sgn(det(Dξv)x) =
∑

x∈N−1{−v,v}

sgn(det(±DNx))

=
∑

x∈N−1{−v}

sgn(det(−DNx)) +
∑

x∈N−1{v}

sgn(det(DNx))

= deg(N) + deg(N) = 2 deg(N).

No último passo calculamos o grau de Brouwer do mapa N , usando que
v e −v são valores regulares de N . Porque n é par temos det(−DNx) =
detDNx.
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Em dimensão 2 o Teorema 13.6.1 é precisamente o Teorema de Gauss-
Bonnet.

Corolário 13.6.1. Seja X ⊂ R3 uma superf́ıcie compacta, sem bordo.
Então ∫

X
K dA = 2π χ(X).

Uma demonstração do Teorema de Gauss-Bonnet usando um argumento
de geometria intŕınseca pode ser vista em [3].

13.7 Exerćıcios

Ex 13.1. Mostre que a medida de Lebesgue voln satisfaz as seguintes propriedades
sobre a classe dos paraleleṕıpedos. Quaisquer que sejam i = 1, . . . , n, λ ∈ R,
e h =

∑
j 6=i λj vj combinação linear dos vectores vj com j 6= i,

(a) voln (P (v1, . . . , λ vi, . . . , vn)) = |λ| voln (P (v1, . . . , vi, . . . , vn)),

(b) voln (P (v1, . . . , vi + h, . . . , vn)) = voln (P (v1, . . . , vi, . . . , vn)).

Ex 13.2. Seja σ uma orientação em Rn. Mostre que a função volume
orientado Vσ : (Rn)n → R é uma forma multilinear alternada, i.e., quaisquer
que sejam i, j = 1, . . . , n (i < j), v1, . . . , vn, ui ∈ Rn e λ ∈ R,

(a) Vσ(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . vn) = −Vσ(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . vn),

(b) Vσ(v1, . . . , λ vi, . . . , vn) = λVσ(v1, . . . , vi, . . . , vn),

(c) Vσ(v1, . . . , vi+ui, . . . , vn) = Vσ(v1, . . . , vi, . . . , vn)+Vσ(v1, . . . , ui, . . . , vn),

(d) Vσ(v1, . . . vn) = 0 se v1, . . . , vn forem linearmente dependentes.

Sugestão: Use o exerćıcio 13.1 (a) para provar a aĺınea (b) deste. Observe
que (b) implica (c) no caso em que ui e vi são colineares. Use o exerćıcio 13.1
(b) para reduzir a aĺınea (c) à (b).

Ex 13.3. Seja f : X → Y um difeomorfismo. Mostre que todo o Boreliano
A ∈ B(Y ), ∫

f−1(A)
|det(Df)| dvolX = volY (A).

Um espaço topológicoX diz-se um espaço de Lindelöf se toda a cobertura
aberta de X admitir uma sub-cobertura numerável.
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Ex 13.4. Mostre que toda a variedade é um espaço de Lindelöf.
Sugestão: Veja que para todo a aberto U ⊂ Rn existe uma sucessão
crescente de conjuntos compactos K1 ⊂ K2 ⊂ . . . tal que U = ∪j≥1Kj .
Conclua que U é um espaço de Lindelöf. Finalmente, toda a variedade de
dimensão n é uma união numerável de conjuntos difeomorfos a abertos de
Rn.

Ex 13.5. Seja X ⊂ RN uma variedade de dimensão 1 e f : [0, 1] → X um
difeomorfismo. Mostre que o volume Riemanniano da curva X coincide com
o seu comprimento

volX(X) =

∫ 1

0
‖f ′(t)‖ dt.

Ex 13.6. Seja X ⊂ R3 uma superf́ıcie e φ : U → X um difeomorfismo,
definido num aberto U ⊂ R2. Mostre que o volume Riemanniano da superf́ıcie
X coincide com a sua área

volX(X) =

∫
U

∥∥∥∥ ∂φ∂x1
× ∂φ

∂x2

∥∥∥∥ dx1 dx2.

Sugestão: Dados u, v ∈ R3, ‖u× v‖ é a área do paralelogramo P (u, v).

Ex 13.7. Dada uma aplicação suave f : [0, b] → R, seja X a superf́ıcie de
revolução obtida rodando o gráfico Gf := {(x, y, 0) : x ∈ [a, b], y = f(x)} em
torno do eixo dos xx em R3. Mostre que a área (volume Riemanniano) de
X é dada por

volX(X) = 2π

∫ b

a
f(t)

√
1 + f ′(t)2 dt.

Os dois exerćıcios seguinte justificam o nome dado ao operador de forma:

Ex 13.8. Seja Xn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta sem bordo. Prove
a seguinte relação entre a segunda forma fundamental e o operador de forma
de X no ponto p ∈ X:

Bp(u, v) = − (u ·DNp(v)) N(p) u, v ∈ TpX.

Sugestão: Dados u, v ∈ TpX considere o campo ξu ∈ X∞(Xn) definido por
ξu(x) := u− (u ·N(x))N(x). Veja que ξu(p) = u e

(Dξu)p(v) = − (u ·DNp(v)) N(p).

Ex 13.9. O gráfico da forma quadrática κp : TpX → R, κp(v) = −v·DNp(v),
descreve numa aproximação de segunda ordem a forma da hipersuperf́ıcie
X no ponto p.
Sugestão: Use a Proposição 14.12.2.

Ex 13.10. Seja Xn ⊂ Rn+1 a superf́ıcie duma esfera de raio R, e N : Xn →
Sn o seu mapa de Gauss. Mostre que detDN é constante igual a 1

RN
.
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Ex 13.11. Dados 0 < a < b, seja C a circunferência no plano z = 0 de
centro na origem e raio b, e X o 2-toro formado pelo bordo da vizinhança
tubular Va(C). Descreva os conjuntos de pontos onde a curvatura Gaussiana
de X é respectivamente, nula, positiva e negativa, e qual o comportamento
do mapa de Gauss N : X → S2 em cada uma destas regiões.

Uma superf́ıcie simplicial é um complexo simplicial K (ver definição no
apêndice 14.11) de dimensão 2 tal que |K| seja uma variedade topológica
(sem bordo) de dimensão 2.

Dada uma superf́ıcie simplicial K, K0 é um conjunto de pontos, os
vértices de K, K1 é um conjunto de segmentos de recta, as arestas de K, e
K2 é um conjunto de triângulos, as faces de K.

Dado v ∈ K0, designamos por VK(v) a união de todos os triângulos
∆ ∈ K2 tais que v ∈ ∆. O conjunto VK(v) é uma vizinhança do vértice v
em |K|. Designamos por SK(v) o bordo desta vizinhança, que é a união de
todos os lados opostos a v nos triângulos ∆ ∈ K2 com v ∈ ∆.

Ex 13.12. Seja K uma superf́ıcie simplicial. Mostre que

(a) Para cada aresta ` ∈ K1 existem exactamente duas faces ∆,∆′ ∈ K2

tais que ` = ∆ ∩∆′.

(b) Para cada vértice v ∈ K0, o conjunto SK(v) é conexo.

Sugestão: Seja ` ∈ K1 uma aresta de K e tome um ponto p ∈ |K| interior
a esta aresta. Supondo que ` está contida no bordo de exactamente 0, 1
ou k ≥ 3 triângulos ∆ ∈ K2, encontre (em cada caso) uma propriedade
topológica que permita diferenciar (|K|, p) de (R2, 0).

Supondo que para um vértice v ∈ K0, SK(v) é desconexo, mostre que
VK(v) \ {v} é também desconexo. Conclua que (VK(v), v) ' (|K|, v) não é
localmente homeomorfo a (R2, 0).

Ex 13.13. Seja K um complexo simplicial de dimensão 2 simplicial satisfazendo
as condições (a) e (b) do exerćıcio 13.12. Mostre que K é uma superf́ıcie
simplicial.
Sugestão: Para cada v ∈ K0, (VK(v), v) é localmente homeomorfo a (R2, 0).

Dada uma superf́ıcie simplicial K e um vértice v ∈ K0 define-se a
curvatura κ(v) de (|K|, v) como sendo

κ(v) = 2π −
∑

∆∈K2
v∈∆

∠(∆, v),

onde ∠(∆, v) representa o ângulo do triângulo ∆ medido no vértice v. Nos
pontos interiores às faces em K2 é natural considerar que a curvatura é nula.
Nas arestas em K1 também (porquê?).
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Ex 13.14. Seja K uma superf́ıcie simplicial. Prove a seguinte versão discreta
do Teorema de Gauss-Bonnet,∑

v∈K0

κ(v) = 2π χ(|K|).

Sugestão: Escrevendo V = #K0, A = #K1 e F = #K2, pela fórmula de
Euler (corolário 8.10.1) temos V −A+ F = χ(|K|). Use a conclusão (a) do
exerćıcio 13.12 para relacionar A com F .

Chama-se poliedro a qualquer intersecção finita de semi-espaços

H = {x ∈ Rn : x · v ≤ c}.

Um poliedro compacto diz-se um politopo.

Ex 13.15. Mostre que para qualquer politopo P ⊂ R3 com interior não
vazio, ∑

v vértice de P

κ(v) = 4π,

com κ(v) definido do mesmo modo que no exerćıcio anterior.
Sugestão: Reduza o problema ao exerćıcio 13.14.
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Apêndices

14.1 Derivadas Totais

Nesta secção propomos alguns problemas de cálculo diferencial sobre a manipulação
algébrica de derivadas totais. Vamos considerar funções parciais f : V → V ′

entre espaços vectoriais reais de dimensão finita V e V ′ cujos domı́nios serão
sempre conjuntos abertos.

Uma aplicação f : U ⊂ V → V ′ diz-se diferenciável se para cada p ∈ U
existir uma aplicação linear Dfp ∈ L(V, V ′) tal que

lim
x→p

f(x)− f(p)−Dfp(x− p)
‖x− p‖

= 0.

Chama-se derivada total de f à aplicação Df : U → L(V, V ′), p 7→ Dfp.
A aplicação f : U ⊂ V → V ′ diz-se de classe C1 se for diferenciável e
Df : U → L(V, V ′) for cont́ınua. Mais geralmente dizemos, recursivamente,
que f é de classe Ck, com k ∈ N, k ≥ 1, se f for de classe C1 e Df for
de classe Ck−1. Finalmente, f diz-se de classe C∞ se for de classe Ck para
todo k ∈ N.

Proposição 14.1.1 (Regra da Cadeia). Dadas aplicações f : U ⊂ V → V ′

e g : U ′ ⊂ V ′ → V ′′ diferenciáveis tais que f(U) ⊂ U ′, a aplicação g ◦ f :
U → V ′′ é diferenciável e ∀x ∈ U, v ∈ V ,

D(g ◦ f)x(v) = Dgf(x)(Dfx(v)).

Usaremos a notação D[ e(x) ]x=p(v) para designar a derivada total duma
aplicação f definida pela expressão f(x) := e(x) sem ter de a nomear.

Ex 14.1 (Derivadas Parciais). Dada uma aplicação f : U ⊂ V × V ′ → V ′′

diferenciável mostre que ∀ (a, b) ∈ U, (u, v) ∈ V × V ′,

Df(a,b)(u, v) = D[ f(x, b) ]x=a(u) +D[ f(a, y) ]y=b(v).

As expressõesD[ f(x, b) ]x=a eD[ f(a, y) ]y=b representam as derivadas parciais
de f .

237
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Ex 14.2 (Regra de Leibnitz). Dada uma aplicação bilinear β : V1×V2 → V3

e f : U ⊂ V → V1, g : U ⊂ V → V2 aplicações diferenciáveis, a aplicação
U 3 x 7→ β(f1(x), f2(x)) ∈ V3 é diferenciável e

D[β(f1(x), f2(x)) ]x=p(v) = β((Df1)p(v), f2(p)) + β(f1(p), (Df2)p(v)).

Ex 14.3. Considere a aplicação i : U ⊂ Matn(R)→ Matn(R), i(A) := A−1

definida sobre o aberto U das matrizes invert́ıveis. ∀ A ∈ U , B ∈ Matn(R),

DiA(B) = −A−1BA−1.

Sugestão: A aplicação i é definida implicitamente pela relação i(A)A = I.

Seja f : U ⊂ V → V ′ uma aplicação de classe C2. Chama-se segunda
derivada total de f no ponto x ∈ U à aplicação bilinear D2fx : V ×V → V ′,
definida por D2fx(u, v) := D(Df)x(u)(v).

Ex 14.4. Se f : U ⊂ V → V ′ for de classe C2, ∀x ∈ U, u, v ∈ V ,

D(Df)x(u)(v) = D(Df)x(v)(u).

Em particular a aplicação bilinear D2fx : V × V → V ′ é simétrica.
Sugestão: Defina ϕ(s, t) := f(x+ su+ tv) e mostre que as duas derivadas

acima coincidem com ∂2ϕ
∂s∂t(0, 0) = ∂2ϕ

∂t∂s(0, 0).

Ex 14.5 (Segunda derivada da composta). Dadas aplicações f : U ⊂ V →
V ′ e g : U ′ ⊂ V ′ → V ′′ de classe C2 tais que f(U) ⊂ U ′, a aplicação
g ◦ f : U → V ′′ é de classe C2 e ∀x ∈ U, u, v ∈ V ,

D2(g ◦ f)x(u, v) = D2gf(x)(Dfx(u), Dfx(v)) +Dgf(x)(D
2fx(u, v)).

14.2 Formas Normais de Jordan

Resumimos aqui alguns conceitos da teoria espectral das matrizes reais e
complexas. A versão complexa desta teoria está muito bem resumida no
livro de Álgebra Linear [10].

Dada uma matriz A ∈ Matn(C), o polinómio

pA(λ) := det(A− λI)

diz-se o seu polinómio caracteŕıstico. As ráızes deste polinómio dizem-se
os valores próprios de A. A ordem de um valor próprio enquanto raiz do
polinómio pA(λ) diz-se a sua multiplicidade algébrica.

Chama-se espectro de A ao conjunto dos seus valores próprios

spec(A) := {λ ∈ C : det(A− λ I) = 0}.
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Dado λ ∈ spec(A) o subespaço vectorial

Nuc(A− λI) := {v ∈ Cn : (A− λI)v = 0} = {v ∈ Cn : Av = λv}

diz-se o subespaço próprio associado a λ e os vectores não nulos deste
subespaço dizem-se vectores próprios de A.

Mais geralmente, a cadeia ascendente de subespaços vectoriais

Nuc[(A− λI)] ⊆ Nuc[(A− λI)2] ⊆ · · · ⊆ Nuc[(A− λI)k] ⊆ · · ·

estabiliza a partir da multiplicidade algébrica de λ num subespaço que
denotaremos por Eλ(A) e se diz o subespaço próprio generalizado associado
a λ. Os vectores não nulos deste subespaço dizem-se vectores próprios
generalizados de A.

Teorema 14.2.1. Para qualquer matrizA ∈ Matn(C), os subespaços complexos
Eλ(A) são invariantes por A e vale a seguinte decomposição:

Cn =
⊕

λ∈spec(A)

Eλ(A)

Proof. Ver teorema A2.3 em [10].

Dados λ ∈ C e k ∈ N, uma matriz da forma

Jλ(k) :=



λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
0 0 λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ


∈ Matk(C)

diz-se um bloco de Jordan (complexo). Chama-se forma normal de Jordan
complexa a qualquer matriz diagonal por blocos

J =


J1 0 · · · 0
0 J2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Jl

 ∈ Matk(C)

cujos elementos na diagonal, Ji, sejam blocos de Jordan.
Chama-se cadeia de vectores próprios generalizados deA a uma sequência

de vectores {v1, . . . , vk} ⊂ Eλ(A) tal que e

(A− λI)v1 = 0 e (A− λI)vj+1 = vj ∀ 1 ≤ j < k.

Os elementos de uma cadeia de vectores próprios generalizados são sempre
linearmente independentes formando por isso uma base do subespaço por
eles gerado. A acção deA deixa este subespaço invariante sendo representada
pela matriz, bloco de Jordan, Jλ(k). Prova-se que o subespaço Eλ(A) admite
uma base formada por cadeias de vectores próprios generalizados,
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Teorema 14.2.2. Para qualquer matriz A ∈ Matn(C), existe uma base na
qual A é representada por uma formal normal de Jordan.

Proof. Ver teorema A2.5 em [10].

Este teorema mostra que toda a matriz em Matn(C) é conjugada a uma
forma normal de Jordan. As formas normais de Jordan são os representantes
canónicos das classes de conjugação em Matn(C).

Dada uma matriz A ∈ Matn(R) e um valor próprio λ ∈ spec(A), seja

Ẽλ(A) := Re[Eλ(A)] + Im[Eλ(A)].

Quando λ ∈ R, Ẽλ(A) = Re[Eλ(A)] = Im[Eλ(A)] é um subespaço real
invariante por A. Neste caso podemos tomar uma base de formada por
cadeias de vectores próprios generalizados em Ẽλ(A). Relativamente a esta
base, a acção de A neste subespaço é representada por uma forma normal
de Jordan, constitúıda por de blocos de Jordan reais associados a λ.

Caso contrário, se λ ∈ C \ R, temos que

Ẽλ(A) = Re[Eλ(A)]⊕ Im[Eλ(A)] = Ẽλ(A)

é um subespaço real invariante por A.

Teorema 14.2.3. Para qualquer matriz A ∈ Matn(R), os subespaços reais
Ẽλ(A) são invariantes por A e vale a seguinte decomposição:

Rn =
⊕

λ∈spec(A)
Imλ≥0

Ẽλ(A)

Dado λ = α+ iβ ∈ C \ R, definimos Jα,β(2k) ∈ Mat2k(R) como sendo a
matriz obtida de Jλ(k) efectuando as seguintes substituições

0 7→
[
0 0
0 0

]
, 1 7→

[
1 0
0 1

]
, λ 7→

[
α −β
β α

]
.

Chamam-se blocos de Jordan reais às matrizes Jλ(k) com λ ∈ R e Jα,β(2k)
com α, β ∈ R. Finalmente, chama-se forma normal de Jordan real a qualquer
matriz diagonal por blocos em Matn(R) cujos elementos na diagonal sejam
blocos de Jordan reais. indexmatriz!bloco de Jordan real indexmatriz!forma
normal de Jordan real

Dado λ = α+ iβ ∈ spec(A), λ /∈ R, seja {v1 + iw1, v2 + iw2, . . . , vk+ iwk}
uma cadeia de vectores próprios generalizados em Eλ(A). Então os vectores
conjugados {vl − iwl : 1 ≤ l ≤ k} formam uma cadeia de vectores próprios
generalizados em Eλ(A). A famı́lia de vectores {v1, w1, v2, w2, . . . , vk, wk}
gera um subespaço de Ẽλ(A) que é invariante por A e no qual a acção
desta matriz é representada pelo bloco de Jordan real Jα,β(2k). Destas
considerações e dos teoremas espectrais 14.2.1 e 14.2.2 obtemos o resultado
seguinte:
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Teorema 14.2.4. Para qualquer matriz A ∈ Matn(R), existe uma base na
qual A é representada por uma formal normal de Jordan real.

Este teorema mostra que toda a matriz em Matn(R) é conjugada a uma
forma normal de Jordan real. Tal como no caso anterior, as formas normais
de Jordan reais são os representantes canónicos das classes de conjugação
em Matn(R).
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14.3 Teorema de Stone-Weierstrass

Dado um espaço topológico compacto X, o espaço C(X,R) das funções
cont́ınuas f : X → R é uma álgebra de Banach comutativa com a operação
de multiplicação de funções usual e a norma do máximo

‖f‖∞ := max
x∈X
|f(x)|.

Seja A uma sub-álgebra de C(X,R). Dizemos que A separa pontos se
quaisquer que sejam p 6= q em X, existe uma função h ∈ A tal que h(p) 6=
h(q). Dizemos que A se anula num ponto p ∈ X se h(p) = 0 para toda a
função h ∈ A.

Teorema 14.3.1 (Stone-Weierstrass). Toda sub-álgebra de A ⊂ C(X,R)
que separe pontos e não se anule em nenhum ponto é densa em C(X,R).

Proof. Ver [20, Theorem 7.33].

Consideremos o espaço C(X,RN ) dos mapas cont́ınuos f : X → RN . A
multiplicação de aplicações componente a componente,

(f g)(x) := ( f1(x) g1(x), . . . , fN (x) gN (x) ) ,

faz deste espaço uma álgebra comutativa, cuja unidade multiplicativa é a
função constante 1 = (1, . . . , 1) com todas as componentes iguais a um.
Consideremos neste espaço a norma do máximo

‖f‖∞ := max
x∈X

max
1≤i≤N

|fi(x)|

que faz dele um espaço de Banach. Com a multiplicação introduzida acima
o espaço C(X,RN ) é também uma álgebra de Banach comutativa, porque

‖1‖∞ = 1 e ‖f g‖∞ ≤ ‖f‖∞ ‖g‖∞ .

Existe um isomorfismo (isométrico) de álgebras de Banach

Θ: C(X,RN )→ C(X × {1, . . . , N},R)

que identifica o mapa f = (f1, . . . , fN ) : X → RN com a função f̃ =
Θ(f) : X × {1, . . . , N} → R, definida por f̃(x, i) := fi(x).

Suponhamos que X é um subespaço compacto de Rn. Seja Pol(Rn,RN )
a álgebra das funções polinomiais P : Rn → RN , e Pol(X,RN ) a sub-álgebra
de C(X,RN ) formada pelas restrições a X de funções em Pol(Rn,RN ).
Esta sub-álgebra não se anula em nenhum ponto, porque contém a função
constante 1, e separa pontos uma vez que contém as restrições a X das
funções lineares πi : x 7→ xi, com 1 ≤ i ≤ N .

Aplicando o Teorema 14.3.1 à álgebra de Banach C(X × {1, . . . , N},R)
obtemos:

Corolário 14.3.1. A subálgebra Pol(X,RN ) é densa em C(X,RN ).
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14.4 Categorias e Functores

Uma categoria C consiste num conjunto de objectos Obj(C) e num conjunto
de morfismos M(C), munidos de uma aplicação

Mor: Obj(C)×Obj(C)→ 2M(C), (X,Y ) 7→ MorC(X,Y ),

que a cada par de objectosX,Y ∈ Obj(C) associa um subconjunto MorC(X,Y ) ⊂
M(C) de morfismos, e uma operação de composição

◦ : MorC(Y, Z)×MorC(X,Y )→ MorC(X,Z), (f, g) 7→ f ◦ g,

definida para cada triplo de objectos X,Y, Z ∈ Obj(C), satisfazendo os
seguintes axiomas:

(a) (Associatividade) Dados morfismos f ∈ MorC(X,Y ), g ∈ MorC(Y,Z)
e h ∈ MorC(Z,W ),

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

(b) (Identidade) Para cada objecto X ∈ Obj(C) existe um morfismo idX ∈
MorC(X,X) que é o elemento neutro da composição, i.e., tal que

idY ◦ f = f = f ◦ idX ∀ f ∈ MorC(X,Y ).

Alguns exemplos:

(a) Categoria dos Conjuntos:

� Obj := {X : X é um conjunto }
� Mor(X,Y ) := Y X = {f : X → Y : f é uma aplicação}

(b) Categoria dos Espaços Lineares:

� Obj := {E : E é um espaço linear }
� Mor(E,F ) := L(E,F ) = {L : E → F : L é linear }

(c) Categoria dos Grupos:

� Obj := {G : G é um grupo }
� Mor(G,G′) := Hom(G,G′) = {f : G→ G′ : f é um morfismo de grupos }

(d) Categoria Topológica:

� Obj := {X : X é um espaço topológico }
� Mor(X,Y ) := C(X,Y ) = {f : X → Y : f é cont́ınua }

(e) Categoria das Variedades:
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� Obj := {X : X é uma variedade }
� Mor(X,Y ) := C∞(X,Y ) = {f : X → Y : f é suave }

(f) Categoria das Variedades Pontuadas:

� Obj := {(X,x) : X é uma variedade e x ∈ X}
� Mor((X,x), (Y, y)) = { germes de mapas f : (X,x)→ (Y, y)}

Chama-se germe de um mapa suave f : (X,x)→ (Y, y) à sua classe de
equivalência

[f ] := {g : (X,x)→ (Y, y) : g ≡x f}

onde g ≡x f se existir um aberto U ⊂ X com x ∈ U tal que f |U = g|U .

(g) Categoria Homotópica:

� Obj := {X : X é um espaço topológico }
� Mor(X,Y ) = { classes de homotopia de mapas f : X → Y }

(h) Categoria dos Fibrados Vectoriais:

� Obj := {E : E é um fibrado vectorial }
� Mor(E,F ) = {f : E → F : f é morfismo de fibrados }

Chama-se grupóide a uma categoria C cujos morfismos sejam todos isomorfismos.
Num grupóide o semigrupo G(X) := Mor(X,X) é um grupo, qualquer que
seja o objecto X ∈ Obj. Além disso G(X) ' G(Y ), quaisquer que sejam
X,Y ∈ Obj. De facto, escolhendo f ∈ Mor(X,Y ), temos G(Y ) = {f ◦ h ◦
f−1 : h ∈ G(X)}, sendo a correspondência G(X) 3 h 7→ f ◦ h ◦ f−1 ∈ G(Y )
um isomorfismo de grupos.

Dadas duas categorias C e C′ chama-se functor de C para C′ a um par
de aplicações F : Obj(C) → Obj(C′) e F : M(C) → M(C′) satisfazendo as
propriedades seguintes:

(a) F(idX) = idF(X) para todo X ∈ Obj(C),

(b) F(MorC(X,Y )) ⊂ MorC′(F(X),F(Y )), para quaisquer X,Y ∈ Obj(C),

(c) F(f ◦g) = F(f)◦F(g), para quaisquer f ∈ MorC(Y,Z), g ∈ MorC(X,Y )
e X,Y, Z ∈ Obj(C).

A derivada é um exemplo de um functor entre a categoria das variedades
pontuadas e a categoria dos espaços lineares, que a cada par (X,x) associa o
espaço tangente TxX e cada mapa f : (X,x)→ (Y, y) associa a sua derivada
Dfx : TxX → TyY . Este facto resulta da regra da cadeia (Proposição 1.1.4).
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Como segundo exemplo, da Proposição 1.1.5 segue que a correspondência
que a cada variedade X associa o fibrado tangente TX e a cada mapa suave
f : X → Y associa o morfismo de fibrados Tf : TX → TY , é um functor da
categoria das variedades na categoria dos fibrados vectoriais.

Finalmente existe um functor projectivo da categoria dos espaços lineares
(e das aplicações lineares injectivas) na categoria das variedades que a cada
espaço linear E associa o espaço projectivo P(E) e cada monomorfismo
L : E → F associa o mapa projectivo P(L) : P(E)→ P(F ).

Dados functores F,F′ : C→ D entre categorias C, D, chama-se transformação
natural entre os functores F e F′ a uma correspondência θ que a cada
objecto X ∈ Obj(C) associa um morfismo θX ∈ MorD(F(X),F′(X)) tal
que o seguinte diagrama comuta

F(X)
F(f)−−−−→ F(Y )

θX

y yθy
F′(X) −−−−→

F′(f)
F′(Y )

quaisquer que sejam X,Y ∈ Obj(C) e f ∈ MorC(X,Y ).
As transformações naturais ocorrem abundantemente no âmbito da Topologia

Algébrica. Vejamos um exemplo geométrico ilustrando o conceito. Consideremos
a categoria Lin cujos objectos são os espaços lineares de dimensão finita
e cujos morfismos são as aplicações lineares injectivas (monomorfismos).
Consideremos por outro lado a categoria Var cujos objectos são as variedades
(abstractas ou não) e cujos morfismos são as aplicações suaves.

Um functor trivial entre estas duas categorias associa a cada espaço
linear E a variedade E \ {0} e cada aplicação linear injectiva L : E → F a
aplicação suave L : E \ {0} → F \ {0}.

A projectivização dos espaços lineares e dos monomorfismos (secção 14.6)
determina um segundo functor P : Lin→ Var.

A relação (14.1) mostra que a correspondência que a cada espaço linear
E associa o mapa quociente πE : E \ {0} → P(E) é uma transformação
natural entre estes dois functores.
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14.5 Variedades Abstractas

Seja X um espaço topológico.

Recordemos duas definições do âmbito da Topologia geral: O espaço
X diz-se Hausdorff se quaisquer que sejam x, y ∈ X com x 6= y existirem
abertos U, V ⊂ X tais que x ∈ U , y ∈ V e U ∩ V = ∅. O espaço X diz-se
separável se admitir uma base numerável de abertos.

Definição 14.5.1. Chama-se variedade topológica de dimensão n (n ∈ N)
a um espaço topológico Hausdorff e separável X tal que para cada x ∈ X,
(X,x) seja localmente homeomorfo a (Rn, 0), i.e., existem abertos V ⊂ X
com x ∈ V , U ⊂ Rn com 0 ∈ U , e um homeomorfismo φ : U → V tal que
φ(0) = x.

Um homeomorfismo φ : U → V entre um aberto U de Rn e um aberto
V de X diz-se uma parametrização de X. Dadas duas parametrizações
φ1 : U1 → V1 e φ2 : U2 → V2 de X tais que V1 ∩ V2 6= ∅, o homeomorfismo
(φ2)−1◦φ1 : (φ1)−1(V1∩V2)→ (φ2)−1(V1∩V2) diz-se a mudança de coordenadas
entre φ1 e φ2. Duas parametrizações φ1 e φ2 dizem-se C∞-compat́ıveis se a
mudança de coordenadas (φ2)−1 ◦ φ1 for de classe C∞.

Definição 14.5.2. Chama-se variedade abstracta de dimensão n (n ∈ N)
a uma variedade topológica X de dimensão n munida duma famı́lia de
parametrizações {φi : Ui → Vi}i∈I , definidas em abertos Ui ⊂ Rn, tal que

(a) X = ∪i∈IVi,

(b) φi e φj são C∞-compat́ıveis, quaisquer que sejam i, j ∈ I.

A famı́lia A = {φi : Ui → Vi}i∈I de parametrizações na definição anterior
diz-se uma estrutura diferenciável em X. Relativamente a esta estrutura
diferenciável, uma função f : X → R diz-se diferenciável se o mapa f ◦ φi
for diferenciável para todo i ∈ I.

Proposição 14.5.1. SejamX um espaço topológico, Y ⊂ RN uma variedade
e f : Y → X um homeomorfismo local sobrejectivo. EntãoX é uma variedade
abstracta quando munida da estrutura diferenciávelA = {f◦φ : φ ∈ I}, onde
I é o conjunto das parametrizações suaves de Y , φ : U → Y com U ⊂ Rn
aberto, tais que f |φ(U) : φ(U)→ f(φ(U)) é um homeomorfismo.

Proof. Dadas parametrizações ψ, φ ∈ I, como φ e ψ são suaves, a mudança
de coordenadas entre f ◦ ψ e f ◦ φ

(f ◦ ψ)−1 ◦ (f ◦ φ) = ψ−1 ◦ φ

é de classe C∞.
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Sejam X uma variedade e G ⊂ Dif∞(X) um grupo de difeomorfismos de
X. Dizemos que G é propriamente descont́ınuo em X se para cada x ∈ X
existir um aberto U ⊂ X com x ∈ U tal que para todo g ∈ G, g 6= idX , se
tem U ∩ g(U) = ∅.

Todo o grupo finito G ⊂ Dif∞(X) é propriamente descont́ınuo em X.
Chama-se translação ao difeomorfismo τk : Rn → Rn, τk(x) := x + k. O
grupo das translações G = {τk : k ∈ Zn} ' Zn é um exemplo dum grupo
infinito propriamente descont́ınuo em Rn.

O grupo de difeomorfismos G determina uma relação de equivalência
∼ em X. Dois elementos x, y ∈ X dizem-se equivalentes se existir um
difeomorfismo g ∈ G tal que y = g(x). A classe de equivalência de x ∈ X,

G(x) := {g(x) : g ∈ G},

diz-se a G-órbita de x. Designamos por X/G o espaço quociente

X/G := {G(x) : x ∈ X}

e por p : X → X/G a projecção associada p(x) := G(x). O espaço X/G é
munido da topologia final, a mais fina de todas as topologias que tornam
cont́ınua a projecção p : X → X/G. Por definição, um conjunto U ⊂ X/G é
aberto se p−1(U) é aberto em X.

Proposição 14.5.2. SejamX uma variedade de dimensão n eG ⊂ Dif∞(X)
um grupo de difeomorfismos propriamente descont́ınuo em X. Então

(a) p : X → X/G é um homeomorfismo local,

(b) X/G é uma variedade topológica de dimensão n,

(c) X/G admite uma estrutura de variedade abstracta tal que f : X/G→
R é diferenciável sse f ◦ p : X → R for diferenciável.

Proof. Dado x ∈ X, seja U ⊂ X um aberto tal que x ∈ U e para todo
g ∈ G, g 6= idX , U ∩ g(U) = ∅. Segue que g(U) ∩ g′(U) = ∅ quaisquer que
sejam g, g′ ∈ G com g 6= g′. Logo, definindo U := p(U) temos que p−1(U) =
∪g∈Gg(U) é a união disjunta dos conjuntos abertos g(U), e p|g(U) : g(U)→ U
é um homeomorfismo para cada g ∈ G. Isto prova (a), que p : X → X/G é
um homeomorfismo local.

As aĺıneas (b) e (c) seguem da Proposição 14.5.1.
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14.6 Espaço Projectivo

Dado um espaço linear E, o espaço projectivo P(E) é o quociente do conjunto
E \ {0} pela seguinte relação de equivalência: dois vectores não nulos u, v ∈
E são equivalentes, e escrevemos u ≡ v, se u = λ v para algum escalar
λ ∈ R∗ := R \ {0}. Cada elemento v̂ ∈ P(E) é a classe de equivalência
de um vector não nulo v ∈ E, v̂ := {λ v : λ ∈ R∗}, que se identifica com a
recta gerada por v. Logo P(E) pode ser visto com o conjunto de todos os
subespaços vectoriais de E com dimensão igual a 1.

Em cada espaço linear E há uma aplicação quociente natural

πE : E \ {0} → P(E)

que a cada vector não nulo v ∈ E associa o ponto projectivo πE(v) = v̂
determinado por v. A topologia quociente de P(E) caracteriza-se pelos seus
abertos: um subconjunto U ⊂ P(E) diz-se aberto sempre que (πE)−1(U)
seja aberto em E \ {0}.

Consideremos agora a esfera

S(E) := {v ∈ E : ‖v‖2 = 1}

que é uma variedade compacta e conexa de dimensão n − 1 onde n =
dimE. Por restrição a projecção πE : E \ {0} → P(E) induz uma aplicação
sobrejectiva

πE : S(E)→ P(E).

Como cada ponto v̂ ∈ P(E) tem exactamente duas pré-imagens na esfera,
(πE)−1 = {v,−v}, esta aplicação é localmente injectiva, e sendo cont́ınua
é um homeomorfismo local. Este argumento prova que o espaço projectivo
P(E) é uma variedade topológica compacta e conexa de dimensão n− 1.

O espaço projectivo P(E) pode também ser obtido como quociente da
esfera S(E) pelo grupo G = {id, A} onde designamos por A : S(E) → S(E)
o mapa ant́ıpoda A(v) := −v. Como A é uma involução, i.e., A2 = id,
G é um grupo de ordem 2 propriamente descont́ınuo em S(E). Logo,
pela Proposição 14.5.2, o espaço projectivo P(E) admite uma estrutura de
variedade abstracta tal que f : P(E) → R é uma função diferenciável sse
f ◦ πE : S(E)→ R for diferenciável.

Qualquer monomorfismo L : E → F induz uma aplicação dita projectiva

P(L) : P(E)→ P(F ), P(L)(v̂) := L̂v

que se caracteriza pela comutatividade do seguinte diagrama

E \ {0} L−−−−→ F \ {0}

πE

y yπF
P(E) −−−−→

P(L)
P(F )

. (14.1)
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Quando L não é injectiva também se pode definir a sua projectivização
P(L), mas apenas como uma aplicação parcial, i.e., cujo domı́nio não é todo
o projectivo P(E).

O grupo GL(E) dos automorfismos lineares Φ: E → E tem uma acção
natural no projectivo P(E), definida à custa das aplicações projectivas P(Φ),

· : GL(E)× P(E)→ P(E), Φ · v̂ := P(Φ)v̂.

O espaço projectivo P(E) é o mais simples modelo compacto onde o grupo
GL(E), bem como os seus subgrupos, actuam naturalmente. Estas acções
são habitualmente usadas para analisar a estrutura geométrica destes grupos
de Lie.

Ex 14.6. Os espaços projectivos de dimensão ı́mpar são sempre orientáveis.
Os de dimensão par nunca são.
Sugestão: Use o exerćıcio 6.24 cujo conteúdo permanece válido para variedades
abstractas. O espaço projectivo P(Rn+1) é o quociente da esfera Sn pelo
mapa antipodalA : Rn+1 → Rn+1, A(x) := −x. Veja que P(Rn+1) é orientável
sse A : Rn+1 → Rn+1 preserva a orientação. Conclua, aplicando o exerćıcio 6.20.
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14.7 Fibrados

Seja X uma variedade. Vamos chamar de pré-fibrado vectorial sobre X
qualquer conjunto E ⊂ X × RN tal que, para todo x ∈ X, o conjunto

E(x) := {v ∈ RN : (x, v) ∈ E},

dito a fibra de E no ponto x, seja um subespaço vectorial de RN .
O conjunto X × Rn é um modelo de um pré-fibrado vectorial, que é

referido como o fibrado constante de base X e fibra Rn.

Dados pré-fibrados vectoriais E ⊂ X × RN e F ⊂ Y × RN ′ , onde X
e Y são variedades, chama-se morfismo de fibrados a qualquer mapa suave
Φ: E → F que transforme fibras de E em fibras de F de forma linear. Por
outras palavras, Φ é um morfismo de fibrados se existirem aplicações suaves
f : X → Y e A : X → MatN ′×N (R) tais que A(x)E(x) ⊆ F (f(x)) para todo
x ∈ X, e Φ(x, v) = (f(x), A(x) v) para todo (x, v) ∈ E.

Os pré-fibrados com esta noção de morfismo formam uma categoria. Um
morfismo de fibrados é um isomorfismo se for bijectivo (como aplicação) e a
sua inversa for também um morfismo de fibrados.

Um pré-fibrado que seja isomorfo a um fibrado constante diz-se trivial.
Finalmente chama-se fibrado vectorial a um qualquer pré-fibrado E de base
X que seja localmente trivial, no sentido seguinte: para cada ponto x ∈ X
existe um aberto U ⊂ X com x ∈ U tal que a restrição de E a este aberto

EU := {(x, v) ∈ E : x ∈ U}

seja um fibrado trivial.
Os fibrados vectoriais e os morfismos de fibrados formam uma categoria.

Dada uma variedade X ⊂ RN , o fibrado tangente TX e o fibrado normal
TX⊥ são exemplos de fibrados vectoriais.

Para cada mapa suave entre variedades f : X → Y , o mapa tangente
Tf : TX → TY , definido por Tf(x, v) := (f(x), Dfxv), é um morfismo de
fibrados vectoriais.



14.8. COMBINAÇÕES LINEARES FORMAIS 251

14.8 Combinações Lineares Formais

Dado um conjunto (finito ou infinito) S e um corpo de números K, vamos
definir o espaço K(S) das combinações lineares formais de objectos em S com
coeficientes em K, que corresponde à soma directa de S cópias do corpo K,
também denotada por K(S) = ⊕SK.

Consideremos primeiro o espaço vectorial produto

KS := {f : S → K : f é uma função }.

O suporte duma função f ∈ KS é dado por

supp(f) := {s ∈ S : f(s) 6= 0}.

Definimos K(S) como o conjunto das funções com suporte finito

K(S) := {f ∈ KS : supp(f) é finito }.

Verifica-se facilmente que K(S) é um subespaço vectorial de KS .
Para cada elemento s ∈ S seja es : S → K a função

es(x) :=

{
1 se x = s
0 se x 6= s

que satisfaz supp(es) = {s}.

Proposição 14.8.1. Para cada f ∈ K(S),

f =
∑

s∈supp(f)

f(s) es.

Em particular, {es}s∈S é uma base do espaço vectorial K(S).

Proof. Exerćıcio.

Fazendo as identificações es ≡ s, cada função f ∈ K(S) representa uma
combinação linear formal f =

∑
s αs s onde αs = f(s) ∈ K e a soma está

indexada no suporte de f .
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14.9 Homologia Singular

A Homologia singular satisfaz os axiomas de Eilenberg-Steenrod. Neste
apêndice esboçamos (de forma informal e incompleta) os argumentos que
justificam esta satisfação. Uma abordagem rigorosa ao tema pode por ser
encontrada em [19].

Dada uma famı́lia de espaços topológicos {Xi}i∈I , chama-se soma directa
à união disjunta

⊔
i∈I Xi destes espaços munida da seguinte topologia final.

Por definição, um conjunto U ⊆
⊔
i∈I Xi é aberto se para todo i ∈ I, Xi∩U

for um aberto de Xi.

Proposição 14.9.1. SeX =
⊔
i∈I Xi é uma soma directa de espaços topológicos

então
Hn (X) =

⊕
i∈I

Hn(Xi), ∀n ≥ 0.

Proof. Por construção cada Xi é um subconjunto aberto e fechado do espaço
X. Logo Sn(X) é a união disjunta dos conjuntos Sn(Xi), com i ∈ I, o que
implica que

Cn(X,K) =
⊕
i∈I

Cn(Xi,K).

A decomposição em soma directa ao ńıvel da homologia segue de termos
∂nCn(Xi,K) ⊆ Cn−1(Xi,K), para todo i ∈ I e n ≥ 0, o que por sua vez
implica que Zn(X,K) =

⊕
i∈I Zn(Xi,K), etc.

Proposição 14.9.2. Se f, g : (X,A)→ (Y,B) são mapas cont́ınuos homotópicos
então as aplicações lineares

Hn(f), Hn(g) : Hn(X,A)→ Hn(Y,B)

coincidem.

Proof. Vamos supor que A = B = ∅. Seja λ =
∑

i σi um n-ciclo, i.e., uma n-
cadeia singular tal que ∂λ = 0. Queremos ver que os n-ciclos imagem f∗λ :=∑

i f ◦ σi e g∗λ :=
∑

i g ◦ σi são homólogos. Seja ht uma homotopia entre
f e g. Para cada n-simplexo singular σ definimos h∗σ : [0, 1]×∆n → Y por
(h∗σ)(t, x) = ht ◦ σ(x). Observemos que o prisma [0, 1]×∆n é um poliedro
de dimensão n+1 que se pode decompor numa união de vários simplexos de
dimensão n+1. Identificamos h∗σ com a n+1-cadeia singular, soma dos n+
1-simplexos singulares resultantes dessa decomposição. Designamos por h∗ :
Cn(X,K)→ Cn+1(Y,K) a extensão linear a Cn(X,K) da aplicação Sn(X)→
Cn+1(Y,K), σ 7→ h∗σ. O bordo da cadeia h∗σ tem duas componentes que
correspondem às restrições de σ à base {0} × ∆n e ao topo {1} × ∆n do
prisma [0, 1] × ∆n. Estas componentes identificam-se naturalmente com
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g ◦ σ− f ◦ σ. Além delas, o bordo da cadeia h∗σ tem também componentes
correspondentes às restrições de σ às faces laterais do prisma, faces em
[0, 1]× ∂∆n. A soma destas componentes de h∗σ corresponde exactamente
à cadeia singular h∗∂σ.

Figure 14.1: Invariância por homotopia

Resumindo, é válida a seguinte fórmula de homotopia

∂h∗σ = g ◦ σ − f ◦ σ + h∗∂σ .

Fazendo σ = σi, e somando em i, obtemos

∂h∗λ =
∑
i

∂h∗σi

=
∑
i

g ◦ σi − f ◦ σi +
∑
i

h∗∂σ

= g∗λ− f∗λ+ h∗∂λ

= g∗λ− f∗λ ,

porque ∂λ = 0. Logo, os n-ciclos f∗λ e g∗λ são homólogos.

Para cada par (X,A) de espaços topológicos, e cada inteiro n ≥ 1, existe
um morfismo de bordo

δn = δ(X,A)
n : Hn(X,A)→ Hn−1(A)

definido por δn[τ ] := [∂τ ] ∈ Hn−1(A). Observamos que uma classe de
homologia [τ ] ∈ Hn(X,A) é da forma [τ ] = τ+Bn(X,A) com τ ∈ Zn(X,A),
o que implica que ∂τ ∈ Zn−1(A).

Esta construção é uma transformação natural entre functores homologia
(ver Apêndice 14.4). Se f : (X,A)→ (Y,B) é cont́ınua então
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Hn(X,A)
Hn(f)−−−−→ Hn(Y,B)

δn

y yδn
Hn−1(A) −−−−−→

Hn−1(f)
Hn−1(B)

é um diagrama comutativo.

Proposição 14.9.3. Sejam (X,A) um par de espaços topológicos e i : A→
X e j : (X, ∅) → (X,A) as aplicações de inclusão. Então a sequência de
espaços de homologia associada ao par (X,A)

· · · → Hn(A)
Hn(i)−−−−→ Hn(X)

Hn(j)−−−−→ Hn(X,A)
δn−−−−→ Hn−1(A)→ · · ·

é exacta.

Proof. Os mapas cont́ınuos (A, ∅) i−→ (X, ∅) j−→ (X,A) induzem uma
sequência exacta de morfismos de complexos (Apêndice 14.10)

0→ C∗(A)
C∗(i)−→ C∗(X)

C∗(j)−→ C∗(X,A)→ 0 .

A conclusão segue da Proposição 14.10.5, confirmando que a definição dada
acima do morfismo de bordo δn : Hn(X,A) → Hn−1(A) coincide com a
caracterização apresentada no Apêndice 14.10 a seguir à Proposição 14.10.5.

Proposição 14.9.4. Seja U ⊂ X tal que U ⊂ int(A). Então a aplicação de
inclusão i : (X \ U,A \ U)→ (X,A) induz um isomorfismo

Hn(i) : Hn(X \ U,A \ U)→ Hn(X,A)

Proof. O simplexo singular ∆n pode ser ‘triangulado’ em sub-simplexos
arbitrariamente pequenos. Usando este tipo de decomposição, cada simplexo
singular σ ∈ Sn(X) é homólogo a uma soma

∑
j σj de simplexos singulares

σj arbitrariamente pequenos. Aplicado componente a componente, este
procedimento de subdivisão estende-se a cadeias singulares.

Suponhamos que X é um espaço métrico compacto. Como U ⊂ int(A),
existe δ > 0 tal que todo o subconjunto C ⊂ X com diâmetro diam(C) < δ
que intersecte U está contido em A.

Sobrejectividade de Hn(i).
Dado [λ] ∈ Hn(X,A), Seja

∑
j λj uma decomposição de λ em sub-

simplexos singulares com diâmetro < δ. Seja ε a cadeia singular obtida
somando todos simplexos singulares λi que intersectam U . Podemos decompor
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λ = µ + ε com µ ∈ Cn(X \ U) e ε ∈ Cn(A). Como [λ] ∈ Hn(X,A) temos
∂λ ∈ Zn−1(A). Logo ∂µ = ∂λ−∂ε ∈ Zn(A). De facto, porque µ ∈ Cn(X\U)
temos ∂µ ∈ Zn(A \ U). Isto mostra que µ define uma classe de homologia
[µ] ∈ Hn(X \ U,A \ U) que, via inclusão i : (X \ U,A \ U) → (X,A) se
identifica com a classe de homologia i∗[µ] = [µ] = [λ] ∈ Hn(X,A).

Injectividade de Hn(i).
Seja [λ] ∈ Hn(X \ U,A \ U), tal que i∗[λ] = 0 em Hn(X,A). Então

λ ∈ Cn(X \ U), ∂λ ∈ Zn−1(A \ U). Além disso, porque i∗[λ] = 0 em
Hn(X,A) temos λ = ∂β + µ com β ∈ Cn+1(X) e µ ∈ Zn(A). Subdividindo
podemos decompor β = β′ + ε com ε ∈ Cn+1(A) e β′ ∈ Cn+1(X \ U). Logo
λ = ∂β′ + ∂ε + µ com ∂ε + µ ∈ Zn(A). Por outro lado, como ∂ε + µ =
λ− ∂β′ ∈ Cn(X \U), temos ∂ε+ µ ∈ Zn(A \U). Isto prova que [λ] = 0 em
Hn(X \ U,A \ U).

Proposição 14.9.5. Se X = {p} é um espaço singular,
H0(X,K) ' K e Hn(X,K) = 0, ∀ n > 0.

Proof. Os 0-simplexos singulares em X identificam-se naturalmente com os
pontos de X, e toda a 0-cadeia singular é um 0-ciclo. Dados pontos p, q ∈ X,
a 0-cadeia p− q é o bordo duma 1-cadeia sse existir um caminho cont́ınuo
γ ligando q a p, ou seja tal que p − q = ∂γ. Logo, a classe de homologia
[p] dum ponto p ∈ X identifica-se naturalmente com a componente conexa
(por caminhos) de p na variedade X.

Quando X = {p} a classe de homologia [p] ∈ H0(X,K) é uma base
deste espaço. Por outro lado, Sn(X) é o conjunto singular formado pelo
simplexo singular constante. Logo Cn(X,K) ' K para todo n ≥ 0. Como o
simplexo canónico ∆n tem n+1 faces, o operador de bordo ∂n : Cn(X,K)→
Cn−1(X,K) anula-se quando n+1 é par, sendo um isomorfismo entre espaços
de dimensão 1 quando n + 1 é ı́mpar. Destes factos resulta facilmente que
Hn(X,K) = {0}, para todo n > 0.
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14.10 Álgebra Homológica

Chama-se complexo de cadeias, ou simplesmente complexo, a um par (C∗, ∂∗)
onde C∗ = {Cn}n≥0 é uma famı́lia de espaços vectoriais e ∂∗ = {∂n : Cn →
Cn−1}n≥1 uma famı́lia de aplicações lineares tais que ∂n−1 ◦ ∂n = 0 para
todo n ≥ 1.

Dados dois complexos de cadeias (C∗, ∂∗) e (D∗, ∂∗) chama-se morfismo
de complexos a uma famı́lia f∗ = {fn : Cn → Dn}n≥0 de aplicações lineares
tais que ∂n ◦ fn = fn−1 ◦ ∂n para todo n ≥ 1. Por outras palavras devem ser
comutativos os diagramas seguintes

Cn
fn−−−−→ Dn

∂n

y y∂n
Cn−1 −−−−→

fn−1

Dn−1

.

Dado um espaço topológico X e fixado um corpo K, a sequência de
espaços de cadeias singulares C∗(X,K) := {Cn(X,K)}n≥0 e os respectivos
operadores de bordo ∂n : Cn(X,K)→ Cn−1(X,K) formam um complexo de
cadeias. Mais geralmente, dado um par de espaços topológicos (X,A) a
sequência de espaços {Cn(X,A,K)}n≥0 de cadeias singulares relativas e os
respectivos operadores de bordo ∂n : Cn(X,A,K)→ Cn−1(X,A,K) formam
também um complexo de cadeias.

Cada mapa cont́ınuo f : X → Y determina um morfismo de complexos
C∗(f) := {Cn(f) : Cn(X,K) → Cn(Y,K)}n≥0. Além disso se f : (X,A) →
(Y,B) é um mapa cont́ınuo, i.e., se f : X → Y é uma aplicação cont́ınua tal
que f(A) ⊂ B, então o morfismo C∗(f) : C∗(X,K) → C∗(Y,K) induz um
morfismo de complexos, igualmente denotado por C∗(f), entre os espaços
quociente Cn(X,A,K) := Cn(X,K)/Cn(A,K) e Cn(Y,B,K) := Cn(Y,K)/Cn(B,K).

Proposição 14.10.1. A correspondência que a cada par (X,A) de espaços
topológicos associa o complexo das cadeias singulares C∗(X,A,K), e a cada
mapa cont́ınuo f : (X,A) → (Y,B) associa o morfismo de complexos de
cadeias C∗(f) : C∗(X,A,K)→ C∗(Y,B,K), é um functor da categoria Top2,
dos pares de espaços topológicos, na categoria dos complexos de cadeias.

Proof. Exerćıcio.

Dado um complexo de cadeias (C∗, ∂∗) definem-se os subespaços de n-
ciclos e n-bordos

Zn(C∗) := Nuc(∂n : Cn → Cn−1),

Bn(C∗) := Im(∂n+1 : Cn+1 → Cn).
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Chama-se n-ésimo espaço de homologia de um complexo de cadeias C∗ ao
quociente

Hn(C∗) :=
Zn(C∗)

Bn(C∗)
.

Todo o morfismo de complexos f∗ : C∗ → D∗ transforma Zn(C∗) em
Zn(D∗), e transforma Bn(C∗) em Bn(D∗). Assim, o morfismo de complexos
f∗ induz para cada n ∈ N uma aplicação linear quociente entre os espaços
de homologia

Hn(f∗) : Hn(C∗)→ Hn(D∗).

Proposição 14.10.2. Fixado um inteiro n ≥ 0, a correspondência que a
cada complexo de cadeias (C∗, ∂∗) associa o n-ésimo espaço de homologia
Hn(C∗), e a cada morfismo de complexos f∗ : C∗ → D∗ associa a aplicação
linear Hn(f∗) : Hn(C∗)→ Hn(D∗), é um functor da categoria dos complexos
de cadeias na categoria dos espaços vectoriais.

Proof. Exerćıcio.

Chama-se sequência exacta longa a uma sequência de aplicações lineares
entre espaços vectoriais

· · · −→ En
δn−→ En−1

δn−1−→ En−2 −→ · · · −→ E1
δ1−→ E0

δ0−→ 0

tal que Im(δn) = Nuc(δn−1) para todo n ≥ 1.

Proposição 14.10.3. A sequência de aplicações lineares

0 −→ E
f−→ F −→ 0

é exacta sse f : E → F é um isomorfismo.

Proof. Exerćıcio.

Proposição 14.10.4. Seja

0 −→ E
f−→ F

g−→ G −→ 0

uma sequência de aplicações lineares tal que g ◦ f = 0. Esta sequência é
exacta sse dimF = dimE + dimG.

Proof. Exerćıcio.
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Chama-se sequência exacta curta de morfismos de complexos a uma
sequência

0→ C∗
f∗−→ D∗

g∗−→ E∗ → 0

constitúıda por um par de morfismos de complexos tal que para cada n ≥ 0

0→ Cn
fn−→ Dn

gn−→ En → 0

seja uma sequência exacta de aplicações lineares.

Proposição 14.10.5. Dada uma sequência exacta curta

0→ C∗
f∗−→ D∗

g∗−→ E∗ → 0

de morfismos de complexos existe para cada n ≥ 1 uma aplicação linear
δn : Hn(E∗)→ Hn−1(C∗) tal que

· · · → Hn(C∗)
Hn(f)−−−−→ Hn(D∗)

Hn(g)−−−−→ Hn(E∗)
δn−−−−→ Hn−1(C∗)→ · · ·

seja uma sequência exacta de aplicações lineares.
Além disso, se

0 −−−−→ C∗
f∗−−−−→ D∗

g∗−−−−→ E∗ −−−−→ 0

α∗

y yβ∗ yγ∗
0 −−−−→ C ′∗ −−−−→

f ′∗
D′∗ −−−−→

g′∗
E′∗ −−−−→ 0

for um diagrama comutativo de complexos em que as linhas são sequências
exactas curtas então

· · · → Hn(C∗)
Hn(f)−−−−→ Hn(D∗)

Hn(g)−−−−→ Hn(E∗)
δn−−−−→ Hn−1(C∗)→ · · ·yHn(α) Hn(β)

y Hn(γ)

y Hn−1(α)

y
· · · → Hn(C ′∗)

Hn(f ′)−−−−→ Hn(D′∗)
Hn(g′)−−−−→ Hn(E′∗)

δn−−−−→ Hn−1(C ′∗)→ · · ·

é um diagrama comutativo de complexos em que as linhas são sequências
exactas longas.

Proof. Ver [15].

A aplicação linear δn : Hn(E∗)→ Hn−1(C∗) é definida usando a exactidão
das linhas do seguinte diagrama comutativo

0 −−−−→ Cn
fn−−−−→ Dn

gn−−−−→ En −−−−→ 0

∂n

y y∂n y∂n
0 −−−−→ Cn−1 −−−−→

fn−1

Dn−1 −−−−→
gn−1

En−1 −−−−→ 0

(14.2)
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Dado [x] := x+Bn(E∗) ∈ Hn(E∗) com x ∈ Zn(E∗), porque gn é sobrejectiva
existe y ∈ Dn tal que gn(y) = x. Como gn−1(∂n y) = ∂n(gn(y)) = ∂n x = 0
por exactidão de (14.2) existe z ∈ Cn−1 tal que fn−1(z) = ∂n y.

A aplicação δn : Hn(E∗)→ Hn−1(C∗) é definida por

δn[x] := z +Bn−1(C∗) ∈ Hn−1(C∗), (14.3)

onde z ∈ Zn−1(C∗) porque fn−2 é injectiva e

fn−2(∂n−1 z) = ∂n−1fn−1(z) = ∂n−1∂n y = 0.
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14.11 Complexos Simpliciais

Chama-se simplexo de dimensão n ao invólucro convexo

∆ :=


n∑
j=0

tj pj : tj ≥ 0,

n∑
j=0

tj = 1


dum conjunto de n+ 1 pontos {p0, . . . , pn} ⊂ RN que sejam independentes
do ponto vista afim, i.e., tal que {p0, . . . , pn} ⊂ RN não esteja contido em
nenhum subespaço afim de dimensão < n. As combinações convexas de
qualquer subconjunto {pi0 , pi1 , . . . , pik} ⊂ {p0, . . . , pn} com k + 1 elementos
determinam um simplexo de dimensão k + 1 que se diz uma face de ∆.

Chama-se complexo simplicial a uma famı́lia K de simplexos num espaço
Euclideano RN tal que toda a face dum simplexo em K está em K, e a
intersecção de dois simplexos em em K é uma face comum a ambos. Designa-
se por |K| o subespaço topológico de RN formado pela união de todos os
simplexos em K. A maior dimensão de um simplexo em K diz-se a dimensão
de K e denota-se por dim(K). Definindo

Ki := {∆ ∈ K : dim(∆) = i}, 0 ≤ i ≤ dim(K)

os elementos de K0 dizem-se os vértices de K, enquanto os elementos de K1

se dizem as arestas de K.
O n-simplexo canónico ∆n é um exemplo dum simplexo. Se lhe juntarmos

todas as suas faces obtemos um exemplo dum complexo simplicial, que
continuaremos a denotar por ∆n.

Dados dois complexos simpliciais K e K′, chama-se mapa simplicial a
uma aplicação cont́ınua f : |K| → |K′| tal que para todo o simplexo ∆ ∈ |K|,
f(∆) é um simplexo de K′ e f |∆ : ∆ → f(∆) é a restrição duma aplicação
afim. Os complexos e os mapas simpliciais formam uma categoria.

Dado um complexo simplicial K e um inteiro k ≥ 0, designamos por
Sk(K) o conjunto de todos os mapas simpliciais σ : ∆k → K. Chama-se k-
cadeia de K com coeficientes num corpo K a uma combinação linear formal∑l

j=1 αj σj onde σj ∈ Sk(K) e αj ∈ K para todo j = 1, . . . , l. Designa-se por
Ck(K,K) o espaço de todas as k-cadeias do complexo K. Como um mapa
simplicial σ : ∆k → K é em particular um mapa cont́ınuo σ : ∆k → |K|, toda
a k-cadeia de K é uma k-cadeia singular de |K|. Logo para todo o inteiro
k ≥ 0 temos

Ck(K,K) ⊂ Ck(|K|,K).

Facilmente se verifica que os espaços de cadeias Ck(K,K) ficam invariantes
pelo operador de bordo ∂∗ do complexo de cadeias singulares C∗(|K|,K). A
famı́lia C∗(K,K) = {Cn(K,K)}n≥0 com o operador de bordo induzido forma
assim um complexo de cadeias abstracto.
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Proposição 14.11.1. Os complexos de cadeias simpliciais C∗(K,K) e singulares
C∗(|K|,K) determinam a mesma homologia.

Proof. Ver [19, Teorema 34.3].

Um complexo simplicial K com dim(K) = n diz-se uma variedade simplicial
(sem bordo) se o espaço |K| for uma variedade topológica (sem bordo), i.e.,
se para cada ponto p ∈ |K| existir uma vizinhança aberta de p em |K| que
seja homeomorfa a um aberto de Rn. Toda a variedade simplicial K com
dim(K) = n satisfaz a seguinte propriedade: Para cada simplexo σ ∈ K

com dim(σ) = n − 1 existem exactamente dois simplexos ∆,∆′ ∈ K com
dim(∆) = dim(∆′) = n tais que σ é uma face comum de ∆ e ∆′.

Seja X uma variedade. Chama-se triângulação de X a um par (K, f)
formado por uma variedade simplicial sem bordo K e um homeomorfismo
f : |K| → X.

Teorema 14.11.1. Toda a variedade sem bordoX admite uma triângulação
(K, f). Se X for compacto a variedade simplicial K é finita.

Proof. Ver por exemplo [2].

Seja K uma variedade simplicial finita de dimensão n. Designamos por
Kn o conjunto dos simplexos n-dimensionais de K. Para cada simplexo ∆ ∈
Kn seja σ∆ : ∆n → ∆ um isomorfismo simplicial arbitrariamente escolhido.
Da propriedade mencionada das variedades simpliciais resulta que a cadeia

λK :=
∑

∆∈Kn

σ∆

é um ciclo em Cn(K,Z2). Os bordos cancelam-se dois a dois porque 2 = 0
em Z2. Este ciclo determina uma classe de homologia não nula [λK] ∈
Hn(K,Z2) ' Hn(|K|,Z2).

Numa variedade compacta, conexa e sem bordo X, com dim(X) = n, o
espaço de homologia Hn(X,Z2) tem dimensão 1 e via triângulação admite
um gerador canónico denotado por [λX ].

Dizemos que dois simplexos ∆ e ∆′ de dimensão n são adjacentes se a
sua intersecção for uma face comum de dimensão n−1. Fixadas orientações
em dois simplexos adjacentes ∆ e ∆′, dizemos que elas são compat́ıveis se os
simplexos orientados ∆ e ∆′ induzirem orientações opostas na face comum.

Seja agora K uma variedade simplicial de dimensão n. Vamos chamar
orientação de K à escolha de uma orientação em cada simplexo ∆ ∈ Kn

de modo que as orientações em simplexos adjacentes de dimensão n sejam
sempre compat́ıveis. Chamamos variedade simplicial orientada a uma variedade
simplicial K munida duma orientação.

Do Teorema 14.11.1 resulta:
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Corolário 14.11.1. Toda a variedade orientada sem bordo X admite uma
triângulação (K, f), onde K é uma variedade simplicial orientada.

Figure 14.2: Triângulação orientada do 2-toro

Seja K uma variedade simplicial orientada e finita de dimensão n. Para
cada simplexo ∆ ∈ Kn seja σ∆ : ∆n → ∆ um isomorfismo simplicial que
preserve a orientação, mas de resto arbitrário. Da propriedade mencionada
das variedades simpliciais resulta que a cadeia

λK :=
∑

∆∈Kn

σ∆

é um ciclo em Cn(K,K), qualquer que seja o corpo K. Pela compatibilidade
das orientações em simplexos adjacentes de dimensão n, os bordos cancelam-
se dois a dois. Este ciclo determina uma classe de homologia não nula
[λK] ∈ Hn(K,K) ' Hn(|K|,K).

Numa variedade compacta, conexa e sem bordo X, com dim(X) = n, o
espaço de homologia Hn(X,K) tem dimensão 1 e via triangulação admite
um gerador canónico denotado por [λX ].
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14.12 Geometria Diferencial

Seja X ⊂ RN uma variedade. Neste apêndice introduzimos alguns conceitos
de Geometria Diferencial que descrevem a forma deX enquanto subvariedade
do espaço Euclideano RN .

A estrutura Euclidiana do espaço ambiente RN determina em X uma
estrutura Riemanniana definida pelos produtos internos 〈·, ·〉x induzidos no
espaço tangente TxX pela estrutura Euclidiana de RN . A forma quadrática
associada Ix : TxX → R, Ix(x, v) := 〈v, v〉x = ‖v‖2x, é conhecida como a
primeira forma fundamental de (X,x). Comprimentos, ângulos e distâncias
em X são exemplos de conceitos Riemannianos, que podem ser medidos
usando da primeira forma fundamental. O gradiente duma função (definição 3.5.1)
é outro exemplo dum conceito Riemanniano.

A segunda forma fundamental de (X,x) é uma aplicação bilinear simétrica
Bx : TxX×TxX → TxX

⊥ que numa aproximação de segunda ordem descreve
a forma de (X,x) no seu ambiente Euclideano (ver proposição 14.12.2).

Dados x ∈ X e u, v ∈ TxX definimos

Πx(u, v) := {w ∈ RN : (v, w) ∈ T(x,u)TX}.

Proposição 14.12.1. Seja X ⊂ RN uma variedade. Dados x ∈ X e u, v ∈
TxX, Πx(u, v) é um subespaço afim de RN paralelo a TxX, ou seja um
elemento do espaço quociente RN/TxX. Além disso a aplicação Πx : TxX ×
TxX → RN/TxX é bilinear e simétrica.

Proof. Pelo teorema 2.1.1 para cada ponto p ∈ X existem uma função suave
f : U → Rn−k, definida num aberto U ⊂ Rn contendo p, e um valor regular
b ∈ Rn−k de f tais que X ∩ U = f−1(b).

Pelo exerćıcio 1.23 temos para todo x ∈ X ∩ U que

Πx(u, v) = {w ∈ RN : Dfx(w) +D2fx(u, v) = 0},

e este é um subespaço afim paralelo a

TxX = {w ∈ RN : Dfx(w) = 0}.

A bilinearidade e simetria de Πx seguem das correspondentes propriedades
de D2fx : Rn × Rn → Rn−k.

Definição 14.12.1. A segunda forma fundamental de (X,x) é a aplicação
bilinear simétrica Bx : TxX × TxX → TxX

⊥ onde Bx(u, v) é o único ponto
na intersecção Πx(u, v) ∩ TxX⊥, quaisquer que sejam u, v ∈ TxX.

Proposição 14.12.2. Dada uma variedade X ⊂ RN e um ponto x ∈ X
existem uma função suave gx : V ⊂ TxX → TxX

⊥ definida numa vizinhança
de 0 em TxX tal que
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(a) O gráfico {x+u+ gx(u) : u ∈ V } é uma vizinhança aberta de x em X.

(b) gx(0) = 0, D(gx)0 = 0.

(c) Bx = D2(gx)0.

Proof. Suponhamos que existe uma função suave f : U → Rn−k, num aberto
U ⊂ Rn contendo o ponto x, com um valor regular b ∈ Rn−k tal que X∩U =
f−1(b). Pelo Teorema 1.2.1 (Função impĺıcita) existe uma aplicação suave
gx : V ⊂ TxX → TxX

⊥, definida numa vizinhança V ⊂ TxX de u = 0, tal
que para todo u ∈ TxX

f(x+ u+ gx(u)) = b. (14.4)

Derivando (14.4) em u, na direcção dum vector v ∈ TxX obtemos para
todo v ∈ TxX

Dfx+u+gx(u)(v +D(gx)u(v)) = 0. (14.5)

Fazendo u = 0 nesta relação, como Dfx(v) = 0 obtemos Dfx(D(gx)0(v)) =
0. Logo porque Dfx|TxX⊥ : TxX

⊥ → Rn−k é um isomorfismo segue que
D(gx)0(v) = 0 para todo v ∈ TxX, o que prova (b).

Derivando (14.5) em u no ponto u = 0, na direcção de v′ ∈ TxX obtemos

D2fx(v, v′) +Dfx(D2(gx)0(v, v′)) = 0

o que implica que D2(gx)0(v, v′) ∈ Πx(v, v′). Como gx toma valores em
TxX

⊥, D2(gx)0(v, v′) ∈ TxX
⊥ e pela Definição 14.12.1 podemos concluir

que D2(gx)0(v, v′) = Bx(v, v′).

Proposição 14.12.3. Seja ξ ∈ X∞(X) um campo tal que ξ(p) = v. Para
todo u ∈ TpX,

Bp(v, u) = (Dξp(u))N .

Proof. Dado u ∈ TpX, como (x, ξ(x)) ∈ TX para todo x ∈ X, derivando
temos (u,Dξp(u)) ∈ T(p,v)(TX). Por outro lado temos (0, (Dξp(u))T ) ∈
T(p,v)(TX), pelo que

(u, (Dξp(u))N ) = (u,Dξp(u))− (0, (Dξp(u))T ) ∈ T(p,v)(TX).

Logo Bp(v, u) = (Dξp(u))N , porque (Dξp(u))N ∈ TpX⊥.

Definição 14.12.2. Chama-se segunda derivada de f : X → R no ponto
p ∈ X à aplicação bilinear simétrica ∇2fp : TpX × TpX → R definida por

∇2fp(u, v) := D2f̃p(u, v) +Df̃p(Bp(u, v)),

onde f̃ é uma extensão local de f a uma vizinhança aberta de p em RN .
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Proposição 14.12.4. Na definição anterior ∇2fp(u, v) não depende da
extensão local f̃ .

Proof. Use o Exerćıcio 1.24.

Na Proposição 14.12.14 mostramos que a derivada ∇2f é um conceito
intŕınseco, i.e., de Geometria Riemanniana.

Dados x ∈ X e η ∈ TxX⊥ e u ∈ TxX definimos

Π⊥x (η, u) := {w ∈ RN : (u,w) ∈ T(x,η)(TX
⊥)}.

Proposição 14.12.5. Seja X ⊂ RN uma variedade. Dados x ∈ X, η ∈
TxX

⊥ e u ∈ TxX, Π⊥x (η, u) é um subespaço afim de RN paralelo a TxX
⊥,

ou seja um elemento do espaço quociente RN/TxX⊥. Além disso a aplicação
Π⊥x : TxX

⊥ × TxX → RN/TxX⊥ é bilinear.

Proof. Pelo teorema 2.1.1 para cada ponto p ∈ X existem uma função suave
f : U → Rn−k, definida num aberto U ⊂ Rn contendo p, e um valor regular
b ∈ Rn−k de f tais que X ∩ U = f−1(b).

Usando a notação e os campos introduzidos na sugestão do Exerćıcio 3.7
temos para todo (x, η) ∈ T (X ∩ U)⊥ e u ∈ TxX,

Π⊥x (η, u) = {w ∈ RN : ξj(x) · w + (Dξj)x(u) · η = 0, ∀ 1 ≤ j ≤ n− k},

e este é um subespaço afim paralelo a

TxX
⊥ = {w ∈ RN : ξj(x) · w = 0, ∀ 1 ≤ j ≤ n− k}.

A bilinearidade de Π⊥x resulta de serem bilineares as aplicações (η, u) 7→
(Dξj)x(u) · η, para 1 ≤ j ≤ n− k.

Definição 14.12.3. A segunda forma fundamental de TX⊥ no ponto x é
a aplicação bilinear simétrica B⊥x : TxX

⊥ × TxX → TxX onde B⊥x (η, u) é o
único ponto na intersecção Π⊥x (u, v)∩ TxX, quaisquer que sejam η ∈ TxX⊥
e u ∈ TxX.

Proposição 14.12.6. Seja η ∈ X∞⊥ (X) um campo tal que η(p) = v. Para
todo u ∈ TpX,

B⊥p (v, u) = (Dηp(u))T .

Proof. Dado u ∈ TpX, como (x, η(x)) ∈ TX⊥ para todo x ∈ X, derivando
temos (u,Dηp(u)) ∈ T(p,v)(TX

⊥). Por outro lado temos (0, (Dηp(u))N ) ∈
T(p,v)(TX

⊥), pelo que

(u, (Dηp(u))T ) = (u,Dηp(u))− (0, (Dηp(u))N ) ∈ T(p,v)(TX).

Logo B⊥p (v, u) = (Dηp(u))T porque (Dηp(u))T ∈ TpX.
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Sejam X uma variedade e E ⊂ X ×RN um fibrado vectorial de base X.

Chama-se secção suave de E a uma aplicação suave ξ : X → RN tal que
ξ(x) ∈ E(x) para todo x ∈ X. Designamos por Γ∞(E) o espaço das secções
suaves do fibrado E.

O espaço das secções do fibrado tangente TX coincide com o espaço dos
campos de vectores tangentes a X, i.e., Γ∞(TX) = X∞(X). Analogamente
o espaço das secções do fibrado normal TX⊥ coincide com o espaço dos
campos de vectores normais a X, i.e., Γ∞(TX⊥) = X∞⊥ (X).

Definição 14.12.4. Chama-se derivada covariante do fibrado E a uma
aplicação

∇ : X∞(X)× Γ∞(E)→ Γ∞(E), (ξ, η) 7→ ∇ξη,

que satisfaça as propriedades seguintes:

(a) ∇ξ(η1 + η2) = ∇ξη1 +∇ξη2,

(b) ∇ξ(f η) = f ∇ξη + (Df(ξ)) η,

(c) ∇ξ1+ξ2η = ∇ξ1η +∇ξ2η,

(d) ∇f ξη = f ∇ξη,

quaisquer que sejam f ∈ C∞(X), ξ, ξ1, ξ2 ∈ X∞(X) e η, η1, η2 ∈ Γ∞(E).

Proposição 14.12.7. Seja ∇ uma derivada covariante no fibrado E. Dados
ξ1, ξ2 ∈ X∞(X) e η ∈ Γ∞(E) e p ∈ X.

Se ξ(p) = ξ̂(p) então (∇ξη)(p) = (∇ξ̂η)(p).

Proof. Se ξ = ξ̂ numa vizinhança U de p, escolhendo uma função f ∈ C∞(X)
com suporte compacto contido em U e tal que f(p) = 1 temos f ξ = f ξ̂ e
por (d)

(∇ξη)(p) = f(p) (∇ξη)(p) = (∇f ξη)(p) = (∇f ξ̂η)(p)

= f(p) (∇ξ̂η)(p) = (∇ξ̂η)(p).

Este argumento mostra que (∇ξη)(p) depende apenas do comportamento do
campo ξ numa vizinhança de p.

Seja agora {ξ1, . . . , ξn} ⊂ X∞(X) uma famı́lia de campos tal que para
todo o x numa vizinhança U de p, {ξ1(x), . . . , ξn(x)} é uma base de TxX.
Dado um campo ξ ∈ X∞(X) existem funções suaves f1, . . . , fn ∈ C∞(X)
tais que ξ = f1 ξ1 + . . .+ fn ξn em U . Pelo caso anterior temos

(∇ξη)(p) =

n∑
j=1

(∇fj ξjη)(p) =

n∑
j=1

fj(p) (∇ξjη)(p).
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Esta fórmula mostra que a derivada (∇ξη)(p) depende apenas das coordenadas

fj(p) do vector ξ(p) na base {ξ1(p), . . . , ξn(p)} de TpX. Seja ξ̂ ∈ X∞(X)

um segundo campo tal que ξ̂(p) = ξ(p) e consideremos funções g1, . . . , gn ∈
C∞(X) tais que ξ̂ = g1 ξ1 + . . .+ gn ξn sobre o aberto U . Como

n∑
j=1

gj(p) ξj(p) = ξ̂(p) = ξ(p) =
n∑
j=1

fj(p) ξj(p),

temos gj(p) = fj(p) para todo j = 1, . . . , n, o que implica que

(∇ξ̂η)(p) =

n∑
j=1

gj(p) (∇ξjη)(p) =

n∑
j=1

fj(p) (∇ξjη)(p) = (∇ξη)(p).

A proposição anterior permite, dados η ∈ Γ∞(E), p ∈ X e v ∈ TpX
definir o vector (∇vη)(p) ∈ E(p). A derivada covariante determina assim,
para cada p ∈ X, uma aplicação linear (∇·η)(p) : TpX → E(p).

A proposição seguinte mostra que a derivada (∇vη)(p) fica determinada
pelo comportamento do campo η ao longo de qualquer curva que passe no
ponto p com velocidade v.

Proposição 14.12.8. Seja∇ uma derivada covariante no fibrado E. Consideremos
uma curva suave c : I → X e duas secções η, η̂ ∈ Γ∞(E).

Se que η(c(t)) = η̂(c(t)), para todo t ∈ I, então

(∇c′(t)η)(c(t)) = (∇c′(t)η̂)(c(t)) ∀ t ∈ I.

Proof. Se η = η̂ num aberto U então para todo p ∈ U e v ∈ TpX temos
(∇vη)(p) = (∇vη̂)(p). De facto, escolhendo uma função f ∈ C∞(X) com
suporte compacto contido em U tal que f = 1 numa vizinhança de p temos
f η = f η̂, pelo que usando o item (b) da Definição 14.12.4,

(∇vη)(p) = f(p) (∇vη)(p) = (∇vf η)(p)−Dfp(v) η(p)

= (∇vf η̂)(p)−Dfp(v) η̂(p) = f(p) (∇vη̂)(p) = (∇vη̂)(p).

Seja agora {η1, . . . , ηm} ⊂ Γ∞(E) uma famı́lia de secções suaves tal que
numa vizinhança U ⊂ X de p = c(0) se tem que {η1(x), . . . , ηm(x)} é uma
base de E(x) para todo x ∈ U . Vamos supor que c(t) ∈ U para todo t ∈ I.

Dado uma secção η ∈ Γ∞(E) existem funções suaves f1, . . . , fm ∈ C∞(X)
tais que η = f1 η1 + . . .+ fm ηm em U . Pela observação inicial, dados p ∈ U
e v ∈ TpX temos

(∇vη)(p) =

m∑
j=1

(∇vfj ηj)(p) =

m∑
j=1

fj(p) (∇vηj)(p) + (Dfj)p(v) ηj(p).
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Esta fórmula mostra que a derivada (∇vη)(p) depende apenas das coordenadas
fj(p), e derivadas (Dfj)p(v), do vector η(p) na base {η1(p), . . . , ηm(p)} de
E(p).

Seja η̂ ∈ Γ∞(E) uma segunda secção tal que η̂(c(t)) = η(c(t)) para todo
t ∈ I, e consideremos funções g1, . . . , gn ∈ C∞(X) tais que η̂ = g1 η1 + . . .+
gm ηm sobre o aberto U . Como

m∑
j=1

gj(c(t)) ηj(c(t)) = η̂(c(t)) = η(c(t)) =
m∑
j=1

fj(c(t)) ηj(c(t)),

temos gj(c(t)) = fj(c(t)) e derivando esta relação

(Dgj)c(t)(c
′(t)) = (Dfj)c(t)(c

′(t)), ∀ t ∈ I, ,∀ j = 1, . . . ,m.

Logo, usando os items (a) e (b) da Definição 14.12.4,

(∇c′(t)η̂)(c(t)) =

m∑
j=1

(∇c′(t)gj ηj)(c(t))

=

m∑
j=1

gj(c(t)) (∇c′(t)ηj)(c(t)) + (Dgj)c(t)(c
′(t)) ηj(c(t))

=
m∑
j=1

fj(c(t)) (∇c′(t)ηj)(c(t)) + (Dfj)c(t)(c
′(t)) ηj(c(t))

=
m∑
j=1

(∇c′(t)fj ηj)(c(t)) = (∇c′(t)η)(c(t)).

Se X ⊂ RN , os fibrados tangente TX e normal TX⊥ admitem derivadas
covariantes naturais determinadas pela estrutura Euclideana de RN .

Dados campos ξ, η ∈ X∞(X), usando a notação introduzida na secção 3.1
definimos

∇ξη := Dη(ξ)T ,

onde Dη(ξ) : X → RN representa o campo de vectores x 7→ Dηx(ξ(x)).
Analgamente, dados ξ ∈ X∞(X) e η ∈ X∞⊥ (X), definimos

∇⊥ξ η := Dη(ξ)N ,

onde Dη(ξ) : X → RN representa o campo x 7→ Dηx(ξ(x)).

Proposição 14.12.9. As aplicações acima definidas
∇ : X∞(X) × X∞(X) → X∞(X) e ∇⊥ : X∞(X) × X∞⊥ (X) → X∞⊥ (X) são
derivadas covariantes nos fibrados TX e TX⊥ respectivamente.
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Proof. Exerćıcio.

Proposição 14.12.10. Dados campos ξ1, ξ2 ∈ X∞(X), x ∈ X e v ∈ TxX,

D(ξ1 · ξ2)x(v) = (∇vξ1)(x) · ξ2(x) + ξ1(x) · (∇vξ2)(x).

Dados campos η1, η2 ∈ X∞⊥ (X), x ∈ X e v ∈ TxX,

D(η1 · η2)x(v) = (∇vη1)(x) · η2(x) + η1(x) · (∇vη2)(x).

Proof. Exerćıcio.

Proposição 14.12.11. Dado ξ ∈ X∞(X), x ∈ X e v ∈ TxX,

(∇vξ)(x) = Dξx(v)−Bx(ξ(x), v).

Dado η ∈ X∞⊥ (X), x ∈ X e v ∈ TxX,

(∇⊥v η)(x) = Dηx(v)−B⊥x (η(x), v).

Proof. Segue das proposições 14.12.3 e 14.12.6.

Proposição 14.12.12. A derivada covariante∇ : X∞(X)×X∞(X)→ X∞(X)
é um conceito Riemanniano, i.e., pode ser caracterizada em termos da
primeira forma fundamental g : TX → R, g(x, v) := ‖v‖2.

Proof. Pela Proposição 14.12.1

(u,w) ∈ T(x,v)(TX) ⇔ (v, w) ∈ T(x,u)(TX).

Além disso
(0, w) ∈ T(x,v)(TX) ⇔ w ∈ TxX.

Vamos dizer que são verticais os vectores de T(x,v)(TX) da forma (0, w) com
w ∈ TxX. Designamos por V(x,v)(X) o subespaço dos vectores verticais em
T(x,v)(TX), que é naturalmente isomorfo a TxX.

Um vector (u,w) ∈ T(x,v)(TX) diz-se horizontal se Dg(x,u)(v, w) = 0
para todo u ∈ TxX. A derivada Dg(x,u)(v, w) está bem definida porque
(u,w) ∈ T(x,v)(TX) implica que (v, w) ∈ T(x,u)(TX). Como Dg(x,u)(v, w) =
2 (u · w), temos que w = Bx(u, v) é o único vector no espaço ambiente de
X tal que (u,w) é um vector horizontal de T(x,v)(TX). Designamos por
H(x,v)(X) o subespaço dos vectores horizontais em T(x,v)(TX).

Obtida a partir da primeira forma fundamental g : TX → R temos assim
uma decomposição em soma directa

T(x,v)(TX) = H(x,v)(X)⊕ V(x,v)(X).

Dado um campo de vectores ξ ∈ X∞(X), para todo (x, v) ∈ TX temos que o
vector (v,Dξx(v)) ∈ Tx,ξ(x))TX que se projecta (via decomposição anterior)
no vector vertical (0, (∇vξ)(x)). Este argumento mostra que a derivada
covariante ∇vξ se exprime em termos da primeira forma fundamental.
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Proposição 14.12.13. Dados x ∈ X, u, v ∈ TxX e η ∈ TxX⊥,

Bx(u, v) · η = −u ·B⊥x (η, v).

Proof. Sejam ξ ∈ X∞(X) e η̃ ∈ X∞⊥ (X) campos tais que ξ(x) = u e η̃(x) = η.
Derivando a relação ξ · η̃ = 0 segundo um vector v ∈ TxX e usando as
proposições 14.12.3 e 14.12.6 obtemos

0 = Dξx(v) · η + ξ(x) ·Dη̃x(v)

= (Dξx(v))N · η + ξ(x) · (Dη̃x(v))T

= Bx(u, v) · η + u ·B⊥x (η, v).

Proposição 14.12.14. Dada uma função f ∈ C∞(X), designando por
ξ = ∇f o campo gradiente de f , temos para todo u ∈ TpX,

∇2fp(u, v) = u · (∇vξ)(p).

Proof. Sejam X ⊂ RN uma variedade, f ∈ C∞(X) e f̃ : U → R uma
extensão local de f a uma vizinhança aberta U ⊂ RN do ponto p ∈ X.

Seja P : U → L(RN ) uma aplicação suave tal que para cada x ∈ U ,
Px : RN → RN é uma aplicação linear auto-adjunta, e para cada x ∈ U ∩X,
Px : RN → TxX é a projecção ortogonal sobre o espaço tangente TxX.

O campo ξ = ∇f ∈ X∞(X) admite a seguinte extensão ξ̃ ∈ X∞(U),
definida por ξ̃(x) := Px(∇f̃(x)).

Pela Proposição 14.12.11, e porque DPx(v) é auto-adjunta para todo
x ∈ U e v ∈ RN temos

u · (∇vξ)(x) = u ·
(
Dξ̃x(v)−Bx(ξ(x), v)

)
= u ·Dξ̃x(v)

= u ·
(
Px(D(∇f̃)x(v)) +DPx(v)(ξ̃(x))

)
= u ·D(∇f̃)x(v) + u ·DPx(v)(ξ̃(x))

= D(u · ∇f̃)x(v) +DPx(v)(u) · ∇f̃(x)

= D2f̃x(u, v) +Df̃x (DPx(v)(u)) .

Para terminar, tendo em conta a Definição 14.12.2, basta-nos provar que

Bx(u, v) = DPx(v)(u)

quaisquer que sejam u, v ∈ TxX, o que por sua vez se resume a mostrar que
DPx(v)(u) ∈ Πx(u, v) ∩ TxX⊥.

Como (x, Px(u)) ∈ TX para todo x ∈ U∩X, derivando segundo v ∈ TxX
obtemos (v,DPx(v)(u)) ∈ T(x,u)TX, o que implica DPx(v)(u) ∈ Πx(u, v).
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Por outro lado, como Px = Px ◦ Px para todo x ∈ U ∩ X, derivando esta
relação segundo o vector v ∈ TxX obtemos

DPx(v)(u) = DPx(v)(Px(u)) + Px(DPx(v)(u)).

Logo, como u ∈ TxX temos Px(u) = u, o que implica Px(DPx(v)(u)) = 0 e,
portanto, DPx(v)(u) ∈ TxX⊥.
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ńıveis regulares, 15
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