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LTe0|rica-Pratica: programa, metodos

Teorica-Pratica: programa, metodos

» Exercicios relativos a teoria

» Estudo de varios metodos matematicos atraves da
apresentacdo da equacio do Calor
» Apresentacdo oral de trabalhos dos alunos
» 3 pequenos homework (individual ou por grupos de 2: 30 min)

» 1 grande tema a escolha (individual)
P apresentacdo pode ser feita em Portugués ou Inglés
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LAvaliacéo

Avaliacao

» Exame de teoria (40%)

» Exame de teorica-pratica (20%)
» Grande trablho (30%)

» Pequenos trabalhos (10%)
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L Referéncias bibliograficas

Referéncias bibliograficas

» R. Courant and D. Hilbert: Methods of Mathematical Physics
T. Myint-U and L. Debnath: Linear Partial Differential
Equations for Scientists and Engineers

> R. B. Guenther and J.W. Lee: Partial Differential Equations
of Mathematical Physics and Integral Equations

» L. C. Evans: Partial Differential Equations

v

» G. Allaire: Numerical analysis and Optimization
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L Proposta de temas de trabalho

Proposta de temas de trabalho

Cf. Courant and Hilbert's book as basic reference (plus your
owns).

» Green functions and fundamental solutions in elliptic PDEs
Potential theory (1st and 2nd layer potentials)

Method of Characteristics in PDEs

Study of the wave equation

Vibration and Eigenvalue problems

Fredholm alternative in PDEs

Vector calculus: (div,grad,curl, Gauss, Stokes theorems)

vVvvyVvVYVvyyypy

Calculus of variations: the direct method, Euler-Lagrange,
Hamilton, ...
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LCon‘cet]do das aulas TP: Equacdo do calor

Contetido das aulas TP: Equacao do calor

» Aula 1: Origem fisica: lei de Fourier, caso 1d, condicGes na
fronteira, Lei de Fick, caso nd (18/9)

» Aula 2: Solugdo, principio do maximo, Gradient flow (25/09)

» Aula 3: Series de Fourier, propriedades de series (02/10)

» Aula 4: Problema bem posto, unicidade, generalisacdes,
principio de superposi¢cdo (09/10)

» Aula 5: Equacdo em RY, solucdo fundamental, propriedades
das solugdes, problema ndo omogeneo (16/10)

» Aulas 6: Principio de Duhamel, Equacdo em Q ¢ RV (23/10)

» Aulas 7: Existéncia de uma solugdo fraca (06/11)
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LConte\]do das aulas TP: Equag&o do calor

Contetido das aulas TP: Equacao do calor

» Aula 8: Regularidade, Principio do maximo (13/11)

» Aulas 9: Presentagdo 1: Jodo (Green functions) (20/11)

» Aulas 10: Presentagdo 2: Adriana (Tensor calculus) (27/11)
» Aulas 11: Presentacdo 3: Ragaa (Semigroups) (04/11)
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LAula 1: Origem fisica

Aula 1: Origem fisica

% Experiéncia quotidiana (barote 1d, temperatura ambiente e na
barra, fluxos entrante e saindo, fontes de calor, difusdo) :

02
Ta

e )
x =t

% Caso tridimensional, nogdo de Calor=Energia termica:

~ g -
w ¥y

flux de chaleur entrant
= flux de chaleur sortant
+ flux de chaleur générée
= accumulation d'énergie interne

Jean-Baptiste-Joseph Fourier
(1768-1830)
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L Aula 1: Observagoes

Aula 1: Observacoes

Observagao 1:
Numa barote metalico com temperature ndo-uniforme (constante),
o calor é transferido das regides quentes as regides frias.

Observagio 2:

Num corpo com temperatura uniforme, o calor H é proporcional a
temperatura u:

(1)LH = Calor = cmu,j onde m : massa, e ¢ : calor especifico =
energia necessaria para aumentar de 1K uma massa de 1kg.
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LAula 1: Lei de Fourier

Aula 1: Lei de Fourier

Lei de Fourier (1822) : proporcionalidade
(2)J := Fluxo de Calor = Taxa de transferéncia de

Area

J = —kgradu |,

onde k : conductividade termica.

% Considere um barote [0,1] x h de seccdo A, e densidade p

Conservacdo da energia:

Mudanga de Fluxo de calor Fluxo de calor
energia termica ue entra ue sai

& = 9 _ 1 + Fonte
por segmento Ax pelo bordo pelo bordo

e por intervalo At esquerda direita
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LAula 1: Derivag3o da equagdo a 1d

Aula 1: Derivacao da equacao a 1d

* Seja () a fonte de calor por unidade de volume e de tempo.
* Temos H(x) = emu(x,t). Logo, por (1) e (2),

em (u(z, t + At) —u(z,t)) = AtA (J(z) — J(x + Ax))+QAAzAt.

% Temos m = (pAAx). Pela lei de Fourier, J(x) = —k%(az).

Ou _du
Portanto: (3)% = % W) + %'

% Toma Az, At — 0. Portanto

(3) = (% =rZ+F)

K= % : difusividade termica, F = % : a fonte de Calor.
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LAuIa 1: Equagdo do Calor a 1d

Aula 1: Equacao do Calor a 1d

& A equacdo do Calor é um problema com condicdes inicial e de
fronteira.

Condic3o inicial
Escolher u(z,0) = f(x).
Condicao de fronteira:
» Dirichlet homogeneo: u(0) = u(l) =0
» Dirichlet ndo homogeneo: u(0) = ug u(l) =y

() =

» Neumann homogeneo: u,(0) = u,

» Neumann ndo homogeneo: u,(0) = jo,ux( )=
Trabalho em casa 1
Resolver a equacdo do Calor a 1d com condicdo de fronteira
Dirichlet homogeneo e Q = 0. (Tomark =1 =1¢e f = ug = cste.)
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LAula 1: Equacio da difusdo

Aula 1: Equacdo da difusdo (outra derivagdo)

Problema
Considere um corante que se difunde num coluna de liquido
(problema 1d: zyp < x < z1). Observe-se que o movimento ¢ das
altas as bassas concentra¢des. Seja u(x,t) a concentragdo do
corante (massa por unidade de comprimento) em x no tempo ¢.
Lei de Fick (1855)
A intensidade do fluxo difusivo é proporcional ao gradiente de
concentragdo. Portanto: J(x,t) = —kgradu(z,t), x > 0.
Derivacao

> A massa do corante é M (t) := [ u(z,t)dz. Logo

4M(t) = Jon wi(, t)da.

T

> D'outro lado: LM (t) = Jin — Jous = J(x0,t) — J(7,1).
» Pela lei de Fick e derivando c.r.a. x: u; = Kugyg.
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LAula 1: Equagdo do Calor em dimensdo n

Aula 1: Equacao do Calor em dimensao N

& Seja u a temperatura. Seja 2 C R™ o dominio (metal condutor).
Seja D C  regular e limitado com normal unitaria exterior V.

Derivacao
» A energia termica Mp(t fD cpu(z,t)dx. Logo
%MD( = cp [pu( :B,t)da?.
» Pela lei de Fourier, o calor vai das regides quentes as frias, ou

seja o calor aumenta em D devido ao fluxo —J - N na
fronteira, pelo que: dtMD = [sp kgradu NdS(z).

> Pelo teorema da divergéncia: = [, div(k(z)gradu)dzx
> Portanto (se k constante): [, u(z,t)dx = [, kAudz, VD.

Cartesiano).
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LAula 2: Solugdo a 1d

Aula 2: Solucdo a 1d

A-dimensionalizao
Escolhe grandezas caracteristicas de compnmento tempo, e

temperatura: L, T,U. Tome & = ¥ t_T i =g, fz%.
& Portanto u; = %'&5, x = []{ﬂz um = gﬁ &
Tomando L =1 e T = *, obtemos (com @ = 0):

ou  0*a

ot 012

Solucao
u(z,t) = 3°°, By sin(nmaz)e ™™t com
B, =2 fol sin(nrz) f(z)dr = 2ug fol sin(nrz)dr =
{ 0: n par

dug : :

2 no impar

ou seja( (x,t) = 4“0 S 1% —(2n—1)27r2t_)
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LAula 2: Comportamento da solugdo a 1d

Aula 2: Comportamento da solucao a 1d
% Curvas: (1) Representacdo espacial; (2) Evolu¢do temporal;

u

t=0
ug ;
i |
I AJl/t—tom()
| |
I |
| |
I I
: t=1p>0
|
1
0 5 1 T
t A
u=C=0
! |
=0 b u=0
~ i : o
i _ ~ 1
;TQ' ! : u=C= 3ug
1 I
i | u=C=ug
1
i |
o 1 ’m
0 1N
u

(3) Isotermicas.
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LAula 2: Principio do maximo

Aula 2: Principio do maximo

Principio do maximo

A solugdo da equagdo do Calor tem pontos extremais (i.e., maximo
e minimo) na fronteira do dominio “espago-tempo”, ou seja o
maximo (ou minimo) entre a condi¢do inicial e de fonteira.

Em equacdes

Umin < U < Umax,

onde

tma = e 0, 710), gy 00 1) g w0,

Umin = min{og}% f(lll'), OI<I}51<nT U(Oa t): OIELHTU’(L t)}
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LAula 2: Principio do maximo

Aula 2: Soluc3o aproximada

Observacao
Temos u(zx,t) = 4“0 (sm(ww)e*”zt + sin(37rx)/3e*97f2t) 4.
& Dividindo o primeiro e segundo termo,

24 .
SECOND _ e *""|sin(37z)| - -8
FIRST 3| sin(mz)| —

& Logo u(x,t) ~ 4% sin(rz)e ™ (difusdo quase instatanea)

para t > 12

Taxa de decaimento
A solugdo stacionaria (Oyu ~ 0) é u = 0.
& V[ integravel: |u(w B <BY S = %’ com T — e~ < 1

- < 2Be Tt

2t_

= |u(x,t)] < Be
—e

=
» Decaimento exponencial a solugdo stacionaria

P> A taxa de decaimento é dada pelo primeiro termo.
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LAula 2: Abordagem do fluxo gradiente

Aula 2: Abordagem do fluxo gradiente
Principio
Ate agora derivamos a equacdo do Calor conforme um principio de
conservagdo (do volume ou da energia). O fluxo gradiente postule

que a solugdo verifique um principio de minimo longo trajetdrias,
tal como a minima “Accdo” em Mecanica racional.

Em equacdes
u = —KgradE(u) = —Kdgiu), onde a "acgdo"” é
E(u) = [ (3rgrad*u — cpu)dz.

Trabalho em casa 2

Considere o caso de (2 isolado (gradu - N =0 em 99 ou

Mg = cste), e calcule a primeira variagdo de E(u) (ou seja, %EL")).
HINT: Calcule E(u+ en) — E(u) onde 1 é uma variagdo
compativél, e deixa € — 0.
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L Aula 2: Conceito de Heat kernel -1-

Aula 2: Conceito de Heat kernel, ou solucao fundamental

Analise dimensional e solucao canonica

Nota-se que se u(z,t) é solugdo de dyu — kO?u = 0, entdo v,
onde v(x,t) = u(az,a?t), a > 0 tambem é soludo. Pela
conservagdo da energia termica, temos H(t) = 3 [ v(z,t)d

Bla [gu(z,o?t)de = B/a [pu a:()dac—ﬁ/aH() 8=

& Tomando a = t~1/2, a solucdo G(z,t) =t~/ 2u(xt=1/2, 1)
=t~ Y2w(r), r:= xt~1/2, verifique 2w (r) + rw'(r ) ( ) =

& Tomando x = 1/2 e H(0) = 1, logo w(r) = (2r) e /2 e
portanto a solu¢do fundamental é G(z,t) = (271'75)_1/26_(:02/%):
coresponde a uma condi¢3o inicial u(x,0) = dy. Logo G(z — y, 1)
coresponde a uma condigdo inicial u(x,0) = 4.

& Por convolug;ées verifique se que

u(z,t) == (G« f)(x,26t) == [ f(y)G(x — y,2kt)dy é solucdo de
Ou — kO?>u = 0 com condlcao |n|C|aI u(z,0) = f(x).
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L Aula 2: Conceito de Heat kernel -2-

Aula 2: Propriedades da solucao
& Toma J = X[0,00) = X(=0,0) (discontinua em 0). A solugdo é
= [0 G(&,1)ds — [ G(&, t)ds =
(47mt) 1/2 fox/(ZW) eV dy.
& Com as series de Fourier, precisavamos de f diferenciavél.
Propriedade de regularidade

Seja f integravel (ou limitada). Segue da regularidade de G que a
solucdo da equacdo do Calor ¢ infinitamente diferenciavel. A
regularizacdo é instantanea, pois “G(x,-) — dp".

Propagacao instantanea
f =X ulz,t) = (4kmt)~—1/2 fol e_(||x_y“2/4’"‘t)dy >0, V(x,t).

Principio do maximo

Seja f continua, limitada (# cst). Portanto u(x,t) < max f(x).
& DEM. M :=max f. Temos u =G« f <M [ G = M.
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L Aula 3: Series de Fourier

Aula 3: Series de Fourier
& Definimos a n-esima suma parcial
Sp =% + > 1 (ag cos(kx) + by sin(kx)),
onde cos(kz),sin(kx) formam um sistema de fun¢Bes orthogonais.
Conceito de base
Seja uma funcgdo f(x) continua por partes e de periodo 27. O
problema é de escrever f em termos de senos e cosenos:
f(m) = limy, 00 Sh,
para apropriados coeficientes ay, by.

Vamos estudar se e quando

f~Sxlf] = nh—{%o Syl f] torna se f = Sxo[f]

& Exemplo: Sim, se f é continua e se a suma dos seus coeficientes
de Fourier converge absolutamente.
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LAula 3: Determinagdo dos coeficientes

Aula 3: Determinacao dos coeficientes

Determinacdo dos coeficientes. Primeiro método: projeccdes

Supomos que f(z) = % + Y 72 (ay cos(kz) + by sin(kz)) e que
se pode integrar termo a termo. Logo
> f+7r f(x)dx = Tap pela periodicidade de cos e sin = ag =

f+7r x){cos(nx),sin(nz)}dr = w{ag, by} = {ak,br} =

Trabalho em casa 3: Segundo método: minimos quadratos

Tomar o minimo em ay, by de:

+m
I(ay,by) ::/ (f(z) — Sn(z))*da.

—T
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LAula 3: Exemplos

Aula 3: Exemplos

FunccOes pares e impares

& Seja f par. Portanto:

by = 0,a5 = 2 [7" f() cos(kx)dz, l<: > 0.

& Seja f impar: a; =0,b, = 2 fo x)sin(kx)dz, k> 1.
Exemplos (fazer em casa)

> o= (—1)F! Smkm (O que acontece em x = +77?)

(2k—1
> el =F - I XE L
> IL‘Z _4Zk 1cosl§{m

Intervalo qualquer

Consideramos f definida em [a,b] em vez de [—m, 7]. Mudanca de
varidvel: z = 252 + =24 Decompoe-se

ft)= f(a:) f(b+“ + b=21) em serie de Fourier e faca-se a
mudanga de variavel mverso
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LAula 3: Convergéncia das sumas parciais

Aula 3: Convergéncia das sumas parciais

Outra representacdo
Pelas formulas de Euler, temos:

00 )
f(z)=co+ Z et —r <z <,

k=—o00

onde ¢y = 5 [ f(z)e*odx.

Problemas

» Nem todas a series de Fourier correspondem & decomposicdo
de uma funccio (ex. S snlne)y
4 : 2 logn

» Nem todas as func¢des (mesmo periodicas e continuas) tem
uma serie de Fourier (vé& Lusin, Du Bois-Raymond, Carleson)

& Temos que estudar o tipo de convergéncia da serie de Fourier.
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LAula 3: Convergéncia das sumas parciais

Aula 3: Convergéncia das sumas parciais

Convergéncia puntual

Uma serie > > | fn(z) converge puntualmente a f(x) para
a < x < b se para qualquer z € (a,b) temos
|f(z) — Sp(z)] = 0 quando n — occ.

Convergéncia uniforme

Uma serie > > | f,, converge uniformemente a f em [a,b] se
max,<z<p | f(z) — Sp(z)| = 0 quando n — oo.

Convergéncia no sentido dos minimos quadrados

Uma serie Y 2, fn converge a f em [a,b] no sentido dos minimos
quadrados (ou L?(a,b)) se
f |f(x w(2)[2dx — 0 quando n — oo.

Unlforme |mpI|ca convergéncia L? e puntual.
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LAula 3: Bessel e Parceval

Aula 3: Bessel e Parceval
& Seja f continua por partes e periodica de periodo 2.

Bessel inequality (~ 1800)

a? > 1 (7
@ < [ fads

k=1

ou
[e.e] 1 T 9
2
<
3 lalsy, | P

Parceval identity (1799)
Se S, converge a f no sentido dos minimos quadrados, ent3o

o0 1 T
3 @) == [ Pla)de.
k=1 -

2
%
2
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LAula 3: Teoremas

Aula 3: Teoremas
Lema de Riemann-Lebesgue
Seja g continua por partes em [a,b]. Temos

b
lim g(x)sin(Ax)dx = 0.

A—oo Jq

Teorema de convergéncia puntual (Dirichlet 1824)
Seja f periodica de periodo 27, C! por partes em [—7, w]. Temos
para qualquer —m < x < 7
%(f(er) + f(z7)) = % + > 52 (ak cos(kx) + by sin(kx)) =
Seolf1(z), Onde
—1f+ x) cos(kx)dx, k >0, e

bk =1 f+7r )sin(kx)dx, k> 1.
& Pelo Lema acima, temos ag, b, — 0 quando k — oo.
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LAula 3: Exemplo

Aula 3: Exemplo: a funcgdo f(z) =

& f(2) =2 = Sso[z](x) = 302, (—1)FH1SBEL tem saltos em

P A :

e ‘ >
1 ] [] Ll
e

& Pela formula temos Sy [z](£7) =0 # £7

& Derivando: f/(x) =1 # S [2](z) = >272 (= 1)+ cos kx cuja
suma n3o converge para qualquer x, pois cos kx n3o tende do 0
quando n — oo (nota-se que S’ () ndo é a serie de Fourier de
qualquer funcgdo por n3o satisfazer Riemann-Lebesgue).

& A razdo destes problemas é o facto de S, ndo convergir a

f(z) = = uniformemente.
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LAula 3: Teoremas de convergéncias fortes

Aula 3: Teoremas de convergéncias fortes

Teoremas de convergéncia uniforme e absoluta

Seja f uma funcgdo periodica de periodo 27, continua em [—m, 7]
tal que (i) f(—m) = f(m) e (ii) f’ é continua por partes em
[—m, m]. Portanto a serie S[f] converge uniformemente a f em
[—m,7]. Alem disso, >7°° __|ck| é convergente.

& No caso de f(z) = = n3o se verifique (i) (i.e. a continuidade de
f em R). A mesma satisfaz o seguinte teorema:

Teoremas de convergéncia uniforme

Seja f uma funccio periodica de periodo 27, C! por parte em
[—7, m]. Portanto a serie So[f] converge uniformemente a f em
qualquer intervalo fechado fora dos pontos de discontinuidade.

& Nota se que S [f] nunca converge uniformemente num

intervalo contindo um ponto de discontinuidade (pelo fenomeno de
Gibbs).
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LAula 4: M-test de Weierstrass

Aula 4: M-test de Weierstrass

M-test de Weierstrass
Uma serie Y, fi converge uniformemente e absolutamente a f
no conjunto S quando n — oo se existe (My,)n>1 tal que

> fi(zx) <M VzelS
> Zz‘;le<OO.

& No caso da serie de Fourier, isto implica que S,,[f] converge a f
uniformemente e absolutamente em [—m, 7] se

[e.o]

D lexl < oo (a).

k=1
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LAuIa 4: Teoremas de diferenciacdo e Integragdo -1-

Aula 4: Diferenciacao e Integracdo -1- condicdo em f
Teoremas de diferenciacdo termo-a-termo -1-
Seja f uma funcgdo periodica de periodo 27, continua em [—m, 7]
tal que (i) f(—m) = f(x) e (ii) f' é C* por partes em [—7, 7).
Portanto a serie >°;>° __ ikcye’™™ converge puntualmente a f'(z)
nos pontos de continuidade e a 3(f/(z) + f/(z7)) senZo.
Trabalho em casa 4
Assumindo que f’ é C', demonstrar o teorema de convergéncia
uniforme e absoluta utilizando a relagdo (A), a desigualdade de

Bessel aplicada a f" e > Jagbr| < />, azq/> 0, b3
Teoremas de integracdo termo-a-termo

& Seja f uma funcgdo periodica de periodo 27, C! por parte em
[—m, 7). Portanto a serle S oo JY cre™*tdx converge
uniformemente a g(y) := [” f(x)dz em [—m, 7).

& Nota que ndo é dlto que Seolg](z) = 3022 o [¥ cpettrda

k=—o00
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L Aula 4: Teoremas de diferenciacdo e Integragdo -2-

Aula 4: Teoremas de diferenciacao e Integracao -2-
condigdo em S [f]
Teoremas de diferenciacdao termo-a-termo
Se
> Seolf] =>4, fi converge (uniformemente) a f em [—7, 7]
> f, éClem [—7, 7]
> >0, fi. converge uniformemente em [—m, 7],
entdo Swclf'](x) = Y02, fi(x) = ['(x) para [, .
Teoremas de integracao termo-a-termo
Se
> Ssolf] = > ey fr converge uniformemente a f em [—m, 7]
> fi é integrdvel em [—7, 7]

entdo > o2 1f fr(x da:—ff
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LAula 4: Aplicagdo a Eq. do Calor

Aula 4: Aplicacdo a Eq. do Calor

& Lembramos que u(z,t) ~ Y 2 | By sin(nrz)e ™™t com

1.
B, =2 [ sin(nmz) f(x)dx.

& Pelos teoremas o ~ torma-se =, ou seja, temos u; = Kz, Se
u, (ug) € (ug)ze convergir uniformemente quando k — oo.

Trabalho em casa 5
Considerando as series de Fourier e utilizando o M-test, demostrar
que U; = Klgy, Se U, (ug)t € (ug)ze convergem uniformemente.
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LAula 4: Problema bem posto

Aula 4: Problema bem posto
Defini¢do (Hadamard 1932)

Um modelo matematico ou uma equacao é bem posto se
> Existéncia

> Matemadtica: existéncia de pelo menos uma solucdo
» Fisica: o sistema é observado num intervalo de tempo

> Unicidade
» Matemdtica: dada uma condic3o inicial, e de fronteira, existe
uma unica solucao
» Fisica: condigOes iniciais identicas para um sistema implica
mesmo estado do sistema no tempo t
» Continuidade

» Matemadtica: a unica solucao depende de maneira continua das
Cl, CF e parametros do modelo

» Fisica: pequenas variaces nos dados implica pequenas
varia¢Ges no resultato
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Aula 4: Unicidade

Unicidade da solucao

Seja duas solugdes uq, us. Tomando v = uy — ug, temos vy = Vg
com v(x,0) =0 e v(0,t) =v(1,t) =0 (V Cl e CF). Logo v =0 é
uma soluc3o.

& Define V( ) = 01 2(x t)da: > 0.

Logo 4 = 2f0 v(z,t) vt x,t)dr = 2f0 v(z, )y (2, t)da.

& Integrando por partes, dt (t)=— fo (z,t)dx <0.

& Tomando ¢ = 0, obtemos V' (0) = 0. Logo V( ) =0, Vt ou seja
vy = 0. Portanto v(zx,t) = v(0,t) =0, Vz.
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Aula 4: Qutras condicdes de fronteira

Condicdo mista
/Bl(ovt)uﬂc + alu(oat) = gl(t)
Bo(1,t)uz + caou(l,t) = ga(t)

Exemplo 1: 1 =as =1,0; = a; = 0.

Problema de Sturm-Liouville: X” + XX = 0 com
X'(0) =X(1) =0 = X,, = A, cos(Zrz), n > 1.

Condigdo linear geral: {

Exemplo 2: 1 =as =0,0, =a; = 1.

Problema de Sturm-Liouville: X” + XX = 0 com

X(0) = X'(1) =0 = X,, = By sin(Z7z), n> 1.
Principio de superposicao

Seja L(u;) = fi em Q, e B(u;, Vu;) = g; em 02, com L, B
operadores lineares. Portanto (sumas finitas)

L(O,u) =, fiem, com B3, ui, y, Vuy) =, gi.
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Aula 4: Generalisacoes

Exemplo 3: 61 = ,82 = 0, ap = ag =1, g1 = Oe
g2 = cste = uy. Condigdo inicial: u(z,0) = 0.
& Resolvemos o problema estacionario ndo omogeneo:
uy, =0em (0,1) com ug(0) = 0,up(l) = u;. Logo ug = uz.
& Mudanca de variavel: v(z,t) := u(x,t) — ug(z) é solugdo de
vy = Uz €m (0,1) com v(0,t) =v(1,¢t) =0, t >0e
v(z,0) = —uyz. Logo v(z,t) => > By sin(nrz)e ™t com
B, =2 fol sin(nrz) f(z)dr = —2uy fol rsin(nrr)dr = w
Portanto a solucdo é u =v 4+ ug.

Trabalho em casa 6: Equagdo com fonte de Calor

Resolver a equacdo do Calor com fonte de calor: u; = ugz, + Q e
condi¢Bes de fronteira: u(0,t) = up = cste, u(1,t) = u; = cste, e
u(z,0) = f(x)?

HINT. Proceder como no Exemplo 3 acima.
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& A equacgido geral é:

Ou(x,t) — Au(z,t) = Q(z,t) em R" x[0,T]
(0) { ut(-,()) = f emR"”x {0}

& Consideramos o caso sem fonte de calor (@) = 0), ou seja o
problema de Cauchy:

ou(z,t) — Au(z,t) = 0 em R" x[0,T]

u(+,0) = f emR"x {0}
& Ha un numero infinito de solucdes, mas sé uma é fisicamente
amissivel (i.e., com decrescénca ao infinito):

00 (k) ka
Vg € C®(R) : u(x,t) = Z 9(2(]?),

Exemplo: g(t) = e~ = u(x,0) = 0. (e, >0° 9 (0)

solugcdo de uy — gz, = 0.

£E2k o
(e
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Lembrando o caso 1d, tentamos uma solucdo do tipo:

2
_llz=yll

w(z, t) = Gla, D f(z) = (4mt) "/ / 5 Fy)dy (z € R £ > 0)

n

& Nota-se que o “Heat kernel”

P 1
G(x,t) = (drt) ™25, >0 singular em (0,0) e
0, t<0
verifica lim G(z,t) =0sex #0, e [p, G(x,t)dx = 1.

t—0t
& Portanto é obvio que u é uma solugdo e é smooth (i.e.,

€ C®(R™ x (0, 0))).
Trabalho em casa 7: Verificar 0,G = AG (para t > 0)
HINT. Utilizar o Laplaciano esferico para uma funccio radial.
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Aula 5: Convergéncia a medida de Diracem t =0

Convergéncia distribucional

Temos G(-,0) = §p & tl_i>r51+<G(-,t), ©) = »(0), Yo € C°(R"™),
ie.,

G(- — x,0) = 4, no sentido das distribui¢cdes.

& Escrever u(xp,0) = f(xo) é como escrever G(-,0) x f = f ou
seja lim;_,o+ [pn G(- — ¥, 1) f(y)dy = f. Em termos precisos temos
que demostrar o seguinte resultado (medianto o Homework 7):

Lemma

lim  w(z,t) = f(x0), para qualquer ponto xy € R™.
(z,t)—(z(,0)
z€R™ t>0

& Portanto, escreve se de forma compacta:

0G(z,t) = AG(z,t) em R" x[0,T]
{ G(-,0) = Jd emR"x {0}
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Aula 6: Principio de Duhamel -1- Principio

& Observac3o: uma solucdo da ODE n3o linear

{ Ou(t) +au(t) = Q) emR , com a constante é dada
u(0) = wuy em {0}
por u(t) = e~ gy + fg et =9)Q(s)ds,

ou seja a solucdo = propagador e~ aplicado a condic3o inicial +
propagador convoludo com o termo nao linear Q).

& Seja a fonte de calor @ = Q(x,t). Consideramos o problema
(O). Pelo principio de superposi¢do, consideramos primeiro ()
com @ = 0 e depois (¢) com f =0, e sumamos as duas solu¢des.
Em relacdo a segunda, é suficiente demonstar que o propagador é
o Heat kernel. Esta idea é devida a J.-M. Duhamel (1797-1872).

& Iremos entdo considerar a convolugdo (completa):
_le—y)?

K 1
u(z,t) =G*Q ::/0 (=) /n e =) Q(y,s)dyds.
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Aula 6: Principio de Duhamel -2- Caso do Calor
& A equacdo n3o omogenea é:

ou(z,t) — Au(z,t) = Q(z,t) em R™ x [0, o0]
(%) { u(-,0) = 0 emR"x{0}

& Consideramos o problema de Cauchy associado:

{ Ou(-;s) — Au(s; s) 0 emR"x [s,o0]
u(-, s) = Q(,s) emR"x {s} ’

cuja solugdo é u = u(x,t;5) = [pn G(z —y,t — 5)Q(y, s)dy.

& Portanto [u (x,1) fo u(z,t;s)ds, (z € R",t > 0) (Q)J
é solugdo de (%)
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Aula 6: Principio de Duhamel -3- Teorema

& DEF. u € C2(R™ x (0,00)) += u(-,t) € C}(R"), V0 <t < 00
and u(z,-) € C}(0,¢), Vo € R™.

Teorema

Seja Q € H :=C?(R™ x (0,00)). Este u € H () (i) pertence 4
C?(R™ x (0,00)) e (ii) é solugio do problema n3o omogeneo em
R™ com condic¢3o inicial ug = 0.

Alem disso, temos  lim  wu(z,t) = 0.
(@,6)—(20,0)
zERM >0

& DEM. (i) Regularidade: mudanga de variavél pois que G é
singularem y =x e s =1t. Portanto z=xT—Yye

T—t—8=>1wt = Jy Jon G(z = y,t — $)Q(y, 5)dyds =
fo fRn 2, T)Q(x — z,t — 7)dzdr. Segue da regularidade de @
em z et.

Parte (ii) similar & demostracdo do lema anterior.
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Aula 6: Equacdo em Q2 C R": Existéncia -1-

& Seja o dominio € Lipschitziano e limitado. Consideramos

(O, t) = Aua,t) + Q em Q x [0,T] (W)}, com
» Dirichlet BC: u(-,t) = up(t) em dpQ2 C Q
» Neumann BC: Oyu(-,t) := Vu(-,t) - N = g(t) em OnQ C Q2
» Robin BC: fonu(-,t) + u(-,t) = h(t) em Or§2 C Q,

onde 992 = OpQ U InQ U ORSD.

& Vamos considerar s6 a CF de Dirichlet omogeneo.

Trabalho em casa 8. Estimativa

Demonstrar que se u(z,t) é solugdo de (M) com CF de Dirichlet
omogeneo e dado inicial u(z,0) = f(x) bastante regular em Q) e
Q(x,t) bastante regulares em Q2x]0, T, temos Vt € [0, T7:

Ly u? (@, t)de + [ [ |Vu(z, s)[dzds

=1 [ P@)dz+ [ [, Qx, tyu(z, t)dads.

Escrever esta relacdo com a estrutura de L2.
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Aula 6: Equacdo em 2 C R": Existéncia -2-
& Pela estimativa acima (i.e., do Homework 8), vemos que o
espaco funcional de u(-,t) é H}(2), pelo que vamos reescrever u
como u 3]0, T[— HE(Q),t — u(t) € HE(Q).

Formulagdo fraca (J.-L. Lions: 1928-2001)
Sejav € H&(Q) Multiplicando (M) por v e integrando por partes,

d
dt/Qu(:c,t)v(x)dqu/QVu(x,t)-Vv(az,t)dx:/QQ($,t)v(x)dx.

& A mesma reescreve-se como uma ODE: procura-se u(t) uma
funcgdo em ]0, T com valores em H{ () tal que

4 (u(t),v) 20 + a(u(t),v) = (Q(t),v)r2q),
(m) Yoe H(Q),0<t<T ,
u(0) — f

onde a(v,w) := [, Vu(z) - Vw(z)dz e u é continua em 0.
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Aula 6: Equacdo em 2 C R": Existéncia -3-

Espacos funcionais
Seja X Banach sobre €, norma || - ||x. Portanto v € C¥([0,T7]; X)

k
d™v
& < [[vlloror)x) = Z (oi?ETHW(t)HX> < 00.

m=0 T
&0 € LOTEX) & ol = [ o0 <o
& H Hilbert = L2(]0,T]; H) Hilbert onde
T

() aqoryen = [ ((0)o(t) .

Derivada com o tempo no sentido fraco

A partida (u(t),v)r2(q) ndo € diferenciavél.

& Contudo, se for em L2[0,T], tem um sentido fraco:
(u(t),v)r2() € H10,T) = (H0 (0, T))’ Temos V¢ € HL(0,T),

(g (u(t),0) L2()s O) -1 113 = — o ((t), v) 2 () D (1) dt.
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Aula 7: Equacdo em 2 C R"™: Preliminarios

Espacios funcionais Hilbertianos (i.e., de Hilbert)

& Consideramos H,V Hilbertianos tais que H C V' com injec¢do
compacta, com H denso em V/, i.e., para qualquer sequéncia
limitada em H, existe uma sub-sequéncia convergente em V.

Forma simetrica, bilineare continua e coerciva

& Sejaa: V xV — R tal que a(u,v) = a(v,u) e para a qual
existem M e m tais que |a(u,v)| < M|u||v|v|]v (continuidade) e
|a(u,v)| > m||u|lv||v|]v (coercividade), Yu,v € V.

Problema aos valores préprios (ou espectral)

Encontrar A € R e u € H \ {0} tais que
a(u,v) = AMu,v)y, Yo € V.
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Aula 7: Equacdo em Q2 C R": Existéncia -4-
Espaco de energia: V = L*(Q),H = H}(): HCV
& Pelo teorema de Rellich, H C V' com injec¢cdo compacta, e H
denso em V, pois que C°(2) C H éis dense denso em V.

Pelo Homework 8, f € V, Q € L*(]0,T[;V), e

u € EYy := L*(]0,T[; H)NC([0,T]; V): espaco de energia.
Teorema de existéncia de uma solucdo fraca; formulacdo geral
Seja H C V, dois espacos de Hilbert. Seja a(u,v) uma forma
simetrica, bilinear, continua e coercivaem H. SejaT >0, fe V e
Q € L*(]0,T[; V). Portanto o problema ((J) tem uma solugdo
unica em EX, e existe uma constante C' > 0 tal que

lull L2qorpmy + Nulleqorvy < C (IfIlv + QN L2qorpyvy) (A)

& O limite superior (A) mostra a continuidade da solu¢do com
respeito aos dados, pelo que o problema encontra-se bem posto no
sentido de Hadamard.
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Aula 7: Equacdo em 2 C R": Existéncia -5-

DEMONSTRACAO: Em 5 etapas.

1° passo: teorema preliminar: Teorema Espectral

Seja a(-,-) uma forma simetrica, bilinear, continua e coerciva em
H Hilbert, pelo que a(-,-) é um produto escalar para H. Portanto
existem 0 < A\ < X\p <--- e uma base ortonormal (uy)x>1 € H
de V, tal que a(ug,v) = Mg (ug, v)y, Yo € H.

& Tambem (g := ug/+/Ax) base ortonormal de H para a(-, ).
2° passo: candidado explicito

Pelo teorema espectral sabemos que Ju, € H, A\ > 0 s.t.
a(uk,v) = ()\k,uk)v Yv e H.

& Supomos que u € E}Y{ é solucdo. Portanto

u(t) = > p>1(u(t), ur)vuy é a decomposi¢do de u(t) na base
Hilbertiana (uy)x>1 € H. Pelo teorema espectral, temos que
u(t) = g xoalu(t), up)ug = Yop -, alult), )iy é a
decomposicio ortogonal de u(t) em H.
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& Seia (ax(1) = (ult),wv € C(0,71))
com of = (f,ux)v € Rt.q. f =3 s> ahus,

e Bi(t) = (Qt),ur)v € L*(0,T]) t.a. Qt) = Yy Bi(t)ur

& Tomando v = uy em (O):

%(u(t),uk)v + a(u(t),ur) = (Q(t),ur)v, ou seja pelo teorema
espectral, & + Apay = Bg, cuja solugdo é
p

) [ak(t) = ale Mt 4 f B (s _’\k(t_s)ds]

com ay(0) = .

|dea principal
Vamos mostrar que u(t) := >, <, ax(t)ux € a unica solugdo fraca.
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Aula 7: Equacdo em 2 C R": Existéncia -6-
3 passo: w™(t) := Y -, ox(t)uy de Cauchy em C([0,7T7;V),
ie, lim sup lw™(t) —w"(t)|[v =07 & [[w™(t) —w™(t)||y <

m,n—0o0 0<t

1Y ey + 3 /m Je ) gy |y <

k=m+1 k=m+1
(o qu |l = (] e tisando (o ) = 5

n 1/2 2 1/2
( > |a2|2e”kt> ( ( / Br(s)e =) ) >
k=m+1 k=m+1

e para m,n bastante grande, por Cauchy-Schwartz, e A1 < A\ Vk,

n 1/2 1 n T 1/2
0,2 2
< < > o] ) Vo (kzzml/o Bk (s)| ds> -0,

k=m+1
visto que

Hf”v = Zk>1 ‘O‘OP HQHL2 0,TV) = Zkzl H/BkH%2(0,T) <000
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4° passo: w™(t) de Cauchy em L2(]0,T[; H),
T

ie., lim |[w™(t) — w"™(t)||3;dt = 07 Seja H com norma a.
mn—o0 g

(%) @ (w™(t) = w"(t),w™(t) —w(H) = Y Mlax(t)]® <

k=m+1

n n + 2
2 Z AealPe 2wt 49 Z Ak </ ﬂk(s)e_k’“(t_s)ds) .
0

k=m+1 k=m+1
T
& (1) / 2X[afPe W dt = | P (1 — e 2T < Ja|?,

0
& De outro lado, por Cauchy-Schwartz:

t 2 ¢
& (/ ﬂk<s>e%“<ts>e%*k“s>ds) < / [Be(s)[Pe =) ds.
0 0
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& (2) Por Fubini: / (/ ]ﬁk(s)|2(3_)‘k(t—s)d$> dt =
0 0

T T T
2 k(=) 1 2
/0 1Bk (s)] (/S e Mt dt) ds < )\k/o |Bk(s)|*ds.

T
& Logo, por (1) ¢ (2), ¢ (%): [ [[u"(t) ~ w"(0) it <

> (\ai 24 = / !ﬁk<s>|2ds) 0.

k=m-+1 /\1 0

3° e 4° passos: w™ — u € EY;.

Logo, u é solugdo de ((0) com v = wuy, e portanto por qualquer
V € H pois que (ur/+/Ar) é uma base Hibertiana de H.

5 passo: estimativa (A).

m =0 (3% e 4°)= supg<, [|[w" (v < [|f[lv + ﬁ”Q\\LZ(]O,T[;H) e
Jo a(w™(t),w"(t)dt < || fllv + Q2 o) Fazer n— oo,
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REM 1: Dirichlet ndo omogeneo: u(t) = g(t) € L*(99) em
o2 x [0, 7.
Seja i € H'(2x]0,T[) t.q. trii = g em 9Q, e tomar v = u — .
REM 2: Base Hilbertiana a n = 1.

A uma dimencido, temos uy = v/2sin(krz) e A\, = m2k?. Portanto
encontra-se a solugdo em termos de series de Fourier.

Trabalho em casa 7: Conservagao de energia

Demonstrar que existe uma solugdo em EZZ((%)) de (W) com CF de
Dirichlet omogeneo e dado inicial u(x,0) = f € L?(f2) e fonte de
Calor Q € L?(J0,T[; L*()) tal que Vt € [0,T]:

%HUH%2(Q) + HVUH%Q(]QT[;LQ(Q)) < %”f”%2 + HQ”L2(0T L2(Q))"
HINT. Utilize o lema de Gronwall e o facto de

Ju-vdz < fuzd:n (fv?dz)3 < ([ widx + [v3dz).
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& Consideramos todas as hipdteses do teorema de existéncia.

Teorema de Regularidade 1: @ € L?(2x]0,TY).

Se f € H} () entdo a solugdo é mais regular, i.e. u € Egé((g))
Owu € L*()0,T[; L2(Q)) = L*(2x]0,T])

(a isometria demonstra-se).

e

Passagem da formulac3do fraca a forte.

Pois que Oyu, Au € L?(2x]0,T]), temos

Jo(Oru — Au— Q)vdx = 0, Vv € Hg(€2) e por quase todos os
t€]0,T[ = Ou— Au—Q =0 a.e. em 2x]0, 7.
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Teorema de Regularidade 2: ) = 0.
Seja 2 € C*. A solugdo de ( ) pertence a C>°(Q x [¢,T]), Ve > 0.
& (DEM. formal) Seja v* := = 2% bortanto:

otk
opF (x,t) — Av(,) = 0 emQx][0,T]
vF(x,t) = 0 emdQx][0,T]
v (-,0) = gt}j(x 0) em Qx {0}

Supomos que oty

otk
vk e Eézl((%)) Logo u(z,-) € C¥([¢, T]). D'outro lado,
P = (A)fu = u(-,t) € H*(Q), Vk > 0. (Nota Ny H* = C™).
& Problema: regularidade de %t,?(as 0)...para isso consideramos
%tk (z, €) que sabemos estar em L?(€2) pelo Teorema de
Regularidade 1.

(r,0) € L?(R), pelo teorema de existéncia,
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Idea principal.

Lembramos que em R", u(xz,t) = [, G(z —y,t — s)u(y, s)dy
(tomando a Cl em ¢ = s), com [, G(z —y,t — s)dy = 1.
Portanto, em (z,t) efetuamos uma media espacial dos valores em
qualquer tempo anterior s < t, pelo que o maximo espacial tem
tendéncia a decrescer no tempo (pelo absurdo, se for crescente,
toma (z,t) = (zo,t) o maximo espacial em ¢, portanto no tempo
s <t |u(y,s)| <u(zo,t) e u(x,t) ndo pode ser dado por uma
media em s ... ).

& Seja Up :=Q x (0,T] e 0*Upr = 092 x (0,T]UQ x {0}, com
limitado.
& J3 sabemos pelo teorema de regularidade que se f, Q) forem

bastante regulares, u serd mais regular ainda, por exemplo, em
C:= C%(UT) N C(UT)
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Principios do maximo: d;u — Au =0 in Up, u € C.

< 0 maxy = maxy

» Principio fraco: dyu — Au< = Ur T
> 0 miny = min u

UT 8*UT

» Principio forte: 2 connexo e (xg,ty) € Ur t.q.

u(zo, to) = maxy, u = u =cst em Uy,

& Conforme a intuic3o se estiver uma fonte de Calor positiva, e se
as condicdes iniciais e de fronteira forem positiva, entdo a
temperatura é sempre positive em todos os pontos.

Corollario—principio fraco.
QafaQZO?UZOEm UT.
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DEM-—principio fraco.
Seja iu < AuesejaT,:=T —€,v =u — et,e > 0. Portanto
Oy < Av. Pela compacidade de Uy, e a continuidade da solug3o,
existe um maximo de v em (g, ) € Ur..
& Assumimos que (xo,to) ¢ 0*Ur,. Neste ponto, (i)
Oy (o, tg) > 0 (este valor é bem definido, sendo ¢ty < T'), pois que
pelo contrario teriamos v(xg, to — &) > v(zo, tp),d > 0. D'outro
lado temos tambem (i) Av(zg,to) < 0, visto que as derivadas
segundas sdo negativas no maximo. Chegamos a uma contradicao,
pelo que (zg,ty) € 0*Ur. maximisa u(z) — et.
& Deixando € — 0, temos o resultado.
Contro-exemplo para €2 = R"™.
> g(k) (t)x%
Toma u(x,t) = 20: k)|
wl-.0)=0e maxu > 0.

com g(t) = e~ °. Entio
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